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Übungen zur Modernen Theoretischen Physik I SS 14

Prof. Dr. Gerd Schön Lösungen zu Blatt 5
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1. Linearer und quadratischer Stark-Effekt (3 Punkte)

In Ortsdarstellung sind die beiden energetisch niedrigsten Zustände durch

ψi(x) ≡ 〈x|i〉 =


Ai sin(ki[b+ x]) −b < x < 0

Bi sin(ki[b− x]) 0 ≤ x < b

0 sonst

mit A1 = B1 und A2 = −B2 gegeben.

(Auf Blatt 3 haben wir weiter gefunden, dass die Wellenvektoren durch k1 = π
b und

− tan(k2b)/k2 = ~2/mv0 gegeben sind. Dies nur zur Vollständigkeit, für die weitere Aufgabe
wird dies nicht benötigt.)

(a) [0,5 Punkte] Zu Beginn bestimmen wir die Koeffizienten Ai so, dass die Normierungsbe-
dingung 〈i|i〉 für i = 1, 2 erfüllt ist. Dazu nutzen wir aus, dass

∞∫
−∞

dx |x〉 〈x| = 1

und schreiben

〈i|i〉 = 〈i|
(∫ ∞
−∞

dx |x〉 〈x|
)
|i〉 =

∫ ∞
−∞

dx 〈i|x〉 〈x|i〉 =

∫ b

−b
dxψ∗i (x)ψi(x). (1)

Setzen wir die Wellenfunktionen ψi(x) dort ein, so erhalten wir∫ b

−b
ψ∗i (x)ψi(x)dx = |Ai|2

(∫ 0

−b
sin2(ki[b+ x]) dx+

∫ b

0

sin2(ki[b− x]) dx

)
(2)

= 2|Ai|2
∫ b

0

dx sin2(ki[b− x]) (3)

= |Ai|2
∫ b

0

dx
(
1− cos(2ki[b− x])

)
(4)

= |Ai|2
(
b− 1

2ki
sin(2kib)

)
= 1 (5)

(6)

und damit |Ai| =
(
b− 1

2ki
sin(2kib)

)−1/2
.

(b) Nun wird ein kleines elektrisches Feld ~E = E êx angelegt. Der Hamilton-Operator ist
dementsprechend gegeben durch

〈x|Ĥ|x〉 = H(x) = H0(x) + qEx. (7)

Um die Matrixelemente hij = 〈i|Ĥ|j〉 zu berechnen, sehen wir zunächst, dass H0 |i〉 =
Ei |i〉 und damit

〈i|Ĥ0|j〉 = δijEi, (8)

wobei δij das Kronecker-Delta ist. Wenn wir den gleichen Trick wie in Gl.(1) verwenden,
so erhalten wir

hij = 〈i|Ĥ|j〉 =

∫ ∞
−∞

dx

∫ ∞
−∞

dx′ 〈i|x〉 〈x|Ĥ|x′〉 〈x′|j〉 (9)



Der Hamilton-Operator ist diagonal in der Ortsdarstellung, d.h. 〈x|Ĥ|x′〉 = δ(x −
x′)(H0(x) + qE x), d.h.

hij = δijEi +

∫ ∞
−∞

dxψ∗i (x)
(
qE x

)
ψj(x). (10)

Aufgrund der Symmetrie der Wellenfunktionen liefert das letzte Integral∫ ∞
−∞

dxψ∗i (x)
(
qE x

)
ψj(x) = 0 für i = j (11)

Um h12 zu berechnen, nutzen wir den Hinweis auf dem Blatt und erhalten

qE
∫ ∞
−∞

dxψ∗1(x)xψ2(x) = 2qEA∗1A2

∫ b

0

dx sin(k1[b− x]) sin(k2[b− x])x (12)

= 2qEA∗1A2

∫ b

0

dx sin(k1x) sin(k2x) [b− x] = 2qEA∗1A2C(k1, k2) ≡ dE (13)

d bezeichnet man als Dipolmatrixelement. Für v0 → ∞ ist k1 ≈ k2. Damit ergibt sich
in erster Näherung

d ≈ qb− 2qA∗1A1

∫ b

0

dx sin(k1x) sin(k1x)x = qb. (14)

(15)

h21 ergibt sich analog

qE
∫ ∞
−∞

dxψ∗2(x)xψ1(x) = d∗E . (16)

Also ist h12 = h∗21, der Hamilton-Operator ist Hermite’sch.

Schreiben wir nun den Hamilton-Operator in der Basis {|1〉 , |2〉},

(
〈1|1〉
〈2|1〉

)
=

(
1
0

)
,

(
〈1|2〉
〈2|2〉

)
=

(
0
1

)
. (17)

Diese Schreibweise ist im allgemeinen recht länglich, weswegen man manchmal schreibt

|1〉 =̇
(

1
0

)
, |2〉 =̇

(
0
1

)
, (18)

wobei das =̇ indiziert, dass rechtsseitig des Gleichheitszeichens eine Darstellung des
Zustandes ist (hier in der Basis {|1〉 , |2〉}). Wir erhalten(

〈1|Ĥ|1〉 〈1|Ĥ|2〉
〈2|Ĥ|1〉 〈2|Ĥ|2〉

)
=

(
E1 d E
d∗ E E2

)
(19)

(c) Eigenwerte und Eigenvektoren [1 Punkt]

Die Eigenwerte dieser Matrix sind gegeben durch

E± =
E1 + E2

2
±

√(
E1 − E2

2

)2

+ |dE|2 (20)

Die Eigenvektoren sind durch(
H− E±1

)
~v± = 0 und damit ~v+ =

(
dE

E+ − E1

)
, ~v− =

(
E− − E2

d∗E

)
(21)

gegeben. Die Eigenvektoren sind auch orthogonal:

~v†+ · ~v− = d∗E(E− − E2) + (E+ − E1)d∗E = d∗E
(
(E− + E+)− (E1 + E2)

)
= 0



Betrachten wir nun die beiden Fälle auf dem Aufgabenblatt:

(i) Quadratischer Stark-Effekt: |d|E � E2 − E1

In diesem Fall nutzen wir den Hinweis und entwickeln die Wurzel√(
E1 − E2

2

)2

+ |dE|2 =
E2 − E1

2

√
1 +

4|dE|2
(E2 − E1)2

(22)

=
E2 − E1

2

(
1 +

2|dE|2

(E2 − E1)2
+ · · ·

)
(23)

≈ E2 − E1

2
+

|dE|2

(E2 − E1)
(24)

Die Eigenwerte von Grundzustand (−) und ersten Angeregten (+) sind damit nähe-
rungsweise gegeben durch

E± =

{
E2 + |dE|2

E2−E1

E1 − |dE|2
E2−E1

.
(25)

(ii) Linearer Stark-Effekt: |dE| � E2 − E1

In diesem Fall erhalten wir

E± =

{
E1+E2

2 + |dE|
E1+E2

2 − |dE|.
(26)

2. Funktionen von Operatoren (2,5 Punkte)

(a) [0,5 Punkte] Berechnet werden soll eσ̂z , wobei σ̂z =

(
1 0
0 −1

)
ist.

Die Exponentialfunktion von Operatoren ist durch die Summe

eÂ =
∑
n

Ân

n!

definiert. Damit erhält man

eσ̂z =

(
1 0
0 1

)
+

(
1 0
0 −1

)
+

1

2!

(
1 0
0 1

)
+

1

3!

(
1 0
0 −1

)
. . .

=

(∑
n

1n

n! 0

0
∑
n

(−1)n

n!

)
=

(
e 0
0 e−1

)
.

Bei der Berechnung der Terme findet man auch, dass gilt σ̂2n
z = 1 und σ̂2n+1

z = σ̂z.

(b) [1 Punkt] Es ist zu zeigen, dass für einen (zeitunabhängigen) Operator Â

d

dt
eÂt = ÂeÂt = eÂtÂ gilt.

Wieder wird die Potenzreihe verwendet:

d

dt
eÂt =

d

dt

∞∑
n=0

Ântn

n!
=

∞∑
n=1

Ânntn−1

n!
= Â

∞∑
n=1

Ân−1tn−1

(n− 1)!
= ÂeÂ

da [Â, Â] = [t, Â] = 0 gilt auch [eÂt, Â] = 0 und damit

ÂeÂt = eÂtÂ.

Weiter soll
d

dt

(
eÂteB̂t

)
berechnet werden:

d

dt

(
eÂteB̂t

)
=
( d

dt
eÂt
)
eB̂t + eÂt

( d

dt
eB̂t
)

= ÂeÂteB̂t + eÂtB̂eB̂t = ÂeÂteB̂t + eÂteB̂tB̂



(c) [1 Punkt] Es soll gezeigt werden, dass für einen beliebigen zeitabhängigen Operator Â(t)
im allgemeinen gilt

d

dt
e

ˆA(t) 6= dÂ(t)

dt
eÂ(t). (27)

d

dt
eÂ(t) =

d

dt

∑
n

Â(t)n

n!
=
∑
n

d

dt

Â(t)n

n!

weiter ist

d

dt
Â(t)n =

( d

dt
Â(t)

)
Â(t)n−1 + Â(t)

( d

dt
Â(t)

)
Â(t)n−2 + · · ·+ Â(t)n−1

( d

dt
Â(t)

)
=

n−1∑
m=0

Â(t)m
( d

dt
Â(t)

)
Â(t)n−1−m

und damit
d

dt
eÂ(t) =

∑
n

1

n!

n−1∑
m=0

Â(t)m
( d

dt
Â(t)

)
Â(t)n−1−m.

Die beiden Seiten von Gl. (27) sind nur gleich wenn
d

dt
Â(t) und Â(t) vertauschen also

[
d

dt
Â(t), Â(t)] = 0 was nicht allgemein der Fall ist.

3. Hermite’sche Adjungation und Kommutatoralgebra (3 Punkte)

(a) [0.5 Punkte] Es sollen von den Operatoren X̂P̂x und i[X̂2, P̂x] die Hermite’schen Adjun-
gierten berechnet werden:

(X̂P̂x)† = P̂ †xX̂
† = P̂xX̂

und

(i[X̂2, P̂x])† = −i(P̂ †x(X̂2)† − (X̂2)†P̂ †x) = i(X̂2P̂x − P̂xX̂2) = i[X̂2, P̂x].

(b) [1 Punkt] Sei Ĝ ein Hermite’scher Operator. Zeigen Sie, dass dann für F̂ = eiĜ die
Beziehung F̂ † = F̂−1 gilt:

F̂ † =
∑
n

( iĜn
n!

)†
=
∑
n

(−iĜ)n

n!
= e−iĜ

(c) [0.5 Punkte] Zeigen Sie, dass gilt [ÂB̂, Ĉ] = Â[B̂, Ĉ] + [Â, Ĉ]B̂.

[ÂB̂, Ĉ] = ÂB̂Ĉ−ĈÂB̂ = ÂB̂Ĉ−ÂĈB̂+[Â, Ĉ]B̂ = Â(B̂Ĉ−ĈB̂)+[Â, Ĉ]B̂ = Â[B̂, Ĉ]+[Â, Ĉ]B̂

(d) [1 Punkt] Beweisen Sie, dass für [[A,B], A] = 0 die Beziehung [Ân, B̂] = nÂn−1[Â, B̂]
gilt (n ∈ N).

Beweis durch vollständige Induktion:

Induktionsanfang:
n = 1 : [A,B] = [A,B]

Induktionsvorraussetzung:

n = m : [Âm, B̂] = mÂm−1[Â, B̂]

Induktionsschritt:

n = m+ 1 : [Âm+1, B̂] = Â[Âm, B̂] + [Â, B̂]Âm = Â[Âm, B̂] + Âm[Â, B̂]

= Â(mÂm−1[Â, B̂]) + Âm[Â, B̂]

= (m+ 1)Âm[Â, B̂]

q.e.d.

Berechnen Sie damit [P̂ , X̂n]:

[P̂ , X̂n] = −nX̂n−1[X̂, P̂ ] = −in~X̂n−1



4. Orts- und Impulsdarstellung (2 Punkte)

Zeigen Sie, ausgehend von der Impulsdarstellung

P̂ |p〉 = p |p〉 und up(x) ≡ 〈x|p〉 =
1√
2π~

eipx/~,

dass in der Ortsdarstellung der Impulsoperator P̂ durch

〈x|P̂ |ψ〉 =
~
i

∂

∂x
ψ(x)

darstellbar ist.

〈x|P̂ |ψ〉 =

∫
dp 〈x|P̂ |p〉〈p|ψ〉 =

∫
dp 〈x|p|p〉 〈p|ψ〉 =

∫
dpdx̄ p 〈x|p〉 〈p |x̄〉〈x̄|ψ〉

=

∫
dpdx̄ p

1

2π~
eipx/~e−ipx̄/~ψ(x̄)

=

∫
dp

2π~
eipx/~

∫
dx̄
(
−~
i

)( d

dx̄
e−ipx̄/~

)
ψ(x̄)

= −
∫

dp

2πi
eipx/~

[(
e−ipx̄/~ψ(x̄)

)∣∣∣∞
−∞
−
∫

dx̄e−ipx̄/~
( d

dx̄
ψ(x̄)

)]
=

1

i

∫
dx̄
( d

dx̄
ψ(x̄)

)∫ dp

2π
eip(x−x̄)/~ =

1

i

∫
dx̄
( d

dx̄
ψ(x̄)

)
~δ(x− x̄)

=
~
i

d

dx
ψ(x)


