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1. Teilchen im Dreieckspotenzial (3 Punkte)

Im Folgenden betrachten wir ein Teilchen in einem Dreieckspotenzial der Form

fi <
V(x):{oo, ur =<0

ax, fir = >0.

Hilfreich bei der Behandlung des Problems sind die Airy-Funktionen. Die beiden Airy-
Funktionen Ai(z) und Bi(z) sind Losungen der homogenen Differentialgleichung

f'(@) —af(z) =0. (1)
Ihr Verlauf ist in Abbildung 1 dargestellt.
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Abbildung 1:

Asymptotisch geht Ai(z) fiir z — oo exponentiell gegen 0 wihrend Bi(z) divergiert!. Die
Nullstellen dieser Funktionen sind tabelliert. Nun sollen Ausdriicke fiir die Wellenfunktionen
und Energieeigenwerte gefunden werden. Dazu:

(a) [1 Punkt] Formen Sie die Schrodingergleichung um in dem Sie die Variablentransformati-
onzr=x-— % durchfiithren und die Gleichung durch Einfithrung einer charakteristischen
Lénge dimensionslos schreiben.

(b) [1 Punkt] Finden Sie die Energieniveaus, wobei Sie die Nullstellen z;,, der Airy-Funktionen
als bekannt voraussetzen konnen.

(¢) [1 Punkt] Skizzieren Sie die drei energetisch niedrigsten Wellenfunktionen.

1Das genaue Verhalten ist

2.3/2 2,3/2

&
ﬁml/él

fiir x — oo,

wird aber fiir die Aufgabe nicht benotigt.



2. Allgemeine Eigenschaften eindimensionaler Probleme (2 Punkte)

Wir betrachten eindimensionale Systeme, nun allerdings ohne die Schrédingergleichung

S+ Vi) - B =0 (2)

explizit zu l6sen.

(a) Entartung [1 Punkt]
Zeigen Sie, daf} die Energieniveaus gebundener Zusténden nicht entartet sind:
Nehmen Sie dazu an, dass die beiden Funktionen ;(x) und 2 (z) Eigenfunktionen der
Schrodingergleichung(Gl. 2) zum selben Eigenwert E; sind. Berechnen Sie dariiber, unter
Beriicksichtigung des Verhaltens gebundener Zusténde fiir |z| — oo, ¥]1¢2 — h1p; und
zeigen Sie, dass die beiden Funktionen linear abhéngig sind.

(b) Knotensatz [1 Punkt]

Der Knotensatz besagt, dass fiir ein diskretes Spektrum die nach Energien sortierten
(Fo < By < Ey-+- < E, < ...) Eigenfunktionen 1, zu den Energieeigenwerten E,
genau n Nullstellen (Knoten) haben?.

Es 148t sich schnell beweisen, dass ,,+1 mehr Nullstellen als v,, haben muss. Zeigen
Sie, dass 1,41 zwischen zwei benachbarten Nullstellen z1,z2 von 1, mindestens eine
Nullstelle hat. (Hinweis: Berechnen Sie dazu 9,111 — ¥l +1}Z in einem geeigneten
Intervall [a, b].)

3. Harmonischer Oszillator (2 Punkte)

Die Grundzustandsenergie des harmonischen Oszillators 148t sich alleine tiber die Unschérfe-
relation und die Form des Potentials

U(z) = 1Trm12:102 3)

abschétzen:

Verwenden Sie nur die Unschirferelation fiir Az und Ap sowie die Form des Potentials U (z)

um den Erwartungswert (H) des Hamiltonoperators nach unten abzuschiitzen. Vergleichen
Sie die Abschétzung fiir £y mit dem bekannten Ergebnis.

4. Teilchen auf einem Ring (3 Punkte)

Ein freies Teilchen (U(z) = 0) bewege sich auf einem Ring mit Radius R. Die Eindeutigkeit
der Wellenfunktion auf der geschlossenen Kreisbahn fordert die Randbedingung ¢ (¢+2m) =

P(9).

(a) [1 Punkt] Driicken Sie den Hamiltonoperator H in Polarkoordinaten aus, und bestimmen
Sie dessen Eigenfunktionen. Zeigen Sie, dass die Randbedingung zu Energiequantisierung
fithrt und leiten Sie einen Ausdruck fiir die Energieeigenwerte her. Welche Entartung
haben die Energieniveaus?

(b) [1 Punkt] Normieren Sie die Wellenfunktionen und zeigen Sie, dass die Wahrscheinlich-
keitsdichte [¢(¢)|? auf dem Ring konstant ist.

(¢) [1 Punkt] Der Drehimpulsoperator L. ist gegeben durch

. h 0

Lz:i'ﬁy_yﬁzzgaid (4)

Zeigen Sie, dass die Wellenfunktionen 1/(¢) auch dessen Eigenfunktionen sind und be-
rechnen Sie FEigenwerte von L.

?Nullstellen an den Réndern des Intervalls in dem die Zusténde gebunden sind werden dabei nicht mitgezihlt.



