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1. Spin im elektromagnetischen Feld (4 Punkte)

Wir betrachten einen Spin- 12

Ĥspin = −~ω
2
σ̂z

in einem elektromagnetischen Resonator mit Frequenz ω. Die Energiequanten ~ω entsprechen
gerade der Energiedifferenz von Grundzustand und angeregten Zustand des Spin-Systems.
Der Hamiltonoperator für den Resonator ist gegeben durch

Ĥres = ~ω
(
â†â+

1

2

)
.

Die Kopplung von dem Spin an das elektromagnetische Feld kann effektiv geschrieben werden
als

Hspin−res = g(âσ̂− + â†σ̂+).

Wir sehen unteranderem, dass gâσ̂− |↑〉 |n+ 1〉 = g
√
n+ 1 |↓〉 |n〉, d.h. die Anregung des

Spin-Systems geht einher mit der Absorption eines Energiequants des elektromagnetischen
Feldes, eines Photons (siehe Abbildung). Umgekehrt kann der Spin von dem angeregten
in den Grundzustand fallen und dabei ein Photon emittieren. Insgesamt ist der Hamilton-
Operator gegeben durch

Ĥ = −~ω
2
σ̂z + ~ω

(
â†â+

1

2

)
+ g(âσ̂− + â†σ̂+). (1)

Der Hilbertraum des Systems wird aufgespannt durch die Zustände |↑〉 {|n〉} und |↓〉 {|n〉}
mit {|n〉} = {|0〉 , |1〉 , |2〉 , ...}.

(a) [2 Punkte] In der Basis

{|↑〉 |0〉 , |↑〉 |1〉 , |↓〉 |0〉 , |↑〉 |2〉 , |↓〉 |1〉 , ... , |↑〉 |n+ 1〉 , |↓〉 |n〉 , ...}

erhalten wir

〈↑, 0|Ĥ| ↑, 0〉 = −~ω
2

+
~ω
2

= 0

〈↑, n+ 1|Ĥ| ↑, n+ 1〉 = −~ω
2

+ ~ω
(
n+ 1 +

1

2

)
= ~ω(n+ 1)

〈↓, n|Ĥ| ↓, n〉 =
~ω
2

+ ~ω
(
n+

1

2

)
= ~ω(n+ 1)



Die einzigen nichtverschwindenden nebendiagonalen Elemente sind gegeben durch

〈↑, n+ 1|Ĥ| ↓, n〉 = g
√
n+ 1 = 〈↓, n|Ĥ| ↑, n+ 1〉 .

Damit erhalten wir

Ĥn+1 =

(
〈↑, n+ 1|Ĥ| ↑, n+ 1〉 〈↑, n+ 1|Ĥ| ↓, n〉
〈↓, n|Ĥ| ↑, n+ 1〉 〈↓, n|Ĥ| ↓, n〉

)
= ~ω(n+ 1) + g

√
n+ 1σ̂x

und

Ĥ =



〈↑, 0|Ĥ| ↑, 0〉 0

0 Ĥ1 0

0 Ĥ2 0

0
. . . 0

0 Ĥn 0

0
. . .


. (2)

(b) [1 Punkt] Die Tatsache, dass 〈↓, n|Ĥ| ↑, n+ 1〉 die einzigen nichtverschwindenden Ne-
bendiagonalelemente sind, impliziert schon, dass die Anzahl an Anregungen im System
(für dieses Beispiel wären es gerade n+ 1) erhalten, d.h. zeitunabhängig sind,

i~dN̂
H
e

dt = −[Ĥ, N̂H
e ] = 0.

Zur Auswertung des Kommutators benötigen wir noch die Relationen

[Ĥ, â†â] = g[âσ̂− + â†σ̂+, â
†â] = g(âσ̂− − â†σ̂+) (3)

[Ĥ, |↓〉 〈↓|] = g[âσ̂− + â†σ̂+, |↓〉 〈↓|] = −g(â |↓〉 〈↑| − â† |↑〉 〈↓|) = −g(âσ̂− − â†σ̂+) (4)

Damit ergibt sich

[Ĥ, N̂H
e ] = [Ĥ, â†â] + [Ĥ, |↓〉 〈↓|] = 0. (5)

Da damit aber
dN̂H

e

dt = 0 ist, ist N̂H
e eine Erhaltungsgröße, d.h. die Anregungen im System

sind erhalten, weswegen der Hamilton -Operator eine Block-diagonale Form annimmt,
mit Blöcken, die jeweils festem Ne zugeordnet werden können.

(c) [1 Punkt] Die Eigenenergien und Zustände des Systems erhalten wir durch Diagonalisie-
rung von Ĥn,

En = ~ω(n+ 1)± g
√
n+ 1. (6)

Die Kopplung g führt also dazu, dass es zu einer Aufspaltung der ursprünglich entarteten
Zustände |↑〉 |n+ 1〉 und |↓〉 |n〉 kommt.



2. Wasserstoffatom im klassischen Strahlungsfeld (3 Punkte)

Ein Wasserstoffatom befindet sich in einem zeitabhängigen elektrischen Feld. Die Wechsel-
wirkung mit diesem elektrischen Feld in der sogenannten Dipolnäherung ist gegeben durch

H ′(t) = eE · R̂ cos(ωt)

Im Folgenden wollen wir uns Übergänge von dem Grundzustand des Wasserstoffatoms,
|nlm〉 = |100〉 in höher angeregte Zustände |2lm〉 betrachten. Um die Übergangsraten
Γ|100〉→|2lm〉 zu berechnen verwenden wir (ohne Herleitung) Fermi’s Goldene Regel,

Γ|100〉→|2lm〉 =
2π

~
| 〈2lm|eE · R̂|100〉 |2δ(E2lm − E100 − ~ω). (7)

Hierbei sind Enlm die Eigenenergien des Wasserstoffatoms und die Eigenfunktionen des
Wasserstoffatoms sind gegeben durch 〈rθϕ|nlm〉 = Rnl(r)Y

m
l (θ, ϕ). Desweiteren sind die

Kugelflächenfunktionen für l = 1 gegeben durch

Y 0
0 =

√
1

4π

Y 0
1 =

√
3

4π
cos(θ),

Y −11 =

√
3

8π
sin(θ)e−iϕ,

Y 1
1 = −

√
3

8π
sin(θ)eiϕ.

Damit kann der Wechselwirkungsterm parametrisiert werden

E · r =
[
Exr sin(θ) cos(ϕ) + Ey sin(θ)r sin(ϕ) + Ezr cos(θ)

]
,

= r

(
Ex

√
8π

3

1

2
[−Y 1

1 + Y −11 ] + Ey

√
8π

3

1

2i
[−Y 1

1 − Y −11 ] + Ez

√
4π

3
Y 0
1

)
,

= r

(
− Y 1

1

√
2π

3
[Ex − iEy] + Y −11

√
2π

3
[Ex + iEy] + Ez

√
4π

3
Y 0
1

)
,

= r 〈θϕ|
(
−
√

2π

3
[Ex − iEy] |l = 1,m = 1〉

+

√
2π

3
[Ex + iEy] |l = 1,m = −1〉

+

√
4π

3
Ez |l = 1,m = 0〉

)

Damit können wir nun die Matrixelemente 〈2lm|eE · R̂|100〉 bestimmen,

〈2lm|eE · R̂|100〉 = e

∫ ∞
0

dr r2
∫ 1

−1
d cos(θ)

∫ 2π

0

dϕ 〈2lm|rθϕ〉 〈rθϕ|E · R̂|100〉 ,

= e

∫ ∞
0

dr r2
∫ 1

−1
d cos(θ)

∫ 2π

0

dϕR2l(r)R10(r)[Y ml (θ, ϕ)]∗Y 0
0 (θ, ϕ)E · r.

=

√
1

4π

(
e

∫ ∞
0

dr r3R2l(r)R10(r)

)
×
(
−
√

2π

3
[Ex − iEy] 〈l,m|1, 1〉+

√
2π

3
[Ex + iEy] 〈l,m|1,−1〉+

√
4π

3
Ez 〈l,m|1, 0〉

)
,

= δl,1e

√
1

4π

a0√
6

28

34

(
−
√

2π

3
[Ex − iEy]δm,1 +

√
2π

3
[Ex + iEy]δm,−1 +

√
4π

3
Ezδm,0

)
.



Für Fermi’s Goldene Regel ergibt sich

Γ|100〉→|2lm〉 =
2π

~
δl,1e

2 a
2
0

2

216

310

(
1

2
[E2
x + E2

y ]δm,1 +
1

2
[E2
x + E2

y ]δm,−1 + E2
zδm,0

)
Die Auswahlregeln sind entsprechend: Die Übergänge zwischen Grundzustand und angereg-
tem Zustand können nur dann stattfinden, wenn der angeregte Zustand die Drehimpulsquan-
tenzahl l = 1 hat. Desweiteren finden wir, dass die z-Komponente des elektrischen Feldes
Übergänge m = 0 → m = 0 induziert. Die x- und y-Komponenten hingegen induzieren
Übergänge m = 0→ m = ±1.

3. Stern-Gerlach-Experiment mit Präzision (3 Punkte)

Nach dem ersten Stern-Gerlach-Apparat ist der Zustand der Teilchen entweder |↑〉 (für z.B.
den oberen Strahl) und |↓〉 (für den unteren Strahl). Während der Flugzeit von einem zum
anderen Apparaten entwickeln sich die Zustände zeitlich in dem in y-Richtung angelegten
Magnetfeld,

|↑〉 → |ψ↑(r)〉 =
eiωt/2

2
(|↑〉+ i |↓〉) +

e−iωt/2

2
(|↑〉 − i |↓〉) = cos(ω2 t) |↑〉 − sin(ω2 t) |↓〉

|↓〉 → |ψ↓(r)〉 = cos(ω2 t) |↓〉+ sin(ω2 t) |↑〉

mit ω = µBB/~. Der zweite Stern-Gerlach-Apparat spaltet die Zustände wieder auf in die
Zustände

|↑〉x =
1√
2

(|↑〉+ |↓〉)

|↓〉x =
1√
2

(|↑〉 − |↓〉)

Dementsprechend sind die bedingten Wahrscheinlichkeiten, diese nach der Flugzeit T zu
messen, gegeben durch

P (↑x, ↑) =

∣∣∣∣ 1√
2

(〈↑|+ 〈↓|)(cos(ω2 T ) |↑〉 − sin(ω2 T ) |↓〉)
∣∣∣∣2 =

1

2
(cos(ω2 T )− sin(ω2 T ))2 =

1

2
(1− sin(ωT ))

P (↓x, ↑) =
1

2
(1 + sin(ωT ))

P (↑x, ↓) =
1

2
(1 + sin(ωT ))

P (↓x, ↓) =
1

2
(1− sin(ωT ))

Die Intensitäten der Punkte auf dem Detektorschirm sind gerade proportional zu diesen
Wahrscheinlichkeiten.


