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1. Aufwärmübung (2 + 2 + 2 + 2 + 2 = 10 Punkte)

Die Teilaufgaben a) bis e) hängen nicht miteinander zusammen und sind einzeln lösbar.

(a) Berechnen Sie für die Vektoren a und b das Skalarprodukt a · b sowie das Kreuzprodukt a× b.
Welchen Winkel schließen die Vektoren ein?

a = (1, 2, 2)ᵀ, b = (0,−1, 1)ᵀ

(b) Berechnen Sie mittels partieller Integration und/oder Substitution

(1) I1 =

∫
x sin(x) dx, (2) I2 =

∫ √
1− x2 dx .

Hinweis: Substituieren Sie im zweiten Integral x = sinu.

(c) Bringen Sie die folgenden komplexen Zahlen auf die Form z = x+ iy.

(1) z1 = i2(i+ 1), (2) z2 = 2eiπ .

(d) Berechnen Sie Geschwindigkeit v(t) = ṙ(t) und Beschleunigung a(t) = v̇(t) für die zweidimen-
sionale Bahnkurve

r(t) = (ct cos(ωt), ct sin(ωt))ᵀ .

(e) Es sei f(x) eine Testfunktion und δ(x) die Deltafunktion. Berechnen Sie für x1 > x0∫ x1

x0

f(x− α)δ(x)dx .

2. Harmonischer Oszillator (3 + 2 + 2 + 2 + 1 = 10 Punkte)

Betrachten Sie den gedämpften harmonischen Oszillator mit a, b ≥ 0

ẍ(t) + aẋ(t) + bx(t) = f(t). (1)

(a) Leiten Sie die allgemeine Lösung xh(t) der homogenen Gleichung mittels eines Exponentialan-
satzes für a2 6= 4b her.

(b) Geben Sie die reelle Lösung der homogenen Gleichung für den unterdämpften Fall a2 < 4b in
Form von trigonometrischen Funktionen an.

(c) Geben Sie die partikuläre Lösung xp(t) für die treibende Kraft f(t) = c sin(ωt) an.

(d) Skizzieren Sie die Antwortfunktion |χ(ω)| für die zwei Fälle 0 < a2 < 2b und a = 0.

(e) Wie lautet die partikuläre Lösung, wenn zusätzlich eine zweite treibende Kraft der Form f2(t) =
c2 cos(ω2t) hinzukommt?
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3. Weiße Weihnachten (3 + 2 + 2 + 3 = 10 Punkte)

Der Weihnachtsmann wirft einen Schneeball in der xz-Ebene mit einer Geschwindigkeit |v(0)| = v0
unter einem Winkel α zur x-Achse. Der Abwurfpunkt sei r(0) = (0, 0, 0). Auf den Schneeball
wirkt die konstante Erdbeschleunigung a = r̈ = (0, 0,−g). Nehmen Sie an, dass der Schneeball
reibungsfrei fliegt.

(a) Berechnen Sie die Bahnkurve r(t) des Schneeballs.

(b) Zu welchem Zeitpunkt T und in welchem Abstand x(T ) trifft der Schneeball am Boden auf?

(c) Geben Sie das Integral L(t) für die zurückgelegte Wegstrecke des Schneeballs ab dem Zeitpunkt
t = 0 an und bringen Sie dieses mittels quadratischer Ergänzung und einer Substitution auf die
Form

L(t) = C ·
∫ q(t)

q(0)
dq′
√

1 + q′2. (2)

(d) Bringen Sie nun das Integral (2) durch eine weitere Substitution auf die Form

L(t) = C ·
∫ u(t)

u(0)
du′ cosh2 u′ =

C

2
·
[
sinhu′ coshu′ + u′

]u(t)
u(0)

. (3)

Berechnen Sie den zurückgelegten Weg L(T ) des Schneeballs bis zum Auftreffen auf dem Boden.

Hinweis: Nutzen Sie L(T ) = 2L(T/2), da die Bahnkurve symmetrisch ist und verwenden Sie
cosh(arsinhx) =

√
1 + x2.

4. Linearbeschleuniger (2 + 3 + 3 + 2 = 10 Punkte)

Die Masse eines relativistischen Elektrons hängt über die Relation

M(v) =
m0√
1− v2

c2

(4)

von der Geschwindigkeit v(t) = dx
dt des Elektrons ab. Hier ist m0 die konstante Ruhemasse und c

die Lichtgeschwindigkeit. In einem konstanten Kraftfeld F > 0 folgt der Impuls p(t) = M(v)v des
Elektrons der Bewegungsgleichung dp

dt = F . Durch Integration mit der Anfangsbedingung p(0) = 0
lässt sich diese auf die folgende Form bringen:

M(v)v = Ft (5)

(a) Lösen Sie Gleichung (5) nach v = dx
dt auf (nachdem Sie den Ausdruck für M(v) eingesetzt

haben). Welche der zwei Lösungen für v ist die physikalisch korrekte?

(b) Lösen Sie die Bewegungsgleichung für x(t) indem Sie auf Ihr Ergebnis aus a) das Verfahren der
Trennung der Variablen anwenden. Die Anfangsbedingung sei x(0) = x0.

Hinweis: Bei der Integration hilft eine Substitution der Form τ = (at)2 weiter.

(c) Bestimmen Sie das asymptotische Verhalten der Geschwindigkeit v(t) = dx
dt für sehr kleine

Zeiten t ≈ 0, indem Sie die Taylorentwicklung Ihres Ergebnisses aus a) bis (einschließlich) zur
linearen Ordnung in t berechnen. Welchen asymptotischen Wert nimmt die Geschwindigkeit für
sehr große Zeiten t→∞ an?

(d) Skizzieren Sie die Geschwindigkeit v(t) und den Ort x(t) für x0 = 0. Beachten Sie dabei die
asymptotischen Ergebnisse aus c).


