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Vorwort

Das vorliegende Skriptum zur Vorlesung "Moderne Theoretische Physik 111 (Statistische Physik)"
enthalt den geplanten Stoff dieser letzten der theoretischen Kursvorlesungen. Das Ziel dieser
Vorlesung soll sein, soviel wie mdglich von dem theoretischen Werkzeug zu vermitteln, dessen
Kenntnis man von ausgebildeten Physikern und Physikerinnen erwartet. Dabei denke ich als Bei-
spiel an Kolloquien im Bereich der Festkdrperphysik. Die Vortragenden sollen davon ausgehen
kdnnen, dass ihre Zuhorer eine gewisse Grundausbildung und Allgemeinwissen besitzen, so dass
sie mit den entsprechenden Schlagwortern die physikalischen Probleme und Lésungsmethoden
beschreiben konnen. Dies ist viel Stoff, zum Teil ist es auch eine subjektive Wahl. Dazu gehort
sicher ein Vielteilchen-Hamilton-Operator fiir Elektronen und Phononen (Kap. 6), die Boltz-
mann-Transport Theorie (Kap. 7) und eine Einfihrung in die Theorie der Phaseniibergénge (Kap.
9). Dazu gehoren aber auch Eigenschaften des Rauschens und eine master Gleichung fir die Be-
setzungsverhaltnisse von Atomen im thermischen Strahlungsfeld mit Ubergangsraten, die detail-
liertes Gleichgewicht erfullen (Kap. 3), sowie der Kubo-Formalismus fur die linearen Response-
Funktionen (Kap. 8). Daneben soll diese VVorlesung aber auch systematisch die Grundlagen dieser
Konzepte darstellen. Daher beginne ich mit einer Zusammenfassung der Thermodynamik (Kap.
1) und présentiere eine detaillierte Herleitung der Konzepte der statistischen Physik in Kap. 4 mit
den einfachen Anwendungen in Kap. 5.

Bei der Vorbereitung der VVorlesung habe ich eine Reihe von Bichern verwendet. Die wichtigsten
sind unten angegeben. Dieses Skriptum ist kein Ersatz fiir ein Literaturstudium. Daruber hinaus
wissen wir, dass wir ein echtes Verstandnis nur erreichen, wenn wir uns selbst aktiv mit dem
Stoff auseinandersetzen, zum Beispiel durch das Lésen von Ubungsaufgaben. Ich hoffe aber, dass
dieses Skriptum von Nutzen ist zur ersten Orientierung und als eine Zusammenfassung.

SchlieBlich will ich noch danken. Vor allem Albert Schmid, von dem ich die Statistische Physik
gelernt habe, und dessen Skriptum auch hier eingeflossen ist. Meinen Mitarbeitern und ehemali-
gen Ubungsgruppenleitern Christoph Bruder, Jared Cole, Jan von Delft, Matthias Eschrig, Jiirgen
Konig, Michael Marthaler, Andreas Poenicke, Herbert Schoeller, Frank Wilhelm und Ulrich Zi-
licke, die mit vielen Korrekturen und kritischen Bemerkungen zu diesem Skriptum beigetragen
haben. Und Evmarie Schwartz, die mit viel Sorgfalt meine ursprunglich handschriftlichen Noti-
zen in die erste druckbare Form umgesetzt hat.

Karlsruhe, Juli 2013 G.S.
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1  Thermodynamik (Zusammenfassung)

Ziel dieses Kapitels ist eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Konzepte der Thermody-
namik. Diese ist eine phanomenologisch aufgestellte, am Experiment orientierte, in sich ge-
schlossene Theorie. Als Grundlage genligen die Hauptsatze. Die Statistik, die wir in folgenden
Kapiteln behandeln werden, erlaubt es, diese Theorie von mikroskopischen Modellen herzuleiten.

1.0 Mathematische Vorbemerkung

Gegeben sei eine Funktion F(Xq,X5,...) der Variablen xq,X,,.... Das Differential von F ist
dF = Cl(Xl,X2, o) Xm + C2(X1,X2, o) dX2 + ...

Es ist vollstandig, wenn gilt

(aixl C2(X1’X2"")jx2,... = (5%2 01(X1'X2’---))X ’

Lreee

In dem Fall gilt dF:(g—Fj dx1+(a—Fj dx, + ...
X1 Xoyen X2 Xypeon

Konsequenzen:

Wenn dF ein vollstdndiges Differential ist, gelten die folgenden, dquivalenten Aussagen:
A

» Das Integral F(A)-F(B) = JdF ist unabhangig vom Weg. Nach Wahl einer festen
B

Referenz, z.B. B=0 mit F(0) = const, hangt das Integral nur vom Endpunkt A ab.

» Das Integral l&ngs eines geschlossenen Weges verschwindet, (ﬁdF =0.

Wir werden es im Folgenden haufig mit vollstdndigen Differentialen zu tun haben. Dafur wahlen
wir die Notation: dF. Andere, nicht vollstandige Differentiale bezeichnen wir mit 6F. Fir nicht-
infinitesimale Anderungen verwenden wir AF.

Die Ableitung eines vollstdndigen Differentials nach einer Variable, z.B. x;, wobei die anderen
Xy, ... festgehalten werden, cq(xq, Xo, ...) = (aF/axl)X2 _und die Variable x; werden als konju-

gierte Variablen (bzgl. F) bezeichnet.
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Wir betrachten drei Variablen, die eine Bedingung F(x,y,z) = 0 erfiillen. Dann hangt z von x und
y ab, z(Xx,y), und Funktionen dieser Variablen h&dngen nur von zwei der Variablen ab, z.B. w =
w(x,y). Es gilt

o @@ o 68,0

0 B0/ 0 6-0-80

z

1.1 Definitionen, Begriffe, Zustandsgleichungen

» Thermodynamische Systeme sind makroskopisch, d.h. sie haben sehr viele Freiheitsgrade.
(Die Teilchenzahl N ist z.B. von der Ordnung der Avogadro Zahl, N =~ A = 6,022-1023. Zur
Erinnerung: In einem Mol einer Substanz sind A Einzelteilchen, Atome, Molekiile, ... Ein
Mol von Kohlenstoff-12 (**C) wiegt 12 Gramm.)

» Ein thermodynamischer Zustand wird beschrieben durch wenige Zustandsgrolien.
Diese sind die Temperatur T, die Teilchenzahl N, die Entropie S, die innere Energie U,
bei Gasen: das VVolumen V und der Druck P,
bei magnetischen Systemen: die Magnetisierung M und das Magnetfeld H .
Daneben gibt es weitere “Zustandsfunktionen” oder “thermodynamische Potentiale” (s.u.).

» Zustandsgrofien sind extensiv, d.h. mengenartig (X =N, V, ...)
oder intensiv, d.h. Kontaktvariablen (Y =P, T, ...).

» Differentiale von ZustandsgroRen sind vollstandig. Z.B. fir U(S,V,N) gilt

du = (a—U) ds + (a—U) dv + (a—U) dN

oS VN oV SN ON SV

#&),)EEL),

D.h. die innere Energie U(S,V,N) hangt nur vom Zustand ab, nicht aber davon, auf welchem
Weg der Zustand erreicht wurde. Gleichbedeutend damit ist §du =0.

mit

» Es gibt auch GroRen in der Thermodynamik, die keine Zustandsgréfien sind, z.B. die Warme
0Q. Das bedeutet, dass in einem Kreisprozess i.a. ngQ;st. Dies ist eine wichtige Eigen-

schaft des Carnot'schen Kreisprozesses (s.u.).



» Auch die vom System geleistete Arbeit oW ist keine thermodynamische Zustandsgrofie.

Beispiele:

P.V
SW=PdV-H-dM -¢dQ ...

™7

elektrisches Potenzial Ladung

7

* Im thermodynamischen Gleichgewicht erfullen die Zustandsgroflen eine Zustands-
gleichung.

Beispiel: Wir betrachten ein System mit A T Flache = Menge der
fester Teilchenzahl N, aber Druck P, Vo- Gleichgewichtszustande

lumen V und Temperatur T sind variabel. // 7
Dann ilt eine  Zustandsgleichun

J - g" _g eversibler PrgzeR
F(P,V,T) = 0, die eine Hyperflache im
Phasenraum festlegt:

-

Vv
P

» Thermodynamische Prozesse kdnnen reversibel verlaufen, d.h. quasistatisch innerhalb der

Menge der Gleichgewichtszustande. Oder sie kdnnen irreversibel sein. Z.B. eine Relaxation
zum Gleichgewicht ist i.a. nicht als Kurve im Phasenraum darstellbar.

» Die Vorsilbe “iso-* bedeutet, dass die entsprechende GroRe konstant ist, z.B. isotherm be-
deutet T = const. “Adiabatisch* bedeutet 6Q =0, d.h. keine Warme wird zugefihrt.

Das ideale Gas
Genlgend verdiinnte Gase verhalten sich “ideal”. D.h. sie erfillen die
» thermische Zustandsgleichung (Ideale-Gas-Gleichung)

[PV =NKT| k = Boltzmann Konstante = 1,38 - 1016 erg/K
=nRT n=N/A, R=KkA =ideale Gaskonstante = 8,314 Joule/K

Die Zustandsgleichung definiert die “ideale-Gas-Temperatur” in Kelvin (K) gemessen vom abso-
luten Nullpunkt. In anderen Worten, ein ideales Gas kann als Thermometer dienen. Weiterhin
erfillen ideale Gase die

 kalorische Zustandsgleichung  [Cy/ = % NKk.
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Cy ist die Warmekapazitét bei konstantem Volumen. Je nach der Zahl der internen Freiheitsgrade

pro Molekdl ist f=3, 5, ...

Das van der Waals Gas (ein Modell fur ein reales Gas mit Wechselwirkungen) erfullt die Zu-
standsgleichung (mit Konstanten a und b)

2
(P+aV—N2)(V—Nb)=NkT.

1.2  Die Hauptsatze der Thermodynamik
Als Grundlage der Thermodynamik gentigen die Hauptsétze. Diese sind:

0. Hauptsatz: Konzept der Temperatur
Es gibt eine intensive Zustandsgrofie “Temperatur, so dass Systeme, die miteinander im Gleich-
gewicht sind, denselben Wert der Temperatur haben.

1. Hauptsatz: Energiesatz, Aquivalenz von Arbeit und Warme

Wir betrachten einen beliebigen thermodynamischen Prozess. Dabei werde die Wé&rme 6Q zuge-
fuhrt, vom System die Arbeit W geleistet oder die Teilchenzahl ge&ndert. Alle Prozesse &ndern
die innere Energie (denken Sie an die Aquivalenz von Warme und Arbeit: 1 cal = 4,19 Joule)

| dU=5Q-8W +pdN .|

Die innere Energie U ist eine ZustandsgroRe, aber Q und W nicht!

2. Hauptsatz: (die Definition der Entropie folgt spéater)

» Die Entropie eines abgeschlossenen Systems nimmt nie ab

Fur reversible Prozesse gilt dS = 0.
« Agquivalent dazu gilt: Warme flieBt spontan von der hoheren zu der niedrigeren Temperatur.

3. Hauptsatz: (auch nach Nernst benannt)

S(T=0)=0

» Genauer gilt: Die Entropie eines Systems nimmt bei T=0 einen universalen Wert an (unab-
hangig von anderen Variablen) S(T=0) = const. Die Konstante kann zu 0 gesetzt werden.

« Aquivalent dazu gilt: Der Entropieunterschied zwischen Zusténden, die durch reversible Pro-
zesse verbunden sind, verschwindet bei T=0.
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Eine Konsequenz des 3. Hauptsatzes ist, dass der 4
absolute Nullpunkt nicht in einer endlichen Zahl von S(T,A)
reversiblen Prozessen erreicht werden kann. Eine
maogliche Sequenz von adiabatischen und isothermen
Prozessen (charakterisiert durch eine extensive Vari-
able A) ist rechts illustriert.

v

1.3 Der Carnot'sche Kreisprozess

Wir betrachten ein System zwischen zwei Warmereservoiren mit den Temperaturen T, > T4. (Als

konkretes Beispiel betrachten wir ein Gas mit Druck P und VVolumen V.)

Reservoir T, A

Reservoir T \V
@ (b)

Carnot’scher Kreisprozess, a) symbolisch, b) im P-V-Diagramm fir ein ideales Gas.

Der folgende reversible Kreisprozess wird durchlaufen:
1. Das System ist in thermischem Kontakt mit dem Reservoir T,. Bei einem isothermen Prozess

(hier Expansion des Gases) fliel3t die Wéarme Q5 ins System hinein.

2. Das System wird thermisch isoliert. Wéhrend eines adiabatischen Prozesses (hier weitere Ex-
pansion) sinkt die Temperatur von T, nach T;.

3. Das System ist in thermischem Kontakt mit dem Reservoir T. Bei einem isothermen Prozess
(hier Kompression des Gases) flieRt die Warme Qq aus dem System heraus.

4. Das System wird thermisch isoliert. Wahrend eines adiabatischen Prozesses (hier weitere
Kompression) steigt die Temperatur von T, nach T».
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Entlang des Kreisprozesses gilt cJSdU =0. Der 1. Hauptsatz sagt dann aus, dass wahrend eines

Kreisprozesses die Arbeit
AW = $3Q =Q+Q1=1Qz-Qsl  (Firein Gasist AW = $PdV)

gewonnen wird. Es gilt die Konvention, den Warmetransport von der Maschine aus zu messen,
d.h. bei dem beschriebenen Kreisprozess ist Q, > 0 und Q4 < 0. Das Verhdltnis zwischen gewon-

nener Arbeit und hineingesteckter Warme definiert den Wirkungsgrad

AW [Qd
T70Ql ~771Qy -

Wenn der Prozess in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen wird, arbeitet die Maschine als War-
mepumpe.

Carnot'sches Theorem:

Bei vorgegebenen Temperaturen T, und T4 hat keine Maschine

einen hoheren Wirkungsgrad als die Carnot-Maschine.

Zum Beweis nehmen wir an, es gabe eine Maschine mit einem Wirkungsgrad n, der gréi3er ist als
der einer Carnot Maschine. Dann kénnen wir mit dieser eine Carnot Maschine als Warmepumpe

betreiben. Dies wirde bedeuten, dass ohne Zufuhr duf3erer Arbeit Warme von der tieferen Tem-
peratur T4 zur héheren T, flieRt. Dies steht aber im Widerspruch zum 2. Hauptsatz.

Eine Konsequenz des Theorems ist, dass der Wirkungsgrad der Carnot'schen Maschine eine uni-
versale Funktion der Temperaturen der Reservoire ist 1. = f(Ty, T5). Dies eroffnet die Mdglich-

keit, durch einen Carnot'schen Kreisprozess die Temperatur zu definieren. Die so definierte Skala
wird als Kelvin-Skala bezeichnet.

T 194

=1-n.= )
T, e~ |Q,|

Es ist eine Ubungsaufgabe zu zeigen, dass sie mit der idealen-Gas-Temperatur Skala iiberein-
stimmt.

. . _ . Q Q . -
Fir reversibel arbeitende Carnot-Maschinen gilt also T—2 + T_1 = 0. Dies kann fiir beliebige re-

versible Kreisprozesse verallgemeinert werden, fur die gilt



13

(ﬁS?Q: O fir reversible Kreisprozesse. A i
Dazu missen wir uns nur klar machen, dass jeder
reversible Kreisprozess als Summe von Carnot-
Prozessen, gekoppelt an verschiedene Reservoire
mit verschiedenen Temperaturen, aufgebaut wer-
den kann, wie in der Skizze rechts angedeutet.

>
\Y

Irreversible Maschine haben einen schlechteren Wirkungsgrad (z.B. einen héheren Wéarmever-
lust; d.h. die ans kalte Reservoir abgefiihrte Warme |Q| wird gréf3er). Dann gilt 1 —|Q4)/|Q2o| =1

<n¢=1-Ty/T,. Beieinemallgemeinen Kreisprozess gilt daher das Clausius'sche Theorem:

c_[)&_? <0 | fir irg\%/fsrisbiIbGIe Kreisprozesse

T o
Carnot Prozess im S-T-Diagramm. L 1))
T:—- _
3 Jf >
TI__
* 7 1Q
| 1 .
| 1 -
S S,

1.4  Die Entropie

Dies fiihrt uns zur Definition der Entropie. Flr reversible Prozesse definieren wir

Q- .

_9Q 5
ds == | -

oder S(A)-S(B) = ?

B
revers.

reversibel

Fur reversible Prozesse gilt Cﬁ?Q =0, d.h. Sf)dS = 0. Damit ist die Entropie eine Zustands-
A 3Q A 3Q
ST = T

B

grofRe. Dagegen gilt fur irreversible Prozesse

B

irrever. revers.
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Zum Beweis kénnen wir den irreversiblen Weg B — A und den

: N A 3Q B 5Q : :
reversiblen Weg A — B, fur den gilt f T =- f T irreversibel A
B A
revers. revers.
- - - : - %Q 0 ibel
zu einem irreversiblen Kreisprozess mit Cj‘) — =Y zusammen- reversie

irrever.

setzen. Im allgemeinen gilt also

0Q | .. irreversible
dSz? fur reversible Prozesse.

Fur abgeschlossene Systeme ist 6Q = 0, also gilt fiir alle Prozesse dS > 0, konsistent mit dem 2.
Hauptsatz. Im Gleichgewicht gilt dS = 0. D.h.

| Die Entropie S ist im Gleichgewicht maximal. |

Beispiele: Expansion eines idealen Gases.
Bei einem idealen Gas gilt fur die innere Energie (siehe Ubungen): U = U(T) = 5 NKkT

a) Zunachst betrachten wir eine
reversible, isotherme Expansion V; — V5.

Reservoir T

T=const =>dU=0=8Q-PdV
JAQ 1P Y2
V, 1
Die gesamte Entropie bleibt konstant ASgesamt = 0. V, \%
Also gilt ASgegeryoir =~ ASGas-

b) Als nachstes betrachten wir eine freie Expansion Reservoir T

V1 — V3 nach einem pl6tzlichen Entfernen einer
Trennwand (Joule'sches Experiment).

Hier gilt AQ =0 (plétzlicher Ubergang)

und AW =0 (keine Arbeit geleistet)

= AU=0 < T=const

Der Endzustand ist derselbe wie bei a). \A V,

Vo
Da S eine ZustandsgroRe ist, folgt  ASgas=NKkn V_1 :

Wegen AQ =0 gilt ASgeservoir = 0. D.h. die Gesamtentropie nimmt zu, ASgesamt > 0.
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c) Ein Beispiel fur eine nichtideale Maschine bildet der folgende nichtreversible Kreisprozess.

Zwischen a und b wird die Maschine an das Reser-

voir mit der Temperatur T, nicht perfekt angekop- T A
pelt —d.h. T <T, . Sie nimmt dabei die Wéarme
b _ _ |Q2|
Qo= [ TdS=(S,-S)) T, .wobei T,<T, T2+
a Tz T
auf. Zwischen b und a, wenn die Maschine nicht per- 3 b
fekt an das Reservoir mit der Temperatur Tq (also T Ty
> T,) gekoppelt ist, gibt sie Ty 1
a
Q1= f TdS=(S;-S) Tq.mit T{>T; Q, |
b | —
ab. Der Wirkungsgrad S s S
Q1+tQ; ! 2

= =1-T 4T, <1-T4T, =
n Q2 1 2 = 1712 nc

ist also kleiner als der einer Carnot-Maschine zwischen Reservoiren mit Temperaturen T4 und T».

1.5 Fundamentale Relation der Thermodynamik

Die innere Energie U ist extensiv und hangt nur von extensiven Variablen ab, d.h. U(S,V,N).
Weiterhin gilt dU ist (bei reversiblen Prozessen) ein vollstandiges Differential. Aus den Haupt-

5 . irreversible
sdtzen und 6Q <TdS flr reversiple  r0Zesse folgt

irreversible
reversible

|dU<TdS-PdV+pudN| fir Prozesse .

U, S, V und N sind alles extensive GroRen = U(AS,AV,AN) = AU(S,V,N). Diese Bedingung legt
die Integrationskonstanten fest. Daher gilt

U=TS -PV +puN Euler Gleichung
und flr reversible Prozesse
0=SdT-VdP+Ndu Gibbs-Duhem Relation .
Extremaleigenschaft: Im Gleichgewicht gilt dU = 0, aber im Allgemeinen gilt dU < 0. Daraus
folgt, dass bei festem S,V,N im Gleichgewicht U(S,V,N) minimal ist.
Die konjugierten Variablen beztglich U sind

S und T= @_ISJ) VvV undP=- @—3) , N und chemisches Potential n = @—E} :
VN S.N SAY
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Da dU ein vollstandiges Differential ist, folgen die Maxwell-Relationen

&, &), &, &, &5

oV SN oS VN : ON SV oS VN : ON SV oV SN

Was wir oben fir die innere Energie formuliert haben, gilt analog fir die Entropie S. Der Voll-
standigkeit halber sei es hier wiederholt:

Die Entropie S hangt nur von extensiven Variablen ab, d.h. S(U,V,N), und dS ist (bei reversib-
len Prozessen) ein vollstandiges Differential. Aus den Hauptsatzen folgt

irreversible
ds > idU +EdV—£dN fur ] Prozesse
T T T reversible

Extremaleigenschaft: Im Gleichgewicht gilt dS = 0, aber im allgemeinen dS > 0. Daraus folgt,
dass bei festem U,V,N im Gleichgewicht S(U,V,N) maximal ist.

Die konjugierten Variablen bezgl. S sind

1 (oS P oS n oS
U und —:(—) .,V und == (—) , N und :—(—)
T \0U VN T oV UN T ON SV

1.6 Weitere thermodynamische Potenziale

1. Innere Energie: Die innere Energie ist das relevante thermodynamische Potenzial fiir abge-
schlossene Systeme, wo Entropie, Volumen und Teilchenzahl fest sind. Im physikalischen Expe-
riment sind oft andere Variablen kontrolliert. Dann ist es angebracht, durch Legendre-
Transformationen andere thermodynamische Potenziale einzufiihren.

2. Helmholtz freie Energie: Wenn Temperatur, Volumen und Teilchenzahl kontrolliert sind, ist
es zweckmaRig, die Helmholtz freie Energie F(T,V,N) zu betrachten

FTVN)=U-TS =—-PV+uN

dF<-SdT-PdV+pdN.

Konjugierte Variablen beziglich F sind

OF oF
V,N TN TV
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Es gelten die Maxwell Relationen

&, &, §, &, &,
ov. T,N or V,N , ON TV oT VN , oN TV oV, T.N

F ist minimal flr ein System im Gleichgewicht mit festem T, V, N.

Weitere thermodynamische Potenziale mit analogen Maxwell-Relationen und Minimaleigen-
schaften sind

3. Enthalpie. Sie ist geeignet fiir Situationen, wo statt dem Volumen der Druck kontrolliert ist.

HSPN) = U+PV =TS+uN

dH<TdS+VdP+ pudN.

4. Gibbs freie Energie oder freie Enthalpie. Sie beschreibt typische Situation im Chemielabor,
wo Druck, Temperatur und Teilchenzahl kontrolliert sind.

G(TPN)=F+PV =H-TS =uN

dG<-SdT+VdP+ pdN.

5. GroRRkanonisches Potenzial. Dieses Potenzial beschreibt Situationen, wo nicht nur Wéarme
sondern auch Teilchen mit einem Reservoir ausgetauscht werden.

OTV,W)=F-uN =-PV

dQ<-SdT-PdV-Ndyu.

Konjugierte Variablen bzgl. Q2 sind

Q Q Q
TundS:—@—T) , VundP:—@—V) : uundN:—@—)
v Tu Worv
Die Maxwell Relationen sind
&) =& &), = (&) 5. (&)
ov)p ey o e mer)y o ey eV

Q ist minimal fiir ein System mit gegebenem T, V, p.
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1.7 Response-Funktionen (lineare Antwort)

Die Warmekapazitat verknupft die zugefiihrte Warmemenge 6Q mit der Temperaturanderung
dT. Zwei Relationen erscheinen moglich C dT = 8Q oder C dT =T dS. Eine sinnvolle Definition
ist aber nur maoglich fur reversible Prozesse. Also lautet die Definition

CX::T(§) , X =V oder P
T Jyn

Entweder kann das VVolumen (x = V) oder der Druck (x = P) festgehalten werden.

2
FirV =constgilt: S=- @—,ID = Cy=-T (a—';j
VN Ty N

2
Fir P = const gilt:  S=- @_CT}) = Cp=-T (%j
P.N TeN

Beachte: bei konstantem Volumen gilt auch Cy, = @—ITJ) , aber bei konstantem Druck gilt die

VN
S ou
analoge Relation nicht, d.h. Cp#|57) -
P,N
: e 1(oV
Die Kompressibilitat ist Ky=-y/ (8_P) , y=T oder S.
y,N

Der thermische Ausdehnungist o = l(@_\/) .
V\oT PN

Die verschiedenen Response-Funktionen hédngen zusammen. Unter Verwendung der Relationen
zwischen Ableitungen von Kap. 1.0 sowie einer Maxwell Relation finden wir (N ist fest):

=1 (58,7 7[&), + (), (&) o), (5,

2 2
ovV) (P _ ovy'_ 1 __ . of
dh. Cp-Cy =T (8Tj ; (GT) Pl (OT)P @vier; - Vi

Zum Beispiel gilt fur ein ideales Gas: o = 1/T, k7 =1/Pund Cp - Cy, = N k.

Eine weitere nutzliche Relation verknlpft die Abh&ngigkeit der Teilchenzahl vom chemischen

: - Lo (ON N2
Potential und die isotherme Kompressibilitat a = KT

TV
Bew.: Die Ableitung erfullt (8_N) = (6_N) (a—P) . Mit Hilfe der Maxwell Relation
ou oP O
TV TV TV
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OP ON . . . L . ON _ (oN _
(au) = (6\/) drticken wir den zweiten Term durch die mittlere Dichte (av) = (8\/) = n aus.
TV T,u T,P T,u
Lo (AN (P AV N _ (Vv
Den ersten Term schreiben wir mit (ap) (6V> (aN =-1 um als (6P) =-n (6;9
TV T,N T,P TV T,N
Mit der Definition der isothermen Kompressibilitét folgt @—ID =nvVv KT

1.8 Kontaktvariablen und Stabilitéat

1

Kontaktvariablen : Wir betrachten 2 Teilsysteme A 1
und B getrennt durch eine thermisch leitende, beweg- A : B

liche, durchléssige Wand. :

I

U=Up+Ug = const = dUp =-dUg
V=Vp +Vg = const

N=Np+Ng = const

S=Sp+Sp

ds (—GSAJ du (—asBj du (—GSAJ dv
= = + + + ...
ou AT loUu B lov A
AJ VN, B/ vg.Ng AJ U N,

1 1 Pa_Ps Ha kB
(TA_TB) dUA + (TA_TBJ dVA - (TA_TBJ dNA

Im Gleichgewicht ist S maximal, dS = 0. D.h., es muss gelten

Ta=Tg < Bei Warmeaustausch sind im Gleichgewicht die Temperaturen gleich.
Pa =Pg < Bei Volumenaustausch sind im Gleichgewicht die Driicke gleich.
ua = ug < Bei Teilchenaustausch sind im Gl. die chemischen Potentiale gleich.

Der Austausch einer extensiven GroRe zwischen zwei Teilsystemen fiihrt dazu, dass im Gleich-
gewicht die konjugierte (Kontakt-) Variable in beiden Teilsystemen angeglichen ist.

2. Ordnung: Bei Austausch von (nur) innerer Energie gilt in 2. Ordnung am Maximum

1 1 0T,

1 d%Ss. 2 2
d@s== L(dy,)" = ——(dU;
2 ;;B ouU? (dU)) 256 T2 U, (dU;)

2
Da im Gleichgewicht S maximal ist, muss d( ) S <0 gelten. Dies erfordert:
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Konsequenz: A
aZFj (53)
T(— =—T|7:] =-Cy <0
a1?) \, GIVAY

= die innere Energie F(T,V) ist eine konkave Funktion von T.

F

Analog folgt aus den Extremaleigenschaften von F(T,V), dass die Helmholtz freie Energie eine

konvexe Funktion von V ist. D.h. KT = %W >
T.N

e oV

P

>0

T | 1 .
Ahnlichqilt | — =\ (—) =-k1<0, dh. G(T,P) ist eine konkave Funktion von P.
Vv Vv TN

Beispiel (siehe Ubungen): Beim van der Waals Gas ist die freie Energie erst nach der Maxwell-

Konstruktion eine konkave Funktion.

1.9 Mischungsentropie und Gibbs'sches Paradox

Die Entropie eines idealen Gases ist

S(U,V,N) = N'sg+ NKIn [% (%) /2 ]

Zum Beweis zeigen wir, dass dieser Ausdruck mit (8S/0V) y N = P/T die thermische ideale-Gas

Gleichung PV = Nk T liefert, wahrend aus (0S/0U) v\ = 1/T die Relation U =

i N kT und

schlie3lich die kalorische ideale-Gas Gleichung folgt. Offensichtlich ist die Entropie eine exten-
sive GroRe und erfullt S(A\U,AV,AN) = AS(U,V,N). Bei einer Volumenénderung V— V' dndert

sich die Entropie alsoum AS=Nkn % :

Wir betrachten nun 2 verschiedene Gase N1, N,. Am An-
fang sind sie in getrennten Behaltern V1, V,. Nach Ent-
fernen der Trennwand ist V = V1 + V5. Die Entropie-

anderung ist die Mischungsentropie

V V
AS—leInV1+N2kInV2>0 X
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Wenn V4 und V, nun aber dasselbe Gas (also ununterscheidbare Teilchen) enthalten, darf sich
bei gleicher Ausgangstemperatur und -druck, d.h. T; = T, und P = P,, beim Entfernen der Wand
nichts dndern. In der Tat finden wir mit oben angegebener Formel, dass die Mischungsentropie
bei gleichen Teilchen verschwindet. Mit N = N; + Np, V =V + V,, U = Uy + U, und bei
gleichgewahltem Anfangsbedingungen V1/N; = Vo/N, = VIN, U1/N; = U5/N, = U/N gilt

AS:N30+NIn[% (%)ﬂz]—leo—Nlln[\N/—i E—i f/2]_N250_N2|n[\N/_§ E_z)flz]

=0.

Gibbs hatte auf dieses Paradox hingewiesen. In der klassischen Physik darf es keinen Unter-
schied machen, ob wir unterscheidbare oder ununterscheidbare Teilchen betrachten. Erst in der
Quantenmechanik lernen wir die Besonderheit ununterscheidbarer Teilchen kennen. Die N! Zu-
sténde, die sich durch Permutation von N ununterscheidbaren Teilchen ergeben, sind (abgesehen
von maoglichen Vorzeichenwechseln der Vielteilchenwellenfunktion) gleich. Dies ist in dem oben
angegebenen Ausdruck fur S berlcksichtigt.

(Bemerkung: In verschiedenen Textbiichern wird das Paradox aufbauend auf einem einfacheren
Ausdruck flr die Entropie angegeben, der aber nicht extensiv ist, diskutiert.)
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Grundbegriffe der Statistik

2.1 Elementare Begriffe

Im Folgenden betrachten wir eine oder mehrere stochastische Variablen X oder auch stochasti-
sche Funktionen. Eine stochastische Variable kann entweder diskrete Werte {Xq, Xo, ...} anneh-

men (z.B. die Zahl der Punkte bei 3 x Wrfeln) oder kontinuierliche Werte {x} (z.B. die Koordi-
nate eines Teilchens). Die statistischen Eigenschaften von X sind vollstdndig beschrieben durch

die Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Verteilungsfunktion p. Sie erfillt

fur diskrete Werte kontinuierliche Werte von X
* Positivitat pi=0 p(x) =0
¢ Norm 2 pi=1 jdx p(x)=1 .
i
Damit finden wir:
« Mittelwert <X>= D X pi = jdx X p(X)
i
¢ n-tes Moment XM= X" p; = Idx X" p(x)
i
« Standardabweichung o = [«<X%> - <X>2]Y2  und Varianz = o2

Die charakteristische Funktion ist ®(k) = <elkXs> = jdx elkX 5(x) . Die Umkehrung lautet

p(x) = Ig—ke‘ikx d(k) . Die charakteristische Funktion kann nach den Momenten entwickelt
T

o0 .
ik)" . . : :
werden, (k) = Y| %,L <X">  und so aus den Momenten die Verteilungsfunktion bestimmt
n=0
werden. Umgekehrt lassen sich aus der charakteristischen Funktion die Momente bestimmen
n
<XN> = 1 d7o(k)

" dk™ |,

Kumulanten-Entwicklung und Kumulanten-erzeugende Funktion

1
i"dk"  'k=0

L (k)" .
oK) =exp{ T - C00} =€5 mit Cy(x)=
n=1
Der Vergleich (nach Entwickeln) liefert die Relation zwischen Kumulanten und Momenten

C1(X) =<X> 5 Cy(X) = o C3(X) = X35 -3 <X> <X2> +2<X>3: L.
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Die Kumulanten-Entwicklung konvergiert i.a. schneller als die Entwicklung nach Momenten.
_ , 1 1(x=(x)*1 . _
Z.B. flir eine GauR-Verteilung p(x) = (Y\/Z‘C exp[— ET] gilt C,(X)=0 fiirn> 3.

Mehrere stochastische Variablen
Als Beispiel betrachten wir 2 kontinuierliche Variablen X mit moglichen Werten {x} und Y mit
den Werten {y}. Im Produktraum X x Y sind die méglichen Werte {(x,y)}. Es gilt

- Gemeinsame Verteilungsfunktion pxy (x,y) =0, normiert [dx [dy px.y (xy) =1
« Momente <XNyms = I dxj dy X"yM pyey (X,Y)

»  reduzierte Verteilungsfunktion px(x) = [dy px.y (X.y)

 Kovarianz: cov (X,Y) = <(X = <X>) (Y —<Y>)>
. XY
» Korrelation: cor (X,Y) EM—Z

OxOy
Unabhangige Variablen
Wenn X und Y unabhéangig sind, faktorisiert die gemeinsame Verteilungsfunktion,

Pxxy (XY) = px(X) py(Y) -

Stochastische Funktion
Als Beispiel betrachten wir eine stochastische zeitabhéngig Funktion der Zeit X(t). Hier interes-
siert die

« Autokorrelationsfunktion f(t,t) = <(X(t) — <X>) (X(t) = <X>)>

2.2 Die Binomial-, GauR3- und Poisson-Verteilung

Wir betrachten N verschiedene Objekte. Dann ist die Zahl der Permutationen N! (d.h. unter Be-

ricksichtigung der Anordnung). Wenn wir R Objekte aus N herausgreifen, ist die Zahl der Varia-
: : _— N! o N
tionen (mit Berticksichtigung der Anordnung) (N-R)! - Dagegen ist die Zahl der Kombinatio-

I
nen (d.h. ohne Beriicksichtigung der Anordnung) @) = ﬁ :

Wir betrachten ein System, wo jede Messung eines von zwei moéglichen Ergebnissen A oder B
liefert mit den Wahrscheinlichkeiten pund q=1-p.

Beispiele: Miinze: Ergebnis = Kopf (mit p :% ) oder Ergebnis = Zahl (mitq= %)
Spin im Magnetfeld: T (p) oder { (q)
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— Vi
v )
radioaktiver Zerfall: Zerfallswahrscheinlichkeit in Zeiteinheit At ist p « 1.

Teilchen in Teilvolumen V1 (p = V1/V) oder aulerhalb (q =

Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass N Messungen n mal das Ergebnis A und entsprechend N — n
mal das Ergebnis B liefern, ist gegeben durch die

Binomial-Verteilung
03T

NI P() 0,25 1
PN(N) = TNy P A 0.2 +
0,15 T
0,1 T
0,05 A

N

2 pnM=p+gN=1
n=0

N n
<n>=) npy(M=pN

on = (n?)=(n)" = JNpq

Fur groBe N gilt on/<n> oc 1/+/N . D.h. die relative Breite verschwindet fiir grof3e N.

Binomial-Verteilung fur N =10, p = 1/3

GauB-Verteilung

Fur groRe N, pN und gN reduziert sich die Binomial-Verteilung auf eine GauB-Verteilung um
den Mittelwert <n> = pN mit der Varianz o® = Npg, und n kann als kontinuierliche Variable be-
trachtet werden. Zum Beweis verwenden wir die Stirling-Formel, die sagt, dass fur grofle m gilt:

m\M
m! —> an(—) . Damit gilt
e

M — oo

p(n) =ﬁ exp[ M} mit J. dnp(n)=1

Poisson-Verteilung

Fur N — oo und gleichzeitig p— 0, so dass a = Np endlich bleibt, reduziert sich die Binomial-
Verteilung auf eine Poisson-Verteilung (z.B. radioaktiver Zerfall)
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ale™@ 0.3
p(n) = - p(n) 0,25
} 0,2
0,15
Z p(n) =1 o1
n=0 0,05
0
<n>=a
_ 2 2 _
6= <n >—<n> = () Poisson-Verteilung fir a = 2

GauR-Verteilung flr mehrere Variablen X1 ... X

Als nachstes betrachten wir mehrere stochastische Variablen Xx;, die charakterisiert sind durch

eine gemeinsame (normierte) GauB-Verteilung

Jdet(A) ——Z ,—a) A )}

N2 exp
(ZR)M/Z L Ij 1

Jdet(A i
= (2:::)(1\4/2) exXp __Z & Aué }
L I] 1

p(X1, . Xm) =

wobei &; = x; — aj, und A ist eine M-dimensionale, symmetrische, positiv definite Matrix. Dann

gilt fiir Mittelwert, Kovarianz und die héheren Momente
_ 1 I R e P | -1 ,-1
K> =8y, <G >=A; L <Gigi&kEm> = Aij Akm T Aik Ajm + Aim Ajk |, usw.

Zur Herleitung beweisen wir zunédchst die Relation

Jdet(A) [d“e exp{ —ETAE + bT§}=expEbTA4b} : )

(2 )M/2

Dazu ,,vervollstandigen wir das Quadrat” im Exponenten der linken Seite durch den der rechten
Seite

—%F,TAF,+bT§—%bTA_1b:—%yTAy mit y=¢ -Alb .

Weiter diagonalisieren wir die Matrix A durch eine orthogonale Transformation B=0"TAO . Mit

z=0"y erhalten wir —%yTAy = —%ZTB z . Damit reduziert sich das M-dimensionale Integral
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(unter Verwendung bekannter Eigenschaften wie detO =1; det A = detB) auf ein Produkt von M

ein-dimensionalen Gaul3’schen Integralen

'|'d g exp[——g AE+bTE— bTA Lp]= dey exp[— —yTAy] _dez exp[——zTBz]

(27’E)M/2 B (271:)M/2

\/H B, +det(A)

__[d“"z exp[——ZzI L Zi] =1f[.[dzi exp[— Biiz] =

Fur b=0 sehen wir, dass die angegebene Verteilungsfunktion korrekt normiert ist. Den Ausdruck
flr die Kovarianz erhalten wir dann, indem wir die Relation (*) nach b;j und bj ableiten und an-
schlieend b=0 setzen. Analog kénnen wir die Ausdriicke flr die hdheren Momente ableiten.

2.3 Random Walk und Diffusion

Wir betrachten den Weg eines Betrunkenen in einer Dimension (d=1). Die Wahrscheinlichkeit

fur einen Schritt der Weite a nach vorne oder zuriick istp = q = % . Nach N Schritten, n nach

vorne und N-n zuriick, ist der Abstand vom Anfangspunkt (in Einheiten von a) gleich m =n -
(N-n) =2n-N.

0a X=ma

Die Wahrscheinlichkeit, nach N Schritten bei m zu sein, ist gegeben durch die Binomial-
Verteilung

N! 1 2 m?
o= (Y- - ( i, @ 5 R

D. h. der Mittelwert ist <m> = 0 und die Varianz <m?> = N. Beachte, dass fiir gerade (ungerade)

N auch m gerade (ungerade) ist, und die Verteilung bei anderen Werten verschwindet. Fir einen
Ubergang zu einer Kontinuumsbeschreibung definieren wir x = m a und ppn(X) = py(m)/2a.

(Der Faktor 1/2 ist n6tig, weil wir in der Kontinuumsbeschreibung nicht mehr zwischen geraden
und ungeraden m unterscheiden.) Wir fuhren eine Zeit proportional zur Zahl der Schritte t = N At
ein und definieren eine Diffusionskonstante D = a2/(2At). Dann gilt

1 X2
— 20 _ - 20 =
= p(x,t) = D exp (— 4Dtj ;. mit Idx p(x)=1, <x>=0, <x>=2Dt
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D.h. p(x,t) erfullt eine Diffusionsgleichung% p(x,t) =D % p(x,t). Diese lasst sich auf 3 Di-

mensionen auch unter Beriicksichtigung von Rand- und Anfangsbedingungen verallgemeinern

0
5 P(rt) =DV2p(ryY) .

2.4 Zentraler Grenzwertsatz

Es werden N Messungen derselben stochastischen Variablen durchgefiihrt (d.h. das Experiment
wird N-mal durchgefiihrt). Die einzelne Messung ist charakterisiert durch eine beliebige Vertei-

lungsfunktion px(x) mit Mittelwert <x> und Breite <x2>—<x>2 = oy. Wir bezeichnen den Wert
der stochastische Variable bei der i-ten Messung mit x; und den durch die Summe aller N Mes-
1 N
sungen gebildeten Mittelwert mit y =N > X
i=1
Satz: Der so gebildete Mittelwert von N Messungen erfullt (y)=(x). Die Abweichungen sind

beschrieben durch eine GauB-Verteilung mit Breite oy =cx /N, die also mit zunehmendem N

abnimmt,

1 JN N
py(y) = E—GXP[— —z(y—<x>)2]

Ox 20%

Beweis: Die Verteilungsfunktion fiir den Mittelwert y ist py(y) = Idxl... Ide s(y - %Z Xj)
i

PXx. xX(X1, ..., XN). Da die Messungen unabhéngig sind, faktorisiert die gemeinsame Verteilung und es

gilt py(y) = Idxl... .[de S(y - %Z Xi) px(x1)... px(XN)- Die charakteristische Funktion der Ein-
i

zelmessungen ist @y (k) = jdx elKX 5y (x), die der Summe ist @, (k) = Idy elKY py(y), also
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oy (k)= [dyekY [dx, ... [dx, a(y—%Z Xi) pX(X1)--- PX(XN)
|

T [ o, explins xil pxci

oik(x) HJ-dXi exp[i %(Xi —(x)1px(xi) = oK(X) [qu (%H

Fur groie N kann = @, (ﬁj: Idx exp[ i%(x —(x))1 px(x) in Potenzen von %(x —(x)) entwi-

ckelt werden (unabhangig von der detaillierten Form von px(x))

~ (k 1 k2 1 k2
D, (—j: 1-5-5 <(x=(X))%>+... = L-3.2 % *

N 2 \2 2
. 2 N 2
= lim @y 0=e® lim |[1-2X 62 | =exp-1X 52 + ik (x)]
N — oo Noow| 2N2 2N
dk o 1k* 1 JN N )
= = |7~ exp[-iky +ik{X) ——— = — exp[- —=(y —(X .e.d.
PY(Y) fzn- pl-ik y +ik(X) SN o P52 (Y (x)*1  «q

B

1 E
Maox 1 o e n=49
Die Serie von Abbildungen ver-
deutlicht, wie Mitteln tber wie- : 2
derholte Messungen das Rau- 9 3
schen unterdrlckt. Dabei ist N % 5
die Anzahl der Messungen. Das ]
Rauschen nimmt wie 1/~/N ab. o o

Response hme

(In dem Beispiel wird eine Dio- Mor - 8 "
de immer wieder im selben An- ‘
fangszustand  prépariert und
dann der elektrische Strom als
Funktion der Zeit gemessen.)

Haemalized response
e

Normalized response
Lot a0

Fesponse hme Fesponse hme
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2.5 Rauschspektrum

Im Folgenden untersuchen wir stochastische Prozesse, z.B. eine GroRe X(t) = <X> + dX(t), die
durch einen Mittelwert und zeitabhéngig Fluktuationen charakterisiert ist. Ein Beispiel ist der
Strom in einem elektrischen Stromkreis. Bei geniigender Auflésung im Experiment stellt man
fest, dass es Abweichungen des Stromes vom Mittelwert gibt. Die Fluktuationen erfillen stets
<dX(t)> = 0. Wichtige GroRen zur Charakterisierung der Fluktuationen sind deren Verteilungs-
funktion (z.B. eine GauR’sche Verteilung) und die Autokorrelationsfunktion <dX(t) 6X(t")>. Die-
se hangt mit der spektralen Dichte (power spectrum) zusammen, die wir nun definieren:

Wir betrachten die Fourier-Transformierte 6X(w) = I dte @t §X(t) und

—00

<3X(0) 8X(0')> = j dt j dt' eI (5X (15X (t')).

Bei stationdren Prozessen hangt <8X(t)6X(t')> nur von t =t — t' ab, und wir konnen tber t=
(t+t")/2integrieren,

(3X(0)0X (0')) = T dTe i(@ro)t T dr e_i¥T (8X(1)8X(0)) = 7 8(w+w’) S(w)

Auf der rechten Seite fihren wir die spektrale Dichte S(w) ein. Sie ist (bis auf einen historisch
bedingten Faktor 2) die Fourier-Transformierte der Korrelationsfunktion

S(w) =2 T dt exp(-iot) (3X()3X(0))

Die Starke und das Frequenzspektrum des Rauschens werden durch eine solche spektrale Dichte
charakterisiert. Der Zusammenhang zwischen der spektralen Dichte (die auch in anderer Weise
eingefiihrt werden kann) und der Korrelationsfunktion ist auch unter dem Namen Wiener-
Khintchine (oder Wiener-Chintschin) ,,Theorem* bekannt. (Der hier nicht logische erscheinen-
de Faktor 2 riihrt von diesem Zugang.)

Beispiele sind

* thermisches, weifRes Rauschen:

Im klassischen Grenzfall (hohe Temperatur, ...) haben die Fluktuationen des Stromes I(t) =
<I> + 0l(t) durch einen Widerstand R die folgenden Eigenschaften (Nyquist Rauschen)

(81(t)) =0
(8I(1)3I(t")) = Z%T 5(t-t) = Si(e) = 4%
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Die Korrelationsfunktion ist 5-korreliert, d.h. es gibt keine Korrelationen zwischen den Wer-
ten des Rauschstroms zu verschiedenen Zeiten. Im Fourier-Spektrum bedeutet dies, dass die
spektrale Dichte frequenzunabhéngig ist, d.h. das Rauschen ist ,,weil*. Meist kann angenom-
men werden, dass die Fluktuationen, die herriihren von sehr vielen einzelnen Prozessen, kon-
sistent mit dem Zentralen Grenzwertsatz Gaul'sch verteilt sind. Die Stérke des Rauschens ist
proportional zur Starke der Dissipation 1/R. Dies wird in folgenden Kapiteln begriindet.

Quantenrauschen eines Widerstands R (Johnson-Nyquist Rauschen)
Allgemeiner gilt fir das Stromrauschen eines Widerstands

S(o) = 2h—(D cothh—m
R 2KT
Diese Form kann in quantenmechanischen Modellen hergeleitet werden. Wir bemerken, dass

sie sich fir 7w < kT auf das klassische, weilRe Rauschen reduziert. Unterschiede gibt es bei
tiefen Temperaturen bzw. hohen Frequenzen. Fir 7w > kT findet man Sj(w) = 2h|m| /R . Da-

zu ein Zahlenbeispiel: mit 7= 1,0546 10" erg sec und k = 1,38 - 1016 erg/K entspricht eine
Temperatur von T = 1K einer Kreisfrequenz @ = 1,308 1011 sec™® bzw. einer Frequenz f =
®/2n = 21 GHz.

Schrotrauschen ist assoziiert mit diskreten stochastischen Prozessen z.B. Elektronentunneln.
Dafiir gilt (siehe Ubungen)

ev.

: _ L&V eV
KT o(t-t) = Si(w) = 2 R coth —— > 2el

N = &V
<61(t)61(t)> - R coth 2KT eV > kT

Auch hierzu ein Zahlenbeispiel: mit e = 1,602 10 C und k = 1,38 - 10723 Joule/K entspricht
eine Temperatur von T = 1K einer Energie eV = 1 104 [eV] ([eV] ist hier die Energieeinheit
Elektronvolt) und entsprechenden Werten der Spannung.

1/f - Rauschen
Hier ist die Frequenzabhangigkeit des Rauschspektrums

S() « Lo

1/f - Rauschen wird in vielen Systemen bei niederen Frequenzen (o = 2rf) beobachtet, wo es
starker wird als das weiRe thermische Rauschen. In manchen physikalischen Systemen findet
man dafiir physikalische Erklarungen. Uberraschend findet man 1/f - Rauschen aber auch in
ganz anderen Féllen, z.B. bei der Analyse der Schwankungen des Wasserstandes des Nils im
Altertum, bei klassischer Musik, beim Vogelgesang und so weiter. Eine universelle Erklarung
dafiir wurde noch nicht gefunden.
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3. Stochastische Prozesse
3.1 Elementare Begriffe und Eigenschaften

Definition: Wir betrachten eine stochastische, zeitabhangige kontinuierliche [oder diskrete] Va-
riable X(t) mit Werten {x} [bzw. {X1, X5, ...}] und definieren

* eine Wahrscheinlichkeitsdichte [bzw. Wahrscheinlichkeit]

p(xp,t1) = p1 (X,t1) = < 3(X(ty) — x1) > [< Sx(t)x,>]
p1 (Xq,t7) dxq ist die Wahrscheinlichkeit, dass X(t) zur
Zeit t; Werte im Intervall Xq < X(t7) <xp+ dxq annimmt.

¢ gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte

p2 (X1.t1; X2.tp) = < B(X(ty) — x1) 3(X(tp) — %2) > [<8x(t,)x, IX(ty) %, >]

Pn (Xl’tl; . Xn'tn) =< 8(x(tl) - Xl) 8(X(tn) - Xn) > [<8X('[1),x1 8X(tn),xn >]

* bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

_ pa(X.ty; Xo.p)

X1t1[Xoto) = < 8(X(tp) — Xp) > =
P11 (Xaty[Xatp) (X(t2) = x2) |X(t1)=X1 p1(Xyty)

Pin (XLt X123 word Xt | Xt -3 Xierniticen)

= < 8(X(tr1) = Xier1) -+ S(X(ticen) = Xiean) > | X(t1)=Xq, X(to)=x X(t)=x
V=X A)=X, -y A=K

_ Pk+n (X1,t15 o) Xiernitin)
0k (Xt Xpoty)

* Analog gilt fiir mehrere stochastische Variablen X1, X(2), .

p1 (x1), 1@, oxy ™, 1) = <3(XWD(ty) - x; D) ... (XM(ty) — %, ™M) >

Eigenschaften

Positivitat Pn (X1tgs wos Xpotn) =0
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Norm Idx1 p1 (Xt =1

Reduktion jdxn on (X1,t15 oo Xnotn) = Pneg (X,tg; s Xpe1,tn—1)
Also gilt [dx, py (xtalxaty) =1

und [dx; p1 (xa.ty) papp (Xastalxat) = p1 (Xaito)

Bei gleichen Zeiten  py)q (X1,tafXo,t1) = 8 (X1— %)

Zeitabhdngige Momente beschreiben Korrelationen zu verschiedenen Zeiten

<X(t) ... X(ty)> = jdxl ...J-dxn X1 - Xp Pn Xt o Xpotp) -

Stationare Prozesse

Fur stationare Prozesse gilt:  py, (X1,t1; - Xptn) = pp (XLt 15 o) Xt 1)

= p1(Xpty) =p1 (X9)
P2 (X1,11; X,t9) = p2 (X1,11-tp; X2, 0) .

Klassifizierung von Prozessen: t; <th<..<t,

a) rein zufalliger Prozess  (Beispiel: weilRes Rauschen, kein Gedachtnis)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir einen Wert x,, zur Zeit t,, hangt nicht von den Werten zu

friheren Zeiten ab
o1t (X1t15 - Xne,tnca Xnitn) = P12 (nstn)

< pp Xyt Xputn) = p1 (X1,tp) p1 (Xout) oo p1 Xputp)

b) Markov-Prozess (kurzes Gedéchtnis: ein Schritt lang)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit flr x,, zur Zeit t, h&ngt nur von x,,_; zur Zeit t,_; ab, aber nicht

von friheren Werten
P11 (X1,t15 - XpoptnoalXnitn) = p1p (Knoptn-alXnitn) -

In diesem Fall hangt pyjp (X1,t[Xo,tp) mit der Ubergangswahrscheinlichkeit zusammen (s.u.)
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Einerseits gilt nun

p3 (X.t1s Xoutps X3,t3) = palXy,tys Xp.tp) pot (X1,t1iXo,tolX3,ts)
= p1 (Xp.ty) pap (Xa.talX2,t2) pajr (Xo,tolX3,t3)
[dx, ... = po (xa.tys Xa.ts) = p1 (xa.ta) [, pag (X tala.to) papg (XartalXaits) -
Andererseits gilt  py (xq,t1; X3,t3) = p1 (X1,t1) P (Xq,talX3.t3) -
Der Vergleich liefert die Chapman-Kolmogorov-Gleichung
p1p1 (Xq.talxa.ts) = _[dxz P11 (X1.t1xa.t2) p1p (X2 talxa ts) -

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang zwischen x; zur Zeit t; und x5 zur Zeit t3
kann zerlegt werden in einen Ubergang zwischen x; und allen méglichen x,, gefolgt von einem
Ubergang zwischen X, und Xs.

c) allgemeine Prozesse (langeres Gedachtnis)

Hier kdnnen wir nichts weiter sagen, ohne den Prozess weiter zu spezifizieren.

3.2 Die master-Gleichung

Markov-Prozesse (kurzes Gedachtnis) sind durch py(x,t) = p(x,t) und py(X,t | X',t') charakteri-
siert. Wir betrachten daher

Q p(x t) — lim p(x,t + At) B p(X,t)
o At—0 At

. 1
= [dx, poxt) lim = [y (gt t+AY = pypy (x.t]x.0)]
At — 0 At

Die zweite Zeile haben wir mit p(x,t+At) = J.dx1 p(Xy,t) pypp (gt | X,t+At) umgeschrieben. Als
nachstes entwickeln wir pyj1(xy,t [ x,t+At) in At. Diese Entwicklung muss aber sicherstellen, dass

die Norm erhalten bleibt, Idx P11 (Xt Xt + 1) =1. Dies ist garantiert, wenn wir schreiben

pryt (Xet] Xt + A = 8(xq —x) [1- At [dx, Wi (x1, %) | + At W (x4, ).

Der so eingefiihrte Entwicklungskoeffizient W; (x4, X,) hat die Bedeutung einer Ubergangsrate
(Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit) von x4 nach x». Einsetzen liefert
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%p(x,t) = [dx, p(xp.t) [Witxg, X) = [dx, Wilxq, xp) 8(x¢ —x)]

Damit wird

%p(x,t): [ [p0e,) Wi ) = plx,) Wyx,x)] -

Die Gleichung, die die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeit aufgrund der Ubergange be-
schreibt, wird als master Gleichung bezeichnet. Die oben gegebene Form bezieht sich auf konti-
nuierlich variierende, stochastische Variablen. Fur diskrete Variablen gilt analog

o060 = 2 [p6:0 Witk %) - plxd) Witki )]
J

1. Beispiel: Hipfen auf einem Gitter

Wir betrachten ein Teilchen, das in einem 1-dim. Gitter (Gitterplatze j= 0, 1, £2,...) mit den
Raten I'y bzw. I'y nach links bzw. rechts hiipfen kann, d.h. Wi(j, J°) = T’y §j j-1 + I't §j j+1. Anfangs

sei das Teilchen am Ursprung, p(j,0) = j,0. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit p(j,t), es zur Zeit t
am Ort j zu finden, sowie die verschiedenen Momente. Die zugehdrige master-Gleichung lautet

%p(j,t) =T p(i=18) + T p(+1.8) - (T + 1) pGit) -

Zur Losung der Gleichung hilft es, die charakteristische Funktion ®d(k,t) = sz(j,t)e”‘j Zu be-
stimmen. Fur sie gilt %CD(k,t) = [Ty (e“‘— 1) + T (e_”‘—l)] d(k,t) mit der Anfangsbedingung

®(k,0) = 1. Die Losung lautet d(kt) = exp{[T; (e'*- 1) + Ty (e7'¥~1)] t}. Durch Ableiten erhal-
ten wir
. 1 d"

G">= Fo k| also zB. <i9>=(-T)t und <> —<jpP = (M + Tt

Tc - -
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist p(jt) = jg—ke"kl d(k,t). (Die Beschrankung des k-
T

-
Integrationsbereichs ergibt sich, weil wir eine Fourier-Reihe betrachten.) Zur einfacheren Aus-
wertung betrachten wir den Sonderfall 'y = I'; = I'. Dann gilt d(k,t) = exp[2 T" t (cos k -1)].

Fur lange Zeiten, I't > 1, konnen wir entwickeln ®(k,t) = exp(-I"t k2) und erhalten fur p(j,t)
eine Gaul3-Verteilung
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0 2
: dk rike-ikj— _ 1 J
H=[Ze j= = _exp| -
PUY L 2n Jarre P T art
Fur kurze Zeiten, I' t <« 1, gilt dagegen das plausible Ergebnis

U .-
pit) = j% [1+ 2Tt (cosk-1)] ekl = (1-2T 1)3j 0+ Tt 8jq1 + 't -1

-t

2. Beispiel: Geburt und Tod

Wir betrachten eine Population von n Bakterien zur Zeit t mit Sterberate (pro Bakterium) p und
Geburtsrate A. Dann entwickelt sich die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t gerade n Bakterien zu fin-
den, entsprechend

%p(n,t) =Mn=1) p(n-1,5) + p(n+1) p(n+1,t) — (An + pun) p(n,f) .

Die Losung (wieder uber die charakteristische Funktion) findet man in dem Buch von Reichl
(Kap. 6.F):  <n(t)> = n(t=0)-e-t,

3. Beispiel: Atome im klassischen Strahlungsfeld

Wir betrachten ein Ensemble wechselwirkungsfreier Atome Hg|n> = E|n>, mit Eigenzustanden
[n> und Energieniveaus E,,. Wir bezeichnen mit p(n,t) die Wahrscheinlichkeit, ein Atom zur Zeit

im Zustand |n> zu finden. Wir betrachten zunachst Ubergéange, die durch ein extern angelegtes,
klassisches Feld induziert werden (eine oder viele Frequenzen)

=  H=Hg+H;, H; =2V, cos(wt) oder Hy =2 jdw V(o) cos(wmt) .

Die Stérung Hy fuhrt zu Ubergéngen zwischen den Zustanden n und n'. Aus der Goldenen Regel

(zeitabh&ngige Storungstheorie) folgt die Emissions- bzw. Absorptionsrate

Wi o = % [<] V() In>[2 8(En — En £ 100)

Damit lautet die Mastergleichung fiir die Wahrscheinlichkeit, ein Atom im Zustand n zu finden,

& p00=3 [o01) Wiiisn - p(n) Wie]
:
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3.3 Detailliertes Gleichgewicht

Im Gleichgewicht gilt % p®A(n,t) = 0, was erfullt ist, wenn Wp_p, p®4(n") = Wy p®4(n). Fiir

Systeme, die durch eine Energie charakterisiert sind, gilt weiterhin p®d(n) oc exp[-E(n)/KT] (s.
spiter). Daraus folgt die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts: das Verhaltnis der Uber-
gangsraten ist durch den Energieunterschied zwischen Anfangs- und Endzustand festgelegt

Wy _ exp[_ E(n)k—TE(n')} |

n—n'

Atom und Strahlungsfeld im thermischen Gleichgewicht

Fur ein Atom im angelegten klassischen Feld (siehe voriges Kapitel), also nicht im Gleichge-
wicht, gilt die Relation des detaillierten Gleichgewichts nicht. Sie muss aber gelten, wenn Atom
und Strahlungsfeld im thermischen Gleichgewicht sind. Dies kdnnen wir explizit zeigen. Dazu
miissen wir aber den Quantencharakter des Strahlungsfeldes und die Ubergange darin explizit
beruicksichtigen. Der ungestdrte Hamilton-Operator ist daher

Ho = Hatom + Hem  Mit  HagomIn>=Egln> und Heyy = D 7o (a) a, + %).
(0]

Der Hamilton-Operator des Strahlungsfelds, Hepy, Wird ausgedruckt durch Erzeuger und Vernich-
ter, a; und a, der o-Moden (Photonen) des elektromagnetischen Felds. Die Eigenzustande sind
charakterisiert durch die Besetzungszahlen N, =0,1,2 ... der verschiedenen o-Moden. Die Ei-
genzustande von Hy sind daher charakterisiert durch die Quantenzahl des Atoms n und die Beset-
zungszahlen [n,{N,}>. Fur die Kopplung von Atom und Strahlungsfeld genligt es hier anzuneh-

men, dass

o ¢

Hi=) Baj +B"a
(O]

Die Operatoren B, B* beschreiben die Kopplung des Feldes an das Atom und erzeugen Ubergén-
ge zwischen den Atomzustdnden — mehr brauchen wir im Moment nicht zu wissen. Wichtig ist,
dass die Ubergange gleichzeitig im Atom und im Strahlungsfeld stattfinden. D.h. Anfangs- und
Endzustande sind [i> = |n;, {N};> und |f> = |ng, {N}¢> . Die Matrixelemente in der Goldenen

Regel sind nun

_ (n.|BIn.Y{(N,|a’|N.) fiir Emission eines Photons
<fHqli> = B (NgleolN;
<nf|B+|ni><Nf|am|Ni> fiir Absorption
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Wegen der Energieerhaltung brauchen wir nur die Besetzungszahlen N, des elektromagnetischen
Feldes bei der relevanten Frequenz mit + 2o = En, — Ep, betrachten (und schreiben daher den
Index o nicht mehr aus). In die Ubergangsraten fiir die Emission bzw. Absorption gehen also die
verschiedenen Ausdriicke |<Nf lag, |Ni>|2 bzw. |<Nf|aw |Ni>|2 ein. Dagegen sind die Betrége der

. + . .
Matrixelemente der Atomoperatoren B, B sind gleich.

Wenn wir uns nur fur die Zustande des Atoms interessieren, konnen wir nun die Information Uber

das Strahlungsfeld eliminieren. Dies geschieht in zwei Schritten: 1.) Wir summieren (ber alle
moglichen Endzustdnde N¢ des Strahlungsfeldes (wovon ohnehin nur der passende mit einem

Photon mehr oder weniger beitrégt) und erhalten
Z|<Nf|a; |Ni>|2 = Z<Ni|am |Nf><Nf|aj0 IN) = (Ni|awa:;|Ni> =1+N; fur Emission
Nf Nf

2_ + _ + _ . .
%:|<Nf|aw INDI = %(N”aw INE XN (2, [N ) =(Nilaga, N = N, fur Absorption.

D.h. die Absorptionsrate ist proportional zu Nj, die Emissionsrate proportional zu 1+ N;. Letztere
erfolgt aufgrund der spontanen (oc 1) oder stimulierten Emission (oc N;).

2.) Wenn wir das System im thermischen Gleichgewicht betrachten, ersetzen wir N; durch den
thermischen Erwartungswert N; — N(w), d.h. durch die Bose-Funktion (siehe spater)

N(w) = [exp(h o/kT) - 1]

Im thermischen Gleichgewicht erfiillt das Verhaltnis der so berechneten Ubergangsraten also
Wi _n/Wh sy = N(o)/[1 + N(w)]. Nach Einsetzen der Bose-Funktion finden wir, dass detail-

liertes Gleichgewicht gilt

Wh_n/Wh_n = exp(-7 o/KT) , mit 7o =E,-E,.

Im Gegensatz dazu sind bei einem klassischen Feld die Absorptions- und Emissionsraten gleich
Wh_n = Wp_s. Dies hat zur Folge, dass mehr und mehr Energie in das System der Atome ge-

pumpt wird. Es gibt also keinen stationdren Zustand. Um dies zu zeigen, kénnen wir den einfa-
chen Sonderfall W,,_,, = const annehmen. Dann ist der betrachtete Prozess dquivalent zum
"Hipfen auf dem Gitter" allerdings mit der Nebenbedingung n > 0. Es ist leicht zu zeigen, dass in
diesem Fall die mittlere Energie < E(t) > = Zn E,, p(n,t) mit der Zeit standig zunimmt. Dies kann

in getriebenen Systemen (fur nicht zu lange Zeiten) physikalisch korrekt sein z.B. beim Pumpen
mit einem Laser. Das klassische Feld ist dem oben beschriebenen Fall als Grenzfall enthalten,
wenn wir annehmen, dass das Bose-System eine unendlich hohe Temperatur T— o0 hat.
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3.4 Die Fokker-Planck-Gleichung

Wir betrachten nun eine kontinuierliche stochastische Variable X, die sich nur in kleinen Schrit-

ten andert. Dies erlaubt es, eine Differentialgleichung in x zu formulieren. Die Ubergangsrate
W;(x',x) und Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x',t) werden nach x'-x entwickelt. Wir scheiben um

WX X) = Wy(X3E) , &= x=x’
S P W) = OB Wy (x5 D)
Einsetzten in die master-Gleichung liefert
£ P0c) = e pix-E.) Wy (- &) - [d& plxt) W (6 -8)

Im 2. Term kdnnen wir wegen jd& Wi (x;-€) = jd& W; (x;&) ein Vorzeichen andern. Danach

entwickeln wir die Differenz der beiden Terme in & mit dem Ergebnis

0 _ 0 _ 1 , 02 _

a0 PO = = g E50 [P0 Wi ()] + ~fdg &2 75 [p() Wy (06&)] +
Wir vernachléssigen hohere Terme und definieren die Momente der Ubergangsrate

aM(x,t) = Id& ENW; (€)= lim 3 jd& &N pypp (Gt | x+E,t+ At)
At — 0 At

= lim <X+ Ay - X@]" >
At — 0 At

X(t) =x

Dann erhalten wir die Fokker-Planck-Gleichung (oder auch Smoluchowskii-Gleichung).
0 0 1 2

= 5 pxH=-7 [aM(x.t) p(x.1)] t9 o2 [a@(x,0)px,1)] .

Wir konnen sie verallgemeinern auf mehr Dimensionen und mehr Komponenten (Xq, X3, ... X),

z.B. 3-dimensionale Probleme (x, y, z) oder Ort und Geschwindigkeit (X, v)

2
S o030 =Y = [o4® () p30] +3 T [0 (D) p(030]
i ij )

Die Momente bezeichnet man als Driftvektor,

(1) - im Lex _x.
oM ({x31) At“r_n)()At<Xl(t+At) Xi(t) > {Xk(t)ZXk}’
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und Diffusionsmatrix,

1 1 . 1
= 0:d == — . —X; : — X
2 @i () zAPmoAf1X”+A° Xi®] [Xj(t+ Ay &®I>{anzﬁy

Wir definieren eine Wahrscheinlichkeitsflussdichte

3 (000 = D@80 P00 -3 T @00 p0]
J

Dann nimmt die Fokker-Planck-Gleichung die Form einer Kontinuitatsgleichung fir die Wahr-
scheinlichkeit an,

p+Z—J =0.

Zur Formulierung der Fokker-Planck-Gleichung missen wir die Momente bestimmen. Dies wird
im folgenden einfachen Beispiel illustriert. Weitere Beispiele ergeben sich aus den Langevin-
Gleichungen, die im folgenden Paragraphen vorgestellt werden.

Beispiel: Random Walk in einem externem Feld

I I I I . >

0a X=ma

Pro Zeiteinheit At sei die Wahrscheinlichkeit fr einen Schritt nach rechts g, und fiir einen Schritt
nach links 1-q. Dann definieren die Momente

1 a _

ol =2 <X(t+At) - X()> X =x At [9-1+(1-9)- (-1)] = (2q 1) =v
a2 2

E 0‘(2)=E <[X(t+At ) = X(0)]%> X =x 240 [q1+(1-0) 1] = zaﬁ =D

eine mittlere Driftgeschwindigkeit v und Diffusionskonstante D. Damit gilt

d 9 &2
ot PO ==V 5 p(xt)+ D75 pxD).

Die Fokker-Planck-Gleichung reduziert sich hier auf eine Diffusionsgleichung. Deren Ldsung

lasst sich nach Fourier-Transformation p(x,t) = fi—k p(Kk,t) elkX ginfach finden. Es gilt
T

% p(k,t) = — (ikv + Dk?) p(kt) = p(k,t) = A exp[-(Dk?+ik V) ]
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2
__1 (x—=Vt)
= PO =TT ex'{_4—ot]'

Die Konstante A ist durch die Normierung (J'dx p=1) und Anfangsbedingung (x(0) = 0) be-

stimmt. Die Momente von p(x,t) erfiillen <x(t)> = V t und <x(t)%> - <x()>2=2D'.

3.5 Die Langevin-Gleichung
Eine weitere Beschreibung stochastischer Prozesse ist die Langevin-Gleichung. Beispiele sind:

3.5.1 Brown'sche Bewegung ohne Felder
Die Brown'sche Bewegung beschreibt ein Teilchen, das ©><Q %
sich in der Umgebung vieler kleiner Teilchen bewegt, die

verantwortlich sind fir die Dampfung mit Konstante y /Q
und entsprechendem Rauschen. Die Geschwindigkeit
«—O

v =X erflllt die Langevin Gleichung

mX+myx =&(t) .

Sie enthalt £(t), eine (rein zuféllige) stochastische Kraft, das ‘Rauschen‘, das im Mittel ver-
schwindet, verursacht durch StoRe mit den anderen Teilchen. Bei der Brown'schen Bewegung
nimmt man meist an, dass das Rauschen &-korreliert ist,

(€M) =0 , (GOLt))=qd(t-t) .

D.h. die Spektraldichte, definiert durch

S(w) =2 T d(t—telot) «cet)> =24

—00

ist unabhéngig von der Frequenz. Dies bezeichnet man als “weif3es Rauschen”. Dariiber hinaus
wird gewoéhnlich angenommen, dass g(t) GauR-verteilt ist. Das heif3t, die Verteilungsfunktion
fur die Funktionen &(t) ist

P(EOY) = expl- 5 areZo)].

(Zur Interpretation siehe Ubungsblatt und unten.) Die héheren Momente erfiillen dann

<E(t1)E(tr)E(tz)> -0
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<E(tp)E(t)E(t)E(tg)> = 02 [B(t1—tp)B(ta—ts) + S(t1—t3)S(ty—ts) + S(t1—tg)(tr—t3)] .

I.A. kdnnen bei der GauRB-Verteilung auch Korrelationen zu verschiedenen Zeiten bestehen,
1 \ s g .
p{&®}) < expl- [ dt]dte() g™ (=1 &(1)] -

Dann gilt <g(t) &(t) > = g(t-t).

Zur Erlauterung der Begriffe betrachten wir eine diskrete Version. Wir wahlen diskrete Zeiten t;,
ty, ... mit Zeitintervallen tj-t_; = At, die klein sind im Vergleich zur Reichweite der Korrelationen
g(t-t). D.h. &(t) = &; ist ungeféhr konstant im Intervall t;-At/2 ...tj+At/2, und es gilt

1 . 2
p(e}) =expl- 22 GiAjgl. mitAj= A g
IYJ
In dieser diskretisierten Form sieht man leicht, dass <&j>=0und <g; &> = Ai'jl.

Die Langevin-Gleichung hat die Ldsung (d.h. allgemeine Lésung der homogenen Gleichung plus
partikulare Losung der inhomogenen Gleichung mit Hilfe der Green’schen Funktion)

t

v(t) =vpert+ L [dt et gy
Mo

t

b 2
=S W) v(t)> =ve2et e I o [dr, e (et 5ty - ty)
m

= va2 o7 (itt2) 4 4 -y ti—tol — g (titt)
Vp© € € € .
0 ZVmZ ( )
Far Iange Zeiten t1, to >> y_l héngt die Korrelationsfunktion nicht von den Anfangsbedingungen

ab, d.h.
B g o

_ _mgq_
<V(ty) v(tp)> = 2ym?

m
m 2. —
und 5 < Vv(t) >_4Ym2 .

: . . : : : 1
Im thermischen Gleichgewicht gilt der Gleichverteilungssatz <Ey,> = % <v(t)®> = > KT (s.

spater). Der Vergleich zeigt

lg=2mykT .|

D.h. die Stérke der Fluktuationen (q) und der Dissipation (y) hdngen zusammen. Dies ist die Aus-
sage des allgemein gultigen Fluktuations-Dissipations-Theorems (siehe Kap. 8).

t
Als néchstes bestimmen wir x(t) = X + Idt "v(t)
0
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t t
= <[X(t)—xg]>= j dt’ j dt" < v(t) v(t")>

:(V q )(1 e—Y) q t— (1 t) _ q t.

2 2m?2
~2ym " 2m v3m2 t— 00 y2m2

Der Vergleich mit dem Diffusionsproblem, < [x(t) — x0]2> =2 D t, liefert die Einstein-Relation
fur die Diffusionskonstante

__q _ kT
C2v2m2 T omy”

Die Langevin-Gleichung ist dquivalent zu einer Fokker-Planck Gleichung mit stochastischer Va-
riable v. Fur die Momente erhalten wir (am einfachsten durch direkte Integration der Langevin
Gleichung Uber die kurze Zeit At)

0(‘(1) - lim < V(t + At) — V(t) N
At — 0 At V(t)=v

1 t ) 1o
—— < [yvAt + I dt?] >

1 : 1 .
5 a@ = lim < [V(t+ At - V()]? |
2 ¢ ! At<[ ( )-VOI> V({t)=v Atl_)mo 2At

At—0 2

- 1 1 ! ”
= lim — dt [ dt'—<e(t)e(t") >+ 0(A)) ==L =py2= L kT

0 0 02
= | & P =5 VPO + KT 5 p(v)

2
. o : mv i i : .
Eine stationare Losung ist p®d(v) oc exp (- KT ) , konsistent mit dem Gleichverteilungssatz.

3.5.2 Brown'sche Bewegung in einem Potenzial U(x)

Hier kommt die Kraft hinzu, die vom Potenzial 4

U(x)

herriihrt. D.h. die Langevin-Gleichung ist

mx +myx +U'(x)=&(t)

&5

S

Wir nehmen an, dass das Rauschen unabhéangig
vom Potenzial und GauR'sch verteilt ist

<EMt)>=0, <&ME()>=2myKT 3(t-t).

\V><
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Das Problem hé&ngt nun von zwei Variablen x und v ab

. U'(x .
V:—yV—Jm—l +-r% und X =V

Fur die aquivalente Fokker-Planck Gleichung mit mehreren Variablen benétigen wir

(Xx(l) - lim < X(t+At) —X(t) S ‘ = v
At -0 At XM =x; V(t)=v

a,P=lim < V(+AH =V | = —yv- U'(X)/m
At—0 At X({t)=x; V() =v
Weiterhin kann man zeigen, dass
1
O('XX(Z) =0 |, O('XV(Z) =0 , E OLVV(Z) = D'Y2 = —% kT

0 o 0 U'(x o2
= ot p(x,v,t) = {— xVtay [yv + Jm—z} + ﬁn/_ kT ﬁ} p(x,v,t) .

Diese Gleichung wird als Kramers oder Klein-Kramers Gleichung bezeichnet. Eine stationare

. mv?
Losung ist pd(x,v) oc exp{{T + U(x)}/ kT} :

3.5.3 Starke Dampfung
Fur starke Dd&mpfung gilt | myx+U'(x)=&(t) |. D.h. wir betrachten nur x und seine Momente

Ot(l): lim < X(t-l—At)—X(t) :_U!X! ,

At =0 At X(t) = x my
1 . 1 2
>a@ = lim < [X(t+At) -X(t
2 077\ g 2ar AV XOT=

T+ At t+ At
- aim L T g [ v <g(0)E(t) > + o = <
At—0 2At (my)2  § " my

d 1o o2
= 2t p(x,t) = m_y {a—x U'(x) + kT E} p(x,t) .

Diese Gleichung wird als Smoluchowskii Gleichung bezeichnet. Eine stationare Lésung ist

p(x) oc exp [- UX)/KT ].
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3.6 Thermische Aktivierung (Kramers’ escape rate)

A
Wir betrachten ein Teilchen, das sich an- U(x)

fangs in einem metastabilen Minimum eines
Potenzials U(x) befindet. Die Frage ist, was
ist die Rate dafur, dass das Teilchen die
Barriere thermisch aktiviert tiberquert. max

Wir nehmen hier den Fall starker Dd&mpfung

an, beschrieben durch die Smoluchowskii- min
Gleichung o : i X
| | I XI I\ | <
0 0 Xl Xmin X2 max Xe X3
a p(X,t) =_8_x ‘](X!t)
__Liy 9 __KT _umkT 0 [ UX)/KT
J(x,t) = my [U (x) + kT ax} p(x,t) = my e &[e p(X,t)]

Wir suchen eine Ldsung mit konstantem, zeitunabhangigem Wahrscheinlichkeitsstrom J(x,t) = J.
Dieser sei klein, so dass p(x = xyj,) durch die Ubergdnge wenig beeinflusst ist und stationar

bleibt. Durch Integration Gber X von X, der Lage des Minimums, bis X3, einem Punkt weit weg
VON Xmin, SO dass p(x3) ~ 0, erhalten wir

X3
KT : KT :
] J‘ dx eUOIKT = iy [eU(xg)/kT p(xg) — eYXmin)/kT P(Xmin)] ~ eUCmin)KT p(x . ) |
Xmin
Weiterhin gilt in der Nahe des Minimums p(X~Xmin) = pXmin) € V®-V&mind)VKT D h. die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nahe X.;, (im Bereich x; < x <x,) zu finden, ist

X, X,
p = j dx p(x,t) = p(Xpnin,t) €Y min/KT J' dx e"YU)/KT
X, X,

Wenn xqund X, gentigend weit weg von X, sind, hangt das Integral auf der rechten Seite nicht
von xqund X, ab.

Das Verhiltnis von J und p definiert die Ubergangsrate I = J /p . Eingesetzt erhalten wir dafir

X5 X3
_p_ My I dx e"UX)/KT I dx ' eUX)KT
J

Xmin
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Die Rate kann also ausgedriickt werden durch zwei Integrale. Der Hauptbeitrag

1
des 1. Integrals kommt von X = Xpjn: U(x) = Upip +5 m (Drznin (X = Xmipn)2 + ...
1
das 2. Integral von X = Xpax - U(x) = Uppax _E m O)rznax (x - Xmax)z + .

Dies bedeutet beide Integrale sind GauR'sch und hangen nur schwach von den Grenzen ab. D.h.

Omin ®max —-AU/KT
(T :2—7W e )

Die thermisch aktivierte Ubergangsrate hangt exponentiell von der Barrierenhéhe und der
Temperatur ab. Der Vorfaktor ist spezifisch fir den betrachteten Grenzfall starker Dampfung, der
Exponent ist dagegen allgemein gultig. Fur allgemeine Starke der Dampfung findet man von der
Klein-Kramers Gleichung [siehe H.A. Kramers, Physica 7, 284 (1940)]

24102 V2
(Y + Omax ) “V7 Omin ~AUKT
Omax 2n

rms=

Bei tiefen Temperaturen verschwindet die thermische Ubergangsrate exponentiell. Bei quanten-
mechanischen Problemen erwarten wir aber, dass das Teilchen auch durch die Barriere tunneln
kann. Auch die Rate fiir das Quantentunneln hangt exponentiell von der Barrierenhéhe ab. In
WKB Néherung gilt

Ip eXp{— % J. dx \/Zm[U(x)—Umin]} = exp[_

X

7,2AU ]

i h min .
min

Den numerischen Faktor 7,2 findet man, wenn das Potenzial gegeben ist durch ein Polynom drit-
ten Grades, U(x) = a x2 — b x3, mit Koeffizienten a und b, die durch o und AU gegeben sind.

3.7  Modell far Dissipation

Bisher haben wir die Langevin-Gleichung nur als Modell postuliert und gezeigt, dass sehr allge-
meine Begriffe des thermischen Gleichgewichts wesentliche Einschrankungen liefern. Es ist be-
merkenswert und demonstriert die Starke der statistischen Konzepte, wie viel aus so allgemeinen
Bedingungen hergeleitet werden kann. Andererseits bleiben verschiedene Verallgemeinerungen
und Fragen, z.B. wie das Konzept der Dissipation auf die Quantenmechanik Ubertragen werden
kann, dabei offen. Ziel dieses Kapitels ist daher zu zeigen, wie die Langevin-Gleichung mit



48

Dampfung und Rauschen aus einem mikroskopischen Modell hergeleitet werden kann. Die Lan-
gevin-Gleichung lautet

mX +myx +U'(x)=&(t)
mit <§(t)>=0, <&M)EM)>=2myk T o(t-t"), und &(t) sei GauB-verteilt.

Als Modell bietet sich die Brown'sche Bewegung an: das herausgegriffene Teilchen mit der Ko-
ordinate x wechselwirkt (stof3t) mit vielen anderen kleineren Teilchen. Konzeptionell ist dieses
Modell ansprechend, aber es ist nicht bequem durchformulierbar.

Ein anderes und rechnerisch bequemeres Modell be-
steht darin, das Teilchen (bi-)linear an ein geeignetes
Bad harmonischer Oszillatoren anzukoppeln. Das
Modell ist beschrieben durch die Hamilton-Funktion

M

H =Ho + Hpad
p?
Ho= om + U(X)
2
N P. M: 2 Ci 2
HBad :Z Z_I\J/l_ +_21 QJ (XJ_ 2X) ].
j=1 ) e

Die Verteilung der Frequenzen Q;j (0 < Qj < Qc) und die Kopplungsstarken c;j definieren eine
,Spektralfunktion’

N
J(m)EgZ—J—_ 3(w - €Y) .

Behauptung:

a) Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass N sehr grof3 ist, N— oo, und die Badfrequenzen
Qj dicht liegen (d.h. J(w) ist eine kontinuierliche Funktion). In diesem Fall beschreibt das
Bad-Modell eine allgemeine lineare Dissipation und zugehdriges Rauschen, konsistent mit
dem Fluktuations-Dissipations-Theorem.

b) Fur die spezielle Wahl der spektralen Dichte, J(o) = my o fiir 0 < » < oo (d.h. linear in ® und
die maximale Frequenz des Bades Q ist unendlich) reduziert sich das Modell auf eine Lan-
gevin-Gleichung mit Geschwindigkeits-proportionaler Ddmpfung myx und &-korreliertem
Rauschen.
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Beweis:

a) Die Bewegungsgleichungen fur das Teilchen und die N Oszillatoren sind
m X +U'(x)—%: ¢ (% - MQZ —l—-x) =0

M X+ M2 (X-—15 %) = 0 i=1,.,N .

MQ2

Die Losungen der Bewegungsgleichungen fiir die Badkoordinaten (getriebene harmonische Os-
zillatoren) sind

j dt’sin [ (t-t)] x(t) + X;O(t) .

Xi(t) =
| M. O
i J ty

Xi(to)

Die Losungen der homogenen Gleichung Xj(o)(t) = X; (to) cos Qj(t-tg) + sin Qj(t-tp) han-

gen von den Anfangsbedingungen des Bades zur Zeit ty ab. Eingesetzt ergibt dies

m X + U'(x) +Z {x(t) o) j dt’sin [ (t-1)] x(t) } = ()

MQ2
mit

N
gt =2 ¢ X
]
Nach einer partiellen Integration, mit x(tp) = 0, finden wir fir die geschweifte Klammer

t
{.} = fdt cos [ (t-t)] x(t) .
to
Wir verwenden nun

Z > )= jdmz 8(03—!2]){} jd ZJ(m)Idt cos [o (t-t)] X(t)

und vertauschen die Reihenfolge der Integrationen [dw [dt'.... Dann gilt

mx + m Tdt' T(t=t) X(t) + U'(X) = &(t)

mit

8

do %J—%} cos [o(t-t")] O(t-t) .

(t-t) = %

o
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Hier haben wir ty— —o gehen lassen. Durch die Wahl der Funktion J(®) (flir N — o) kdnnen wir

eine beliebig frequenzabhédngige, aber lineare Ddmpfung, charakterisiert durch eine allgemeine
Response Funktion I'(t-t") produzieren. Dies wird deutlich im Fourier-Raum, wo gilt

—mo?x(o) + imo (o) x() + T dtelotU'(x) = £(w).

Der Term auf der rechten Seite ist ein Rauschterm, da er von den Anfangsbedingungen abhangt,
von denen wir annehmen, dass sie zufallig gewahlt werden. Es ist sinnvoll anzunehmen, dass

< Xj(tO) >=< XJ(tO) >=0

< Xi(to) Xj(to) > o« jj; < Xi(to) Xj(tg) >=0, .. .

ij -
Aus dem klassischen Gleichverteilungssatz, bzw. der quantenmechanischen Verallgemeinerung
(siehe spater) folgt

M .
—1 QJ-Z < ij(to) > = —1 < ij(to) >

2 -2
ho, e, | KT Kassisch fur KT A0,
= M T 1,
Zth' guantenmechanisch im Grundzustand
Damit gilt
<E()>=0
.2
NooS 02 [ox.2 . (¢ X&) oo O (f
<EM)E(M)>= D, Cj [< Xj(tg) > cos Qj(t-tg) cos Qj(t-tg) + Tsm Q;(t-to) stJ(t—tO)]
J j
¢/ hQ hQ,
=> 5 coth cos Qj(t - t)
] Mij 2 2kT

h ho \
. .g dwcoth(ﬁj J(o)cos[w(t—t")].

Die Spektralfunktion des Rauschens ist also

S(w) =2[dt <&(t)£(0) > e = 2 ncoth (;%J J(w)  fir o>0.

Dieser Zusammenhang zwischen der Spektralfunktion des Rauschens S(w) und der Response-
funktion J (w) entspricht dem allgemeinen Fluktuations-Dissipations-Theorem.
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b) Wenn wir nun fir J(o) die spezielle Wahl J(®) = my o treffen, finden wir

r-t)y= Y T do oS © (=) O(t=t) = 2y O(t=t) S(t=t) =7y & (t=t)
T —o0

und damit eine Langevin-Gleichung mit der bekannten Geschwindigkeits-proportionalen Damp-
fung

mX +myX +dd_x U(X) = &(t) .
In dem Fall ergibt sich fur das Rauschspektrum

ho
S(w) =2myhocoth| — | .
(o) v ho co (ZKT)

Dies reduziert sich im klassischen Grenzfall kT > ho auf das weile Rauschen S(w) = 4 m y kT,
was bedeutet, dass die Fluktuationen &-korreliert sind

< E(D)E(t) > = 2my KT 8(t=t) .

Bemerkungen und Ergénzungen:

Zur Herleitung der Langevin-Gleichung haben wir angenommen, dass Q;—c und N — oo.
Wenn die obere Badfrequenz Q. endlich ist, ist das Rauschen nicht &-korreliert, sondern es beste-
hen Korrelationen auf einer Zeitskala der Ordnung 1/Q).. Dies kann physikalischen Situationen

entsprechen und ist durch die oben angegebenen allgemeinen Ausdriicke beschreibbar.
Fur endliche Systeme, d.h. endliches N, findet man einen Poincaré Zyklus:

¢ Jedes endliche System kommt man nach genligend langer Zeit wieder beliebig nahe an den
Anfangszustand zurtick.

Betrachten wir als Beispiel einen Oszillator mit Frequenz Qg gekoppelt an N Oszillatoren mit
(kommensurablen) Frequenzen Qq, Qy, ... Q. Dann sind wir zur Zeit t,, die gleich dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen aller 1/Q; ist, wieder genau beim Anfangszustand. Ein endliches Bad

kann also nicht Dissipation und Relaxation beschreiben. Dies kann nur im Grenzfall N = oo vieler
Freiheitsgrade gefunden werden. Allerdings nimmt t, mit zunehmender Zahl von Oszillatoren

sehr stark zu (wie eN). Da die Welt endlich ist, kdnnen wir also schlieRen:

e Dissipation ist eine Illusion, der wir uns aber getrost hingeben kénnen, da es sehr lange dau-
ert, bis wir dies als Illusion erkennen.
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Dissipation in der Quantenmechanik

Das Bad-Modell ist auch geeignet, um Dissipation in eine quantenmechanische Beschreibung
einzubeziehen. Dies wurde in einer wichtigen Arbeit von Caldeira und Leggett (A.J. Leggett
erhielt den Nobelpreis Physik 2003, allerdings fir andere Arbeiten) demonstriert. Dazu muss die
oben gegebene Hamilton Funktion als Hamilton Operator interpretiert und das Problem quanten-
mechanisch weiterbehandelt werden. Die oben angedeutete Quanten-Langevin-Gleichung, d.h.
die klassische Bewegungsgleichung (linke Seite) mit Quantenrauschen (auf der rechten Seite) ist
dagegen nur in Sonderfallen giiltig (z.B. wenn U(x) auch harmonisch ist). Im Allgemeinen ist es
inkonsistent, Quanteneffekte nur zum Teil (im Rauschen) mitzunehmen.
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4. Statistische Mechanik

4.1 Gibbs-Ensemble, klassische Liouville-Gleichung und fundamentales
Postulat der klassischen statistischen Mechanik

In der klassischen Physik ist der Zustand eines Sys-
tems von N Teilchen beschrieben durch 3N Koordi- A p2
naten qq, ... ggy und 3N Impulse py, ... p3n, d.h. _/\
durch einen Punkt x = (p,q) = (pq, --- P3Ny A1, -~ d3N) q2 f
im 6N-dimensionalen Phasenraum. Die Hamilton- X(tl) —/X\(tz)
Funktion H(p,q) beschreibt die Zeitentwicklung

oH . _oH S R

=75 9T o - - p1,

Da die Phasenraumgeschwindigkeiten x = (p,q)
eindeutig durch die Punkte x = (p,q) bestimmt sind, q1
kreuzen sich die resultierenden Trajektorien x(t) nie.

Wenn die Hamilton-Funktion H zeitunabhangig ist, ist die Energie eine ErhaltungsgroRe
H(x) = E =const ,

d.h. die Bewegung erfolgt auf einer (6N-1)-dimensionalen Hyperflache. Es kann weitere Erhal-
tungssatze geben, z.B. flir den Gesamtimpuls Py = const oder Gesamtdrehimpuls Ly = const,
was zu weiteren Einschrankungen im Phasenraum flhrt. Hier betrachten wir Systeme, die weder
translations- noch rotationsinvariant sind. Dann sind nur die Energie und Teilchenzahl erhalten.

“Statistisches Ensemble”: Wir betrachten nun ein Ensemble identischer Systeme. l.a. kennen
wir die 6N Anfangsbedingungen jeder einzelnen Realisierung nicht und daher auch nicht die fol-
gende deterministische Zeitentwicklung. Meist interessiert uns nur die “Gibbs-Verteilung”, die

Wahrscheinlichkeitsdichte im Phasenraum, p(x,t). Hier bezeichnet p(x,t) dx die Wahrscheinlich-
keit, dass eine Realisierung des Ensembles zur Zeit t Impulse im Bereich [p;, p; + dp;] und Ko-

ordinaten im Bereich [g;, g; + dgj] miti =1, 2,... 3N hat. Weiterhin gilt d x = Cy d3Np d3Ng .
Dabei ist die Konstante Cy; so gewahlt, dass dx und p beide dimensionslos sind (siehe spater).

¢ Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist normiert und erlaubt es, Momente zu berechnen,
Norm _[dx p(x,t) =1

Mittelwert einer physikalischen Grofe 0 = de O(x,t) p(x,t) , usw.
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e Die Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x,t) entwickelt sich in der Zeit im Phasenraum wie eine
stromende Flissigkeit,

d 0 )
at P = 5 p( ) + XV p(xt) =0 .

Zum Beweis betrachten wir ein Teilvolumen V( des Phasenraums mit So
Oberflache Sy. Die Wahrscheinlichkeit, das System in Vg zu finden,

p(Vo) = [, dxp(x) |

L .. d 0 ] )
andert sich in der Zeit — p(Vq,t) = dx — p(x,t) , weil es einen <
¢ P(Vod) = [, dx —p(x)

Fluss von Wahrscheinlichkeit durch die Oberflache Sy gibt

% p(Vo,t) = —LOdS-)'(p(X,t) = _-[Vo dx V [X p(x,t)] .

Die letzte Form mit V = (8%1 apima%l ﬁ) folgt von dem GauR'schen Satz in 6N

Dimensionen. Da V, beliebig gewéhlt werden kann, folgt zunéchst% p(x,t) + V-[ x p(x,)] = 0.

Wenn, wie hier angenommen, die Zeitentwicklung durch die Hamilton-Gleichungen bestimmt ist,
0

6pj

3N
gilt Vx = Z(ﬂqﬁ p;) = 0. Damit folgt % p(x,t) + X -V p(x,t) = 0.
=1 qu

Es verschwindet also die totale Ableitung, % p(x,t) =0, d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte p(x,t)
andert sich nicht in Punkten, die sich mit den Trajektorien x(t) bewegen.

Der Operator

3N .
X-VA =Y OH 0 o _H O ) ={HA}=i LA
=1 apj 8qj aqj apj

definiert die Poisson-Klammer {H,A} und den klassischen Liouville-Operator L . Damit gilt fiir
die Zeitentwicklung der Gibbs-Verteilung die ,,klassische Liouville-Gleichung*

igt—p: Lp:—i{H,p}

Die klassische Liouville-Gleichung wird oft als sehr fundamental angesehen. Sie beschreibt aber
eine zeitumkehrinvariante Entwicklung und ist daher nicht befriedigend fiir die meisten klassi-
schen Probleme, wo Relaxation zu einer Gleichgewichtslésung und Dissipation eine wesentliche
Rolle spielen. (Da der Liouville-Operator L hermitesch ist, hat er reelle Eigenwerte und be-
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schreibt daher nur Oszillationen aber keine Relaxation). Daher bleibt die Frage, wie Relaxation
und Dissipation zustande kommen, offen. Eine Erklarung bietet die Kopplung an ein unendlich
groRRes Bad, die wir in Kap. 3.7 diskutiert haben.

Stationdre LAsung der Liouville-Gleichung:

Eine Gibbs-Verteilung, die nur tber die Energie von x abhéngt, ist stationar % p(H(x)) =0.

Dies ist durch Einsetzen in die Liouville-Gleichung zu beweisen.

Phasenraumvolumen

Im Folgenden bezeichnen wir das 6N-dimensionale VVolumen im Phasenraum von Zustanden mit
Energie H(x) < E mit Q(E) und die Oberflache von Q(E) mit £(E)

Q(E) = [dx0E -H(X) >(E) sg—g = [dx3(E - H(x).
Das bedeutet X(E) dE ist die Zahl der Zustéinde mit Energie E < H(X) < E + dE.

Fundamentales Postulat der klassischen statistischen Mechanik:

Fur ein abgeschlossenes System mit erhaltener Energie E, das als mikrokanonisches Ensemble
bezeichnet werden, gilt im Gleichgewicht: Fur gegebene Energie E sind alle Zustande mit H(x) =
E (genauer gesagt mit Energie im Fenster E < H <E + dE) gleich wahrscheinlich. D. h.

1/[>(E)dE] firE <H(X)<E +dE
peq(x):ﬁ S(E_H(X)):{ [(()) ]sounrst< e

Der Phasenraummittelwert einer physikalischen Grofze O(x) ist dann gegeben durch

1

ST

j dx 8(E — H(X)) O(x).

Ergoden-Hypothese

Nach genuigend langer Zeit kommt das System jedem Punkt im Phasenraum, der mit den Erhal-
tungssatzen vertréglich ist (hier nur die Energie), beliebig nahe. Der Zeitmittelwert

T
O;m = lim 1J'dt O(x(t)) ist gleich dem Phasenraummittelwert, Oy, = Of.
T—o>oT)H

Die Mittelung kann also auf zwei Arten erfolgen: entweder werden viele Messungen an den ver-
schiedenen Realisierungen eines Ensembles durchgefiihrt, oder wir kdnnen an einem System
wiederholt Messungen zu verschiedenen Zeiten durchftihren.
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4.2 Dichtematrix, quantenmechanische Liouville-Gleichung und fundamen-
tales Postulat

Wir wiederholen einige Konzepte der Quantenmechanik, u.a. um die Notation einzufiihren:

Reine Zustande

Ein quantenmechanisches System ist beschrieben durch den Hamilton-Operator H, ,reine”
Zustande durch Zustandsvektoren (Wellenfunktionen) |y ).

- Die Zustande sind Elemente eines Hilbert-Raumes. Das ist ein linearer VVektorraum, in dem ein
Skalarprodukt definiert ist.

- Es gilt das Superpositionsprinzip: Wenn |y ) und |y, ) mogliche Zustande sind, dann gilt dies
auch fir die Linearkombination |y ) = a |y ) + b |y, ) mit komplexen Koeffizienten a und b.

- Die Zeitentwicklung folgt aus der zeitabhangigen Schrodinger-Gleichung i# %Nj) = H [w),
d.h. fiir zeitunabh&ngige Hamilton-Operatoren gilt im Schrddinger-Bild

(1)) = exp(-i Ht/72) [w(0)) .

- Fur stationdre Zustande/Eigenzustande des Hamilton-Operators gilt |y (t)) = g 1Ent/A

H lwn) = En lwp).

lwp) mit

- Im Heisenberg-Bild sind die Operatoren zeitabhangig. Der Zusammenhang der Operatoren in
beiden Bildern ist gegeben durch f)H(t) = glHUn 63 e MU Fir nicht explizit zeitabhan-
gige Operatoren 0 gilt die Heisenberg-Bewegungsgleichung

.0 A ~ A
~ih—Op() =[H,0n(0)] .

- Die Zustande sind in der Regel normiert (y | v )= 1. Dies wird im Folgenden angenommen.
- Die Phase ist beliebig, d.h. [y) ist aquivalent zu e!® |y). Relative Phasen spielen eine Rolle.

- Die Zustandsvektoren kdnnen in eine orthogonale, normierte, vollstandige Basis (z.B. die Ei-
genzustande des Hamilton-Operators) entwickelt werden:

ly)=2 cln),  (nInY=8,,, 2 In)y(n|=1.
n

n
- Physikalische Observablen sind beschrieben durch Operatoren. Der Mittelwert vieler Messun-
gen einer Observablen , wenn das System im Zustand |y ) ist, liefert den Erwartungswert
(0)=(w[Oly)= 3" cocy (n|OIn").

n,n'
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- Im Allgemeinen gilt eine quantenmechanische Unscharfe <w|f)2|q/> - (\ylf) [y)? # 5 0. Die

Messwerte sind scharf, wenn |y) Eigenzustand von O ist.
- Projektionsoperatoren projizieren auf einen ausgewéhlten Zustand, z.B. |y), d.h. Pyy = W)yl ,

oder auf einen Unterraum P | = > |wi)(w;|. Sie erfillen P2=p.
i

{\‘Vi

- Mit Hilfe von Projektoren kdnnen wir Erwartungswerte als Spur in beliebiger Basis schreiben

(v10lw) = X¢yIOln) nly) = tr [P) O] = 3 (B, ) Oro-

Statistische Zustdnde, Gemisch

Zur quantenmechanischen Unschérfe kann noch eine statistische Unsicherheit kommen: Oft ken-
nen wir, z.B. bei einem Ensemble identischer Quantensysteme, nur die (klassische) Wahrschein-
lichkeiten W,, (mit 0 < W,, < 1, 2,, W,,= 1), dass ein System im einem der Zusténde | v > ist. Eine
solche Situation bezeichnet man mit Gemisch. (Beachte den Unterschied zu einer Superposition
von Zusténden.) Der gemittelte Messwert einer Observablen ergibt sich dann als Kombination
von quantenmechanischen Erwartungswerten und einer statistischen Mittelung. Wir bezeichnen
den statistischen Mittelwert durch einen Querstrich, den quantenmechanischen Erwartungswert
durch spitze Klammern. Zusammen liefern sie den quantenstatistischen Mittel- bzw. Erwar-
tungswert

0y =3 W,(v|Ov) .

Hier haben wir angenommen dass die Zustdnde | v > normiert sind, sie brauchen aber nicht or-
thogonal zu sein. Das Ergebnis lasst sich kompakt umschreiben mit Hilfe der Dichtematrix ;3 ,

F=3 W

Damit gilt ndmlich
©)=3 W, (v[0]v) =3 37 W, ([0
=tr [ﬁf)]

In der oben geschriebenen Form ist p diagonal. Im Allgemeinen, in einer vorgegebenen Basis
|n) ist die Dichtematrix p aber nicht-diagonal. So gilt fir [v)=>"c, |n)
n

a)(al) =3 3 al) Wy (v[Oh)

P11 P12
P=|Pu Pz | mit Pnn =<n|f3|n'>zz <n|v>WV <V|n'>:z Wy cv,nC:,n'
. . v A%
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Die Dichtematrix hat folgende Eigenschaften

® Die Dichtematrix p ist normiert, tr p =1.
* Sie ist hermitesch, p*=p .
* Sie ist positiv definit, d.h. fur alle Zustande gilt (y|p |y ) > 0.

® Dichtematrizen beschreiben auch reine Zustande. Z. B. gilt im Zustand |y ) (d.h. W=1 flr
genau einen Zustand) dass p = |y)y| = P\, - FUr reine Zustande ist p ein Projektionsoperator

mit p2 = p und tr p> =1. Dagegen gilt fiir ein Gemisch p2+# p.

Natrlich konnen wir p immer diagonalisieren. (Dann hat sie die Form wie oben geschrieben,

aber die Zustdnde | v > bilden eine orthonormierte Basis.) Oft stellen aber andere Zustande die
natlirliche Basis dar, und p ist nicht-diagonal. Unter Umstanden stellt man jedoch auf Grund

physikalischer Argumente fest, dass p diagonal ist. Zum Beispiel werden wir unten feststellen,

dass im stationdren Zustand die Dichtematrix in der Basis der Eigenzustdnde des Hamilton-

Operators diagonal ist. Auch reduziert sich p auf eine diagonale Form ﬁn v = Wp 8y, wenn die

ian

Nichtdiagonalelemente ﬁn " =|;3n ole o aufgrund stochastisch verteilter Phasen (Phasen-

faktoren e'® der Koeffizienten Cy.n) im Mittel verschwinden,

= loan—io,,
n_
Pop € © _Sn,n"

Aufgrund von fluktuierenden Feldern, die an das System ankoppeln, kommt es in der Praxis flr
lange Zeiten zu solchen ,,Dephasierungseffekten®.

Vorausgesetzt, dass sich die klassischen Wahrscheinlichkeiten W, nicht zeitlich dndern, folgt die
Zeitentwicklung der Dichtematrix aus der Schrodinger-Gleichung. Mit ih§|v> = H |v) und
.. 0 A~ o0 oa ~ ~ . .
- Iha<v| = (v|H qgilt |h5p(t) = ZWV [H [V){(v| = [v)}{Vv|H ] Dies liefert die quantenmecha-
A%

nische Liouville-Gleichung (oder auch von Neumann-Gleichung)

0 .. o~ -
lhap(t)—[ . pl-

Wenn der Hamilton-Operator H zeitunabhéngig ist, wird die Liouville-Gleichung gel6st durch
f)(t)= e it/ 6(0)eil:|t/h

Die Zeitentwicklung der Dichtematrix ist beschrieben durch die Vorwérts- und Rickwaértszeit-
entwicklungsoperatoren etHUR  Begj zeitabhdngigem Hamilton-Operator ist natlrlich der ent-
sprechende Zeitentwicklungsoperator U(t,0) zu verwenden.
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Erwartungswerte von Operatoren O kénnen im Schrodinger- oder im Heisenberg-Bild darge-
stellt werden

O = tr [pt)0s] = tr [HO)O H(®)] .

Beachte: die Heisenberg-Bewegungsgleichung fiir Operatoren und die Liouville-Gleichung fur
die Dichtematrix haben &hnliche Form aber verschiedenes Vorzeichen. Die quantenmechanische
Version der Liouville-Gleichung hat eine groRRe Bedeutung in vielen aktuellen Forschungsprojek-
ten. Die klassische und quantenmechanische Liouville-Gleichungen haben eine ahnliche Form,
wenn wir die Poisson-Klammer durch den Kommutator ersetzen

~

1 1
T {H,..} — %[H o] -

Stationdre LAsung der Liouville-Gleichung:

Wenn p= ﬁ(f{) nur eine Funktion des (zeitunabhéngigen) Hamilton-Operators ist, vertauscht sie
mit ihm und ist daher stationar,af)(ﬁ)/atzo. Umgekehrt kann eine stationare Losung nur von

ErhaltungsgrélRen abhangen. (Wenn Entartungen vorliegen, gibt es Erhaltungsgrofien 1, die mit
H vertauschen. Dann kann die stationare Ldsung auch von diesen abhangen ;SStat = ﬁ(ﬁ,i) )

Im Gleichgewicht ist die Dichtematrix stationdr, [ﬁ,lﬂ =0. D.h. pundH haben eine gemeinsame

Basis und p ist diagonal in der Basis der Energieeigenzustande.

Fundamentales Postulat in der Quantenmechanik

Fur ein mikrokanonisches Ensemble, d.h. abgeschlossene Systeme im Gleichgewicht mit erhal-
tener Energie ist die Dichtematrix diagonal in der Basis | n ), die den Hamilton-Operator diagona-
lisiert, p, y oc &y, Und alle Zustande mit Energie E, im Bereich zwischen E und E + dE sind
gleich wahrscheinlich. D.h.

const firE<E,<E+dE

Pn,n= W, = {
0 sonst

Bemerkung zur Schreibweise
Im Folgenden werden wir oft nur (O) schreiben. Der Zusammenhang sollte deutlich machen,
welche Mittelung gemeint ist, und ob O ein klassischer (nur statistische Mittelung (O) = O) oder

quantenmechanischer Operator ist (d.h. (O) = 6).
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Dichte der Zustande im Phasenraum

Die Quantenmechanik erlaubt es uns nun auch, die Dichte der Zustdnde im Phasenraum zu be-
stimmen. Fir ein Boltzmann-Gas (Bose- und Fermi-Gase werden spater diskutiert) gilt

A A 1. dp o
trO = n|O|n > dxO(X) = — | ——=d O(x
Zn: (nlofn) klassischer -[ ) N!-[(Znh)3N 90k
Grenzfall
Abzéhlen der Zustande des Dichte der klassischen Zustande im Phasenraum

Systems in der Quantenmechanik -1

(2mn)™ N1

Begriindung: Zum Abz&hlen der Zustande stellen wir uns vor, dass die N Teilchen in einem Kas-
ten mit Kantenlangen Ly, Ly, L, mit periodischen Randbedingungen eingeschlossen sind. Dann

sind die Zustdnde (ebene Wellen oder Bloch-Zustéande oc exp(ip,x/#)...) charakterisiert durch

: 2nh . .
die Impulse p; = (leth Nj x» : Njy, 2nii njz) miti=1, ... N, wobeinjy, njy und nj, ganze

X y z

Zahlen sind. Fir grofRe Ly, ... kénnen wir die Summe uber die Impulse als Integral ausdriicken

LLL N 3N 3N
Z...—)i ...—>(XVZ) jd 2N —)i' d gNd3N
n N !{ni,x 'ni,y'ni,z} N! (2nh) N! (Znh)

q...= jdx...

Die Division durch N!, d.h. die Zahl der Permutationen, ist nur dann durchzufiihren, wenn die
Teilchen ununterscheidbar sind.

4.3 Die Entropie

Mit Hilfe der Verteilungsfunktion p(x) oder Dichtematrix p kdnnen wir Erwartungswerte von

Energie, Dichte usw. bestimmen. Aber wir brauchen noch eine Definition der Entropie. lhre ge-
forderten Eigenschaften sind: (a) S ist extensiv, (b) S ist maximal im thermischen Gleichgewicht.
Beide sind erfullt durch

S=-k{(lnp)==ktr[plnp] quantenmechanisch
S=-k j dx p(x) In p(x) klassisch .

Beweis:
a) S ist extensiv: D.h. fir zwei unabhdngige Teilsysteme A und B muss gelten Sp+g = Sa+ Sg -

Fur die unabhéngigen Teilsysteme erflllt die Gibbs-Verteilungsfunktion, bzw. Dichtematrix die
Relation p(Xa, Xg) = p(Xa) p(Xg). Mit jdxA p(Xa) =1, ... folgt dann

Sa+g =K [dx, [dXg p(xa) p(Xg) {In[p(Xa)] + INn[p(xp)]} =Sa+ Sg.
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b) Wir betrachten ein mikrokanonisches (abgeschlossenes) Ensemble mit E < H(xX) < E + dE.
Im Folgenden wird gezeigt, dass S - wie oben definiert - maximal ist, wenn die Gibbs-Verteilung
- konsistent mit dem fundamentalen Postulat - gegeben ist durch p(x) = 1/[Z(E) dE].

Wir suchen das Maximum von S unter der Nebenbedingung, dass p(x) normiert ist. D.h. wir su-

chen das Maximumvon S + o [ I dx p(x) —=1] mit dem Lagrange-Multiplikator o,
E<H(Xx)<E+dE

0=5{k [ dx p(x) In p(x) + o [ [ dx p(x) - 1]}

E<H(x)<E+dE E<H(X)<E+dE
= [ dx3p(x) [-kInp() —k+a].
E<H(X)<E+dE

Damit dieser Ausdruck fiir jedes &p(x) verschwindet, muss gelten [...] = 0, also
p(X) =exp(a./k—1). Dies bedeutet, dass p(x) konstant und unabh&ngig von X ist, vorausgesetzt,

dass die Energie im Fenster E < H(X) < E + dE liegt. Durch die Normierungsbedingung kénnen
wir nun o bestimmen, bzw. wir sehen direkt dass gilt

) = {1/[2(E)dE] firE <HK)<E+dE
0 sonst

Wir konnen also erst das fundamentale Postulat fordern und sehen dann, dass die Entropie-
Definition konsistent damit ist. Oder wir kdnnen die Definition fur die Entropie fordern und fin-
den dann, dass die Verteilungsfunktion im Gleichgewicht die postulierte Form hat.

Damit ist die Entropie eines klassischen mikrokanonischen Ensembles durch einen der folgenden
Ausdriicke gegeben
k In[Z(E) dE]
S(E,V,N) = < kIn[Z(E)]
k In[Q(E)]

Alle drei Ausdriicke sind gleichwertig; denn es gilt Q(E), Z(E) o E2N, wobei a von der Ordnung
1 ist (siehe die folgenden Beispiele). Aus den Relationen folgt, dass die Entropie proportional zur
Teilchenzahl ist, S =k In [..] o« N. Die drei Ausdriicke unterscheiden sich nur um einen endlichen
Beitrag, z.B. In(dE), und sind daher flir N — o dquivalent.

Die analoge Uberlegung fiir die Entropie eines quantenmechanischen Systems liefert

S=kInN(E), wobei N(E) die Zahl der Zustdnde mit Energie E ist.



62
4.4  Thermodynamik des mikrokanonischen Ensembles

Mit den gegebenen Definitionen kdnnen wir nun die thermodynamischen Eigenschaften eines mi-
krokanonischen Systems mit Hamilton-Funktion bzw. Operator H herleiten. Das Volumen V, die
Teilchenzahl N und die Energie E seien gegeben. Wir bestimmen nacheinander:

1. Das Phasenraumvolumen Q(E) der Zustande mit H <E, bzw. die Oberflache Z(E).
2. Daraus folgt S(E,V,N) =k In Q(E).

3. Durch Invertieren finden wir E(S,V,N) = U (innere Energie) .

4. Die weiteren GroRen folgen aus % = @—@ ; % = @—\S}) ; :Lll: =— (8_;) :
VN E.N EV

Am Beispiel des idealen Gases kdnnen diese Schritte leicht explizit durchgefihrt werden.

N pi2 N 3N N pi2
QE) = Idxe(E—Zﬁ) = %j(z‘jtT)gNe(E—;%)

N! T(3N/2+1) | 2772

Das Integral reduziert sich auf das Volumen V3y = n°™? R*™/T'(3N/2+1) einer 3N-dimensionalen
Kugel mit Radius R=+/2mE . Dabei ist F(x)die Gamma-Funktion, fur ganzzahlige Argumente
gilt I'(n+1)=n! und fiir groBe n gilt die Stirling-Formel n!z\/Znn(n/e)n. D.h. I'(3N/2+1)

~ (37cN)1/2 [3N/(2e)]3N/2. Damit folgt die Entropie

g 32 Y
SE)=KInQ(E)=NKkIn ev' e —| .
* ® {[&cthJ N}

Terme, die nicht proportional zu N wachsen, wurden vernachlassigt. Das Ergebnis fir S(E) haben
wir in Kap. 1.9 zur Diskussion des sogenannten Gibbs’schen Paradoxons verwendet. Wir erhalten
daraus auch die weiteren thermodynamischen GroRen, wie wir sie vom idealen Gas kennen,

1 oS 3, N 3
P oS N
T —(aV)EN—kV - PV =N KT
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4.5 Gleichverteilungssatz

Wir bestimmen nun fur ein klassisches, mikrokanonisches Ensemble den Mittelwert (x; §>,
i

wobei X; = p; oder X; = gj sein kann. Es gilt

(x > _ 1 dx oH _ 1 0 . oH
IaX Z(E)E gcypy<e+de IaX‘ 2(E) & py<e 0%
Das Integral kann umgeschrieben werden
j dx xi? = j dxi[xiH(x)—E] - §j j dx [H(X)—E].
X] X
H(x)<E H(x)<E J H(X)<E

Der erste Beitrag verschwindet, da der Integrand auf der Oberflache verschwindet.

oH Sj 0 3 Q(E)
= (Xj Ao )= ———— dx [Hx)—E] = —L dx1=8: ~~
| ox; >(E) 0E H(XI) E [H0)—E] >(E) H(Xj)<E U 5E)
Q(E) 0 -1 k
=% 20(E)/eE - Ol [GE In Q(E)} = Sij 5s/E = i KT -

Dies liefert das Virial Theorem in zwei Formen,

<p'8p>_< '8q> KT

OH
E:—p, = (Z gjpi)=-3NKT.

2 2
Pi Pi
Fur H = Zﬁ + U({q;}) qilt <$ ) =% KT . Wenn weiterhin das Potential harmonisch ist,
i | 1
m.
z.B. U{q;}) = Z%miQiz q;2, gilt auch (7' Q2q2 =5 kT Dies kann verallgemeinert wer-
i
den auf quadratische Wechselwirkungen, die diagonalisiert werden kénnen. Es gilt, dass jeder
qguadratische Freiheitsgrad in der Hamilton-Funktion im Mittel die Energie kT/2 hat. Wenn H
quadratisch ist in p und g (oder in P und Q, die durch kanonische Transformation aus p und g her-
vorgehen) mit f Freiheitsgraden pro Teilchen, gilt also

(H) = —NkT und damit Cvngk.

Fur ein ein-atomiges Gas mit nur kinetischer Energie gilt also f=3, bei einem mehr-atomigen Gas
kommen je nach Symmetrie 2-3 Freiheitsgrade der Rotation sowie Schwingungsfreiheitsgrade
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hinzu. Dies gilt allerdings nur bei geniigend hohen Temperaturen, bei denen die entsprechenden
Freiheitsgrade klassisch behandelt werden konnen. Bei tiefen Temperaturen mussen wir die
Energiequantisierung, z.B. der Schwingungsfreiheitsgrade, berticksichtigen. Bei sehr tiefen Tem-

peraturen ,,frieren diese Freiheitsgrade aus* (s.u.). Erst wenn wir dies berlicksichtigen finden wir,
dass der 3. Hauptsatz erfullt ist, der besagt, dass Cyy — 0 geht fir T — 0.

4.6 Das kanonische Ensemble

Wir betrachten ein System in Kontakt mit einem Warmereservoir (kanonisches Ensemble). In
der Praxis liegt diese Situation hdufig vor. Dann ist die Energie E nicht fest, da ein Energieaus-
tausch moglich ist. Aber der Mittelwert sei vorgegeben <H> = U.

Wir bestimmen p so, dass die Entropie S = -k '[dx p In p maximal ist unter 2 Nebenbedingun-
gen: _[dx p=1lund (H) = jdx H(x) p(x) = U. Dazu fuhren wir 2 Lagrange-Multiplikatoren, a
und B, ein und suchen das Extremum von S + a [Idx p—1]-kB [J.dx Hp-U].D.h.

0=5{[dx [-kpIinp+ap-kBHpl} = [dxsp[-kInp—k+a—kBH].

Dies muss fiir alle 5p gelten, d.h.

~Inp-1+y —PH=0  bzw. p(x)=exp[} —1-BHX].

Anstelle von o fuhren wir die kanonische Zustandssumme (partition function) Z ein, fir die gilt

exp[% -1] :% . Dann gilt

pO0= 2 expl ~BHO)] 2= [dxexp[ ~BHOO),

Die zweite Gleichung folgt aus der Normierungsbedingung. Aus der obigen Extremalbedingung
folgt auch direkt eine Relation fur den Mittelwert der Energie,

U:<H>:IdXPH=% (%— )—%jprlnp:_% Inz+ﬁ S.

Der Vergleich mit der thermodynamischen Relation U=F+ T S liefert

1
F(TV.N) = -KkT Inz, p=—.
(T.V.N) P=1T




65

Aus der Zustandssumme konnen wir also direkt die freie Energie F(T,V,N) erhalten. Und daraus
konnen wir dann alle weiteren thermodynamischen Grof3en herleiten.

Die obige Herleitung war fir ein klassisches System formuliert. Analog gilt fir die Gleichge-
wichtsdichtematrix eines Quantensystems

~ 1 A
b =7 exp(-pH) = 2 Y exp(~pEyinnl, = IKT
n

Z = trexp(-BH) = > exp(-p Ep)
n
F=—kTInZ.

Die Summe in Z lauft Gber alle (i.a. komplizierten Vielteilchen-)Zustande [n ) mit Energien E,.

Noch eine Herleitung

Wegen der Bedeutung des Beschriebenen zeigen wir noch eine zweite Herleitung. Wir betrachten
zwei miteinander wechselwirkende Teilsysteme, wobei System 2 viel groRer als System 1 ist. ES
wird Energie ausgetauscht, aber die Gesamtenergie E ist erhalten

H(x1,%2) = Hi(Xq) + Ha(xp) + h(X1,X2) E,

E=E +Ey+¢e, e«E«E. El

Die Kopplung der beiden Teilsysteme ist beschrieben durch
h(x1,X2). Die zugehdrige Energie € sei sehr klein und wird ver-

nachléssigt. Das Gesamtsystem ist abgeschlossen und mikrokano-
nisch, d.h.

1/[2(E)dE] firE<H(x,x,)<E+dE
0 sonst '

p(X1.Xp) = {

Die Wahrscheinlichkeit, das Teilsystem 1 bei x; zu finden, erhdlt man durch Ausintegrieren des
Variablen des Teilsystems 2
1 _ Zo(E-Hy(x))

i, Y(E)dE X(E)

p1(X1) = Idxz p(Xl,XZ) =
E—-H; (X)<H, (X5)<E-H; (x,)+dE

= klInpg(xy) =kInZy(E-Hq(x1)) + const =S,(E—H4(x1)) + const.

Wir entwickeln nun in Hy(x) « E

, 2(E) o1
kInpi(xq) = const' —Hjp(xq) “JE - const' — T H1(X1).
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i . . . . . —H, (x)/KT
Wir erhalten also wieder die Form der kanonischen Verteilungsfunktion, pj(x1) o« e ,

wobei, wie die Herleitung demonstriert, die Temperatur T definiert ist als Eigenschaft des grofien
Systems 2, das die Rolle eines ,,Bades” oder ,,Reservoirs* einnimmt.

Energiefluktuationen
Der Mittelwert der Energie <H>: U ist fest. Von Bedeutung sind aber auch die Fluktuationen in

der Energie ( (H —<H>)2>. Diese und hohere Momente kénnen wir durch Ableiten von U nach

B erhalten konnen. Als Beispiel betrachten wir den klassischen Fall, wo gilt

U=(H)= % j dx H(x) e PH(X) = J dx H(x) eP[F(T.V.N)-H(x)]
au _ OF 1 BIF-H
und o = jdx H(X) [F=H(X) + B %] eBIF-H(T

OF OF .
Da B ——TaT =TS und U=F+TS , gilt

-5 = Jox [H00? - MG U] eBFHOOT = (12)- U2 = < (H—(H))2>

deoe U o 0U o :
Andererseits gilt ~ B =KkT oT = kT< Cy, . Damit folgt

((H—(H))?) =kT?C,,.

Die Fluktuationen der Energie sind durch eine Response-Funktion, die Warmekapazitat, ausge-
druckt. Da die Wéarmekapazitdt Cy, o« N und <H> oc N extensiv sind, kdnnen wir abschatzen

WH=H)? 1 .
) OC\/N NSo 0.

D.h. die relativen Fluktuationen und der Unterschied zwischen mikrokanonischem und kanoni-
schem Ensemble verschwinden im thermodynamischen Grenzfall N — oo.
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4.7 Das grolRkanonische Ensemble

Wir erlauben nun sowohl Energie- als auch Teil-

chenaustausch (ebenfalls haufig in der Praxis)
und fixieren nur die Mittelwerte <H>: U und

Warme- (Energie) und
Teilchen-Reservoir
(N)= No. Nun summieren wir auch Uber die E,N

Teilchenzahl N. D.h. die Entropie ist

S=-k i jdeN o(X,N) In p(x,N) ,
N=0

3N
wobei fr ununterscheidbare Teilchen gilt jdx6N =%J‘ (2d h)gN d®Ng.... Da die Teilchen-
. T

zahl nun nicht fest ist, deuten wir diese in diesem Paragraphen explizit als Superskript an.

Wir fixieren die Norm > jdx6N p(x,N) =1,
=0

die mittlere Energie (H) J.dXGN H(X) p(x,N) =

[ ﬁMs

und die mittlere Teilchenzahl (N) jdxﬁN N p(x,N) = Ng .

=z
11
o

Nach Einfihren von 3 Lagrange-Multiplikatoren fir die 3 Nebenbedingungen suchen wir also ein
Extremum von

S+a[i IdXGNP—l]—kB[i jdeNpH—U]+kBM[i IdeNpN—NO].
N=0 N=0 N0

Dies erfordert —Inp-1+a/k-BH-uN)=0.

Wir fuhren anstelle von o die groBkanonische Zustandssumme Zg = exp(1 — %) ein. Dann gilt

p(X, N)_ > —B [HX)— HN]
G

Die Normierungsbedingung liefert

Zg=Y [N e PIHOO-4N]
N=0

Mit Hilfe der oben angegebenen Relation kdnnen wir den Mittelwert der Energie schreiben als
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= 3 o™ pH=F 1) -

> IdxﬁNpInp :_B InZG+“<N>+Bk
N=0

N=0

= |

Der Vergleich mit der Definition des groRkanonischen Potentials Q(T,V,u) = U = TS — uN lie-
fert

O(TV,1) = KT In Zg(T,V,u) | und = % .

Aus Q(T,V,p) folgt dann wieder die gesamte Thermodynamik. Weiterhin kann p so gewéhlt wer-
den, dass die mittlere Teilchenzahl den geforderten Wert (N) = N hat.

Analog gilt in der Quantenmechanik

A LT
ZG
Z=tre PEHN) _ i 3 e PER-N)
N=0 n(N)
Q(T,V,p) = - kKTIhZg

Die Spur, tr... =)' > ... , enthlt jetzt auch eine Summe tber N, und n™ und EMN bezeichnen
N n(N)

die Quantenzahlen und Eigenenergien des N-Teilchensystems.

Wir filhren noch die Fugazitat z = ePH ein. Dann gilt der folgende Zusammenhang zwischen
grolRkanonischer und kanonischer Zustandssumme

Zs(TV,2) = 2, INZ\(TV) .
N=0

Fluktuationen der Teilchenzahl

1 2 0
Der Mittelwert der Teilchenzahl (N) = 7o VD) NZ—:0 NZNZy(TV) =27, InZg(T,V,2) ist
fest. Wir kénnen die Fluktuationen (N2) — (N)2 durch weiteres Ableiten berechnen

0 _0 0 Q(T,V,2)
2 2 - = 5, = -, =

2 2
- kT@QJ — KT (am) S NS
no TV o )1y v




. - . . N
Im letzten Schritt haben wir die thermodynamische Relation (s. Kap. 1) [MJ =
TV
verwendet, wobei w1 die isotherme Kompressibilitét ist. Da N2/V o N ist, sehen wir, dass die
relativen Fluktuationen in der Teilchenzahl im thermodynamischen Limes N—oo verschwinden
ebenso wie die relativen Fluktuationen in der Energie. Wir schliel3en also

Das mikrokanonische, kanonische und grol3kanonische Ensemble sind fur
grolRe N aquivalent.

Aber es gibt Unterschiede fiir ,,mesoskopische” (zwischen mikroskopisch und makroskopisch)
Systeme, bei denen N nicht sehr groB ist!

4.8 T — 0und der dritte Hauptsatz

Die quantenmechanische Formulierung des Problems erlaubt es uns, den Grenziibergang T — 0
zu verstehen. Wir betrachten ein System mit Hamilton-Operator Hund i.A. komplizierten Eigen-
zustanden und -werten, H|n) = E, [n), n=0,1,2, .... Wir erlauben, dass der Grundzustand G-fach

entartet ist. Die Energie der angeregten Zustande sei um einen Betrag von mindestens AE grolier.

L . .o~ 1§ . : :
Fur ein kanonisches Ensemble, mit p = Ee HIkT. tragen flr T — O nur die Matrixelemente der

Dichtematrix im Grundzustand bei, und zwar mit <0|p |0> = O(1/G). Dagegen verschwinden die
Matrixelemente <n|p [n>= 0 fir alle Zustinde, deren Energien um einen endlichen Betrag AE

hoher liegen als die des Grundzustandes. Damit erhalten wir fir die Entropie

S(TVN)=-ktrplnp ——7—> kInG.

Ohne Entartung ist G = 1 und die Entropie verschwindet bei T — 0. Bei endlicher Entartung G «
N gilt immer noch S/N = (k In G) / N— 0. Dies ist die Aussage des 3. Hauptsatzes.

Wir sehen weiterhin, was T — 0 bedeutet. Wenn AE die Energiedifferenz zwischen Grundzu-
stand und dem ersten angeregten Zustand bezeichnet, erhalten wir das Tieftemperatur-Ergebnis
fir KT « AE. Dies bedeutet u.U. dass die Temperatur sehr klein sein muss. Wir sehen nun auch,
dass bei den oben beschriebenen Gasen, wo wir uber alle Impulse integrieren und beliebig kleine
Werte des Impulses und damit der Energie zulassen, flr die Entropie und Wéarmekapazitat bei T
— 0 endliche Werte erhalten konnten. Wir verstehen nun auch, dass Freiheitsgrade ,,ausfrieren®,
d.h. ihr Beitrag zu den thermodynamischen GréfRen exponentiell oc exp(—AE/KT) unterdriickt

ist, wenn die Temperatur kleiner als die minimale Anregungsenergie wird, kKT < AE.
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5. Ideale Gase
5.1 Das (Maxwell -) Boltzmann-Gas

Als ,,ideales Gas‘ bezeichnet man ein System nicht-wechselwirkender Teilchen, die aber dennoch
(aufgrund einer schwachen Restwechselwirkung) alle miteinander im Gleichgewicht sind. Thre

N
Energic ist die Summe der Einteilchenenergien, H(x)=Zhi(xi). Als konkretes Beispiel

i=1
. N . . RN .
betrachten wir zunéchst N freie Teilchen im Kasten V = Ly Ly L, mit H(p;,q;) =2—pr . Die
My

Quantenmechanik zeigt, dass die Impulse der Teilchen, py 4, pyy, P17 - PNz gegeben sind

durch p;y = @ni x wobei njy =0, =£l, £2 ..., was im klassischen Grenzfall die Dichte der
> L 9 >

X
Punkte im Phasenraum festlegt. Wenn die Teilchen ununterscheidbar sind, beriicksichtigt man
dies beim Maxwell-Boltzmann-Gas (dies definiert dieses Gas) dadurch, dass das Phasenraum-

volumen bzw. die Zustandssumme durch die Zahl der Permutationen N! dividiert wird.

a) Mikrokanonisches Ensemble

Beim mikrokanonischen Ensemble sind Energie E und Teilchenzahl N fest. Dann bestimmen wir
das Phasenraumvolumen Q(E) der Zustdnde mit Energie H(p;,q;) < E. Daraus folgt die Entropie

S(E) =k InQ(E) und die Thermodynamik. In Kap. 4.4 wurde dies fiir freie Teichen gezeigt.

b) Kanonisches Ensemble

Beim kanonischen Ensemble bestimmen wir die Zustandssumme aus Z = tr ¢ 0o I dx ¢ BH()
N

mit B = 1/kT. Fiir wechselwirkungsfreie Teilchen mit H(x) :zhi (Xi) lasst sich Z als Produkt
i=1

von Einzelintegralen der einzelnen Teilchen schreiben,

-B2hy
Z=Idxe ; :{ﬁ}(

Wenn alle Teilchen gleich sind und h; (Xi) = h( X; ) gilt

ﬂjdxije_ﬁzhi {%} [1(Jdx, e ™)

1= i=1

Z= [$ ] (Zl)N mit Z, :J.dxi o Bhex)

Die GroBle Z; bezieht sich auf ein Teilchen. Bei ununterscheidbaren Teilchen dividieren wir beim

Maxwell-Boltzmann-Gas durch N!.
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Im zunéchst betrachteten Beispiel freier Teilchen ohne potenzielle Energie reduziert sich die

weitere Auswertung auf die Summe iiber die Impulse. Bei drei unabhidngigen Raumrichtungen
giltauBerdem Z =74 Z y Z; , mit

2 Ly
p T dp ps
Zix =Y exp(-B=X) =L, | —exp(- B X ) =
- 2m ' 2nh At

Dieses Gaul3’sche Integral fiihrt auf die thermische de Broglie-Wellenléinge
1/2
2nh?
}\lT =
mkT

Damit gilt Z; = V/X%, und die Zustandssumme fiir N unterscheidbare Teilchen [bzw.

ununterscheidbare Teilchen eines Maxwell-Boltzmann-Gases] ist

W

Unter Verwendung der Stirling-Formel, N! =~ (N/e)N, erhalten wir daraus die freie Energie des

Maxwell-Boltzmann-Gases ununterscheidbarer Teilchen

F(T,V,N)=—kT In Z =—kT N In eV3
N7

und daraus die Thermodynamik

F
S——@T) —NI[S5] 42 kN = U=F+TS=3 NKT
VN N2

OF N
PZ‘(@V)TN =kTy

F \Y
“:@_N) =—kTIn|—5| .
V,T N7"T

Wir finden also dieselben Relationen fir U und die ideale Gasgleichung wie beim

mikrokanonischen Ensemble.

Wenn der mittlere Teilchenabstand viel kleiner ist als die thermische de Broglie-Wellenlénge, a

3 . . : : : .
= 3JV/N < Mg, wird der hier gefundene Ausdruck fiir die Entropie negativ, S < 0. Dies

demonstriert ein Versagen der Maxwell-Boltzmann-Beschreibung in diesem Fall. Dagegen ist sie
fiir groBBe Teilchenabstinde, a » A, ausreichend. Dazu ein Zahlenbeispiel: Bei T = 100 K gilt fiir

H,-Molekiile A1 = 1 A. Fiir schwerere Molekiile und hohere Temperaturen ist A1 noch kiirzer.
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D.h. fiir typische Gase und Temperaturen ist die Maxwell-Boltzmann-Beschreibung ausreichend.
Dagegen gilt fiir Elektronen At = 70 A, was viel groBer ist als der mittlere Elektronenabstand bei

typischen Konzentrationen in Metallen. Hier gilt die Maxwell-Boltzmann-Beschreibung nicht.

¢) Grofikanonisches Ensemble

o0

Die groBkanonische Zustandssumme Zg = > ePuN Zy erfordert zusitzlich eine Summation
N=0

tiber die Teilchenzahl N und Zy; ist die Zustandssumme des kanonischen N-Teilchen-Systems.

D.h. bei ununterscheidbaren Teilchen (nur dafiir macht es Sinn) gilt

) eBpN N 5
Zg=2, @) =ew(Ze™)
N=0 :

wobei Z| wieder die Zustandssumme pro Teilchen ist (s.0.). Das groBkanonische Potential ist

Q(T,V,u) = kT InZg=-kT Z; e PH = kT % ePm
T

Daraus folgt

9

<N>=_@_) ST s T Q= (N KT
Wty A (N)22

S - _@_@ _ (Ek_ﬁjl3eﬁu :% k (N)+k (N) In—
v 2 T)ag (N2

& U=Q+TS+p(N) =%<N> KT .

o0 kT ePH
P=—(W) =%=@kT o PV=(N)KT=-Q
Tp AT v
In allen drei Ensembles finden wir also denselben Ausdruck fiir die Entropie, dieselbe ideale

: . : . 3 .
Gasgleichung P V = N kT, dieselbe kalorische Zustandsgleichung U = 5 N kT und so weiter,

wenn wir nur N und E durch deren Mittelwerte (N) und U= ( E) ersetzen.

Allgsemeine Quantenzustinde und Besetzungszahlen

Die Beschreibung kann auf Systeme verallgemeinert werden, in denen die Zustdnde nicht nur
durch die Impulse sondern durch allgemeine Quantenzahlen A charakterisiert sind, z. B. wenn die

Teilchen ein Potential fithlen. Wir betrachten N wechselwirkungsfreie Teilchen mit
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Mz

H (X1,X0, . XN) = . IAli(Xi ) ’

1

1

wobei jedes einzelne Teilchen durch den Hamilton-Operator ﬁi(xi) und das Eigenwertproblem

hi(x; ) @a, (%)) = &, @2.(x)
beschrieben ist. Hierbei ist x; entweder x; = r; oder x; = r;, Gj, ... (Orts- und Spinvariablen, ...),
(Pki(xi) ist die Eigenfunktion des i-ten Teilchens und A; die entsprechende Quantenzahl. Wenn H
eine Summe von ﬁi(xi) ist, faktorisiert die Gesamtwellenfunktion. Fiir N unterscheidbare

Teilchen, die wir zunéchst betrachten wollen, ist sie gegeben durch
On(X1:X2,0XN) = @3 (X1) @y, (X2) - Py (XN)

wobei n fiir den ganzen Satz von Quantenzahlen n = {Ay, ..., Ay} steht. Die Energie ist

entsprechend die Summe der Energien aller Teilchen

N
und ﬁ¢n=En¢n mit E, =, €, -
i=1

Die Zustandssumme lasst sich als Produkt der Zustandssummen der einzelnen Teilchen schreiben

R —BN , N _Be
Z=tre P =Y Bz TS5 2% _ H[Ze B)‘iJ

1

Bis hier erlauben wir, dass die Teilchen verschieden sind (z.B. mit unterschiedlichen Massen),
und ihre Eigenwerte und Eigenfunktionen alle verschieden sind. Bei gleichen Teilchen gilt
ﬁi(xi) = ﬁ(xi). Alle Teilchen haben dasselbe Spektrum von Energieeigenwerten g,. Wenn sie

unterscheidbar sind (z.B. weil sie auf Gitterpldtzen angeordnet sind), gilt

Z=@Z)N  mit z;=3 e P,
A

Wir berechnen also die Zustandsdichte Z; fiir ein einzelnes Teilchen als Summe {iiber seine

Zustinde A. Die Zustandssumme von N Teilchen ist das Produkt der Zustandssummen der

einzelnen Teilchen.

Maxwell-Boltzmann-Gas

Wir betrachten nun N ununterscheidbare Teilchen. In der nach Maxwell und Boltzmann
benannten phdnomenologischen Methode (die entwickelt wurde, bevor man den Unterschied

zwischen Bosonen und Fermionen kannte) beriicksichtigt man die Ununterscheidbarkeit, indem
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man in der Zustandssumme durch die Zahl N! der moglichen Permutationen dividieren. Die

kanonische Zustandssumme ist dann

N
IN= N' ZZ Ze - ﬁ(Zl)N mit zlzzeBSx
A

)

Fiir die groBBkanonische Zustandssumme ununterscheidbarer Teilchen finden wir dann

© PN N
ZG: Z NG (Z]) =exp(ZleB“) .
N=0 .

Besetzungszahlendarstellung
Den letzten Ausdruck koénnen wir umschreiben unter Einfiihrung der Besetzungszahl n;, die

angibt, wie viele Teilchen im Zustand A=1,2, .... sind. Es gelten zwei dquivalente Darstellungen

o eBpN -B Z Sk 0 00 o 1 _ank (Sx—},l)
ZG = Z zz 26 =1 = Z z .. Z ﬁ e * .
N=0 M Ay n,=0 n,=0 n, =0 n,n,..nm, ..

Zum Beweis dieser nicht offensichtlichen Aquivalenz formen wir den zweiten Ausdruck um
[o0]
7G= H ( z L' e—B(gx_H)nx) — H exp(e_B(gru))z exp (Z e—ﬁsx eBH) — eXp(Zl eB B ) )
A n, =00 A A

Wir erhalten also dasselbe Ergebnis wie wir zuvor fiir den ersten Ausdruck. Dies bedeutet, dass
wir die groBkanonische Zustandssumme des Maxwell-Boltzmann-Gases ununterscheidbarer

Teilchen auf zwei Arten ausdriicken konnen:

(1) Wir summieren fiir jedes der N Teilchen (i=1,2,...,N) iiber dessen Zustdnde (A; =1, 2, ....). Die
Ununterscheidbarkeit beriicksichtigen wir durch Division durch die Zahl der Permutationen N!.

SchlieBlich summieren wir {iber N mit dem Gewichtungsfaktor PuN,

(i1) Oder wir summieren fiir jeden der moglichen Zustinde A=1,2,.... iiber dessen Besetzungszahl
ny, die angibt, wie oft der Zustand von irgend einem der Teilchen angenommen war. Die
Ununterscheidbarkeit der Teilchen im jeweiligen Zustand A wird beriicksichtigt, indem wir

jeweils durch ny ! dividieren.

Aus der zuletzt beschriebenen Darstellung konnen wir auch ablesen, dass die normierte
Wahrscheinlichkeit, dass das Niveau A mit n; Teilchen besetzt ist, durch

Py (M) = 11 e Pt mit m =0,1,2,... und Z; = ZL e Bm. (e
Z, my! w0y !
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e8]
gegeben ist. Damit konnen wir die mittlere Besetzungszahl (n; ) = Z n, p;(ny) berechnen.
nk:()

Sie ist gegeben durch die Maxwell-Boltzmann-Verteilung

<nx> _ e—(ax —w)/kT

5.2 Identische Teilchen in der Quantenmechanik (Bosonen und Fermionen)

Die Quantenmechanik lehrt uns, dass es nicht ausreicht, die Ununterscheidbarkeit von Teilchen
durch die Division durch die Zahl der Permutationen N! zu berticksichtigen. U.a. hat die Ununter-

scheidbarkeit verschiedene Konsequenzen fiir Bosonen und fiir Fermionen.

Ununterscheidbare Teilchen:

Das Vertauschen von 2 Teilchen dndert den Zustand nicht, bis auf einen moglichen Phasenfaktor.

< e . S . . . . ~(p)
Wir fithren den Permutationsoperator P ein, der zwei Teilchen miteinander vertauscht, und P,

der p Permutationen von jeweils 2 Teilchen bewirkt. Dazu ein Beispiel:

P O(X 1, Xjoee o Xfoer) = P ---(Pki(Xi)---(ka(Xk)--- = ---(Pxi(xk)---(ka(Xi)--- = (X[5eeerXfoeeesXjse-)

Es gilt P2=1.Dh. die Eigenwerte von P sind+ 1. Da H und P (und auch I3(p)) vertauschen
haben sie einen gemeinsamen Satz von Eigenfunktionen. Es stellt sich heraus, dass in der Natur

beide Eigenwerte von P vorkommenden:

. . . .. . ~(p)
» fiir Bosonen sind die Zustinde symmetrisch P’ dg = dg ,

. . . . . . . ~(p)
+ fiir Fermionen sind die Zustéinde antisymmetrisch P’ dA =P dp -
Bosonen:

Die Eigenzustinde von H und P (mit Eigenwert +1) sind darstellbar als Summe iiber alle N!
. ~(p) . . .
Permutationen ¢g(xj,...xN) =K ZPP P d(x]...xyN), wobei K =1/ JN! die Normierungskonstante

ist. In ¢g steckt nicht mehr die Information, welches Teilchen in welchem Zustand ist, sondern
nur noch, wie oft jeder Einteilchenzustand ¢, vorkommt. D.h. |¢pg> ist vollstindig durch die

Angabe der Besetzungszahlen n) =0, 1, 2, ... fiir alle A charakterisiert

lbg>=ny ...y, ..>=[{my }> =n> mit ny =0,1,2, ...
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(Die Bedeutung der Kurzschreibweise |[n> muss sich aus dem Zusammenhang erkldren.) Der

Raum dieser Zusténde wird als “Fock-Raum” bezeichnet. Die Energie und Teilchenzahl sind

En=2 em; N=2 n.
A A

Fermionen:

Fiir Fermionen gilt  ¢pa(xy,..xN) = K Z(_)p lg(p) d(x;...xyN)- Dies kann als Slater-Determinante
P

geschrieben werden. ¢, ist antisymmetrisch. Dies finden wir nach Anwenden eines weiteren

Permutationsoperators
~ ~ ~(p) 1 alpth '+ ~(p)
PooA=KP Y (PP ¢p=-KP P P ¢=-KP (P P ¢ =—0a.
P P P

Wenn in ¢(xy,...xyN) ein Ein-Teilchenzustand mehr als einmal vorkommt, gilt bei Vertauschen

dieser beiden Teilchen ¢4 -Pp da =— ¢4 - Das bedeutet, dass ¢ = 0 ist. Daraus folgt das Pauli

Prinzip. Jeder Zustand kann hochstens einfach besetzt sein, also n; = 0,1.

Wieder ist der Gesamtzustand vollstédndig durch die Angabe der Besetzungszahlen n, bestimmt,

ldbA> = Iny, ey >E|{nk}>5’n> mit ny =0,1

E,=2 g , N= n.
A A

Zustandssumme

Die Summe iiber die moglichen Vielteilchenzustinde in der Zustandssumme kann nun einfach als
Summe iiber die moglichen Besetzungszahlen geschrieben werden. Die groflkanonische Zu-

standssumme fiir die Bose-Einstein- und Fermi-Dirac-Statistik ist

Y )
Zg= Y HEAN - T e
N,n )

o ® o By (1)
Z z Z ceg A i Bose-Einstein

11 1 B n; (55—
= Z Zze G Fermi-Dirac
o ) _an (&~
Z Z Z ---';e N Maxwell-Boltzmann

nl! n2-' b n)\l!. .
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Zum Vergleich haben wir als drittes noch einmal das Ergebnis der Maxwell-Boltzmann-Statistik
angegeben. Im Bose-Fall konnen wir die geometrischen Reihen aufsummieren, im Fermi-Fall die
beiden mdoglichen Besetzungszahlen explizit schreiben, im Maxwell-Boltzmann-Fall fiihren die

Reihen auf Exponentialfunktionen (wie schon oben gesehen). D.h.

1

H [l — e_B(gk_Ll )} Bose-Einstein

A

Zc = H [1 + e_B(gl_Ll )} Fermi-Dirac
G

A

H exp [e_ﬁ(srm } Maxwell-Boltzmann
A

Fiir kleine Werte von e PEAH) , also kleine Teilchendichten (s.u.), stimmen die drei
Verteilungen iiberein. Die Maxwell-Boltzmann-Statistik liegt zwischen der Bose-Einstein- und

der Fermi-Dirac-Statistik.

Analog finden wir fiir die kanonische Zustandssumme eine N-Teilchensystems in den drei Fillen

B,
x

o0 o0

Z Z ZO... 5N52m e

n; =0 n, =0 n,

~ 11 1 B> ;e
7= Ze PE. — Z Z Z 5N,anA e %

n; =0 n, =0 n, =0

Bose-Einstein

Fermi-Dirac

% 1 —B;nxak

Z Z Z —' n}\!,,.SN’anke

e Maxwell-Boltzmann
n=0n,=0 n,=0 Dprrh

Mit Hilfe der Polynonialformel ldsst sich die zuletzt angegebene Summe flir die Maxwell-

1 N
Boltzmann-Statistik in das schon bekannte Ergebnis, Zyg = NI (Z e‘BgX) , umschreiben. Bei
S

der Bose- und Fermi-Statistik ist die Fixierung der Teilchenzahl, Z n; = N, unbequem fiir die
A

weitere Auswertung. Da aber flir groBe N die Unterschiede zwischen den verschiedenen
Ensembles verschwinden, konnen wir haufig das jeweils bequemste, also hier das

groBBkanonische Ensemble verwenden.
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5.3 Das Bose-(Einstein-)Gas

Wir betrachten ein Gas wechselwirkungsfreier Bose-Teilchen mit Einteilchenzustinden mit
Quantenzahlen A, Einteilchenenergien €; und Besetzungszahlen n,. D.h. die Gesamtenergie und

-teilchenzahl sind E = Zx ny & und N = anx . Das Gas sei in Kontakt mit einem Wérme-

und (da am einfachsten zu behandeln) Teilchenreservoir. Fiir das groBkanonische Ensemble gilt

1

. . o0
Zg=tw e PEHN = e BLm@) <[] { X ePmEwi=T] g5

{ny} A m=0 A
Bose-Funktion
Wir kénnen wieder die normierte Wahrscheinlichkeit, dass das Niveau A mit n, Teilchen besetzt

ist, ablesen,

Bl . —Bmy (e
e

p(m)=[1-¢ , m =0,1,2,...

Daraus ergibt sich fiir die mittlere Besetzungszahl (n, )= Y n, p; (n) die Bose-Funktion
m,

1

<n7\,> = W = N(Sk) .
e -1

A N(Sx)

a) Fir0<e—p «kT gilt
N(ey) = KT/ (gy—1) -

b) Bei kleinen Dichten gilt
N(gy) = e (&) /KT,

Hier stimmen die Bose-Einstein- und die

Maxwell-Boltzmann-Verteilung {iberein.

Thermodynamik

Nachdem wir die Zustandssumme bestimmt haben, finden wir das thermodynamische Potential

O(T,V,u)= —PV=—kTInZ5=kT Y, In[1-ePEW]
A
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sowie die anderen thermodynamischen GréBen. Nach einigen Rechenschritten konnen sie

kompakt durch die mittlere Besetzungszahl, d.h. die Bose-Funktion, dargestellt werden,
0Q
(N) ==y =2 (m)
(&)
-~ \oT

U=Q+TS+uN =>g, (m) .
A

=—k 2, [(ny) In (ny) = (1+ (my)) In(1+(my))],
V,u A

Die weitere Auswertung dieser Grof3en erfordert Kenntnis von €.

Das ideale Bose-Gas

Wir betrachten Gasteilchen mit Impuls p und Energie g, = p?/2m. Die Teilchen sind
eingeschlossen im Kasten mit Kantenlangen Ly, Ly, L,. D.h. erlaubte Impulswerte sind p =

. 2nh
(anpyapz) mit Px = L_ ny und ny = 0, £ 1,

X

= Q(T,V,M) =kT Z In [l_e_(sp—u)/kT] )
p

Sinnvolle Werte des chemischen Potenzials p (bei &p > 0) sind —0 < pu < 0; denn Werte von p >0
wiirden zu einer Divergenz bei Ep=H fithren.

d’p
(nh)?

Wir ersetzen die Summe Z...durch das Integral VI .... Den Beitrag von p = 0
p
behandeln wir aber separat. Die Notwendigkeit dieses Schrittes wird spéter deutlich.

Wir fithren wieder die Fugazitit z=eP* mit 0 <z <1 ein und definieren die Integrale

47 2
g5 (z) =——— | dx x2 ln(l—ze_X ) z
512 n_([ A g85,,(2) I
-T— €(3/2)=2,612...
8 7 1 Lz
= — [dxx* =y
3 n'([ z‘lexz—l V:1V5/2
0 A
g3pn(2)=z oz 852 (2)= X2 NSV
v=1
Die Funktion g3,,(z) hat die dargestellte Form. Thre
Ableitung divergiert logarithmisch bei z=1. Beide

Funktionen sind nach oben beschrinkt,
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g52(z) < gsp(1) =§(5/2) = 1,342...

g32(z) < g3(1) =¢(3/2) = 2,612...
Damit gilt

O(T,V,1) = KT In [1—z] - kT % g5 (2)
T

Z \
(N) =15, *73 2.0
AT
3 \Y
U=5 kT3 g5, (2).
AT

Die ersten Terme in Q2 und (N) riihren vom Beitrag von p = 0 her. Fiir z < 1 sind sie vernach-

lassigbar, da sie nicht proportional zum Volumen V sind. Sie sind jedoch wichtig fir z — 1 (s.u.).

Fir z = ePH « 1 konnen wir die angegebenen Reihenentwicklungen der Integrale g5/2(z) und

23/2(z) verwenden und finden

(Ny _ 1 z 1 3 1,3
n=-—=—7 z(1+ +...) « also z=Ar n(l1- AT n+...
v X% ( 1312 ) % T ( 732 AT )
1 z 1 3
PV=-Q=kTV—3 z(1+5; +...) =(N)kT(1- 557 Ar n+...)
AT 2 2
3 1 3

Wir finden also wieder Relationen &dhnlich wie beim idealen Gas aber mit zusitzlichen
Korrekturen, die als Virialentwicklung bezeichnet werden. Hier rithren die Korrekturterme nur
von der Bose-Statistik her. Wechselwirkungseftekte fithren zu dhnlichen Abweichungen von den

ideale-Gas-Relationen. Die Bose-Eigenschaften entsprechen einer anziehenden Wechselwirkung.

5.4 Bose-Einstein-Kondensation

Die mittlere Teilchendichte hdngt mit p und damit z zusammen,

Ny _ (Np) | g3,(2) _z
% v T (No? = '

1-z

Da g3/»(z) < g3»(1) = 2,612... nach oben beschrinkt ist, reicht der 2. Term in (N)/V nur aus,
solange die Dichte klein oder - wegen der T-Abhéngigkeit von At - die Temperatur hoch ist.
Andernfalls muss (Ng)/V selbst fiir V — oo endlich sein. Dies bedeutet eine makroskopische
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Besetzung des Zustandes mit p = 0. Dieses Phdnomen wird als Bose-Einstein-Kondensation
bezeichnet. Im Detail gilt:

a) Fiir V — oo ist der erste Term vernachldssigbar, wenn die Dichte klein bzw. wenn die

Temperatur hoch ist. Dann nimmt die Fugazitit regulare Werte an 0 <z <1, und es gilt

n=(N)/V = g;,(2)/ 1.

Diese Relation konnen wir im Prinzip nach z(n) auflosen, was in verschiedene der unten

angegebenen Relationen eingeht.

b) Fiir hohe Dichten oder tiefe Temperaturen, d.h.

27h? n_ 23
n>n.= gy,()/A}  oder TSTC:(mk )(g3/2(1))

ist der Grundzustand p = 0 makroskopisch besetzt. D.h. die Dichte der Bosonen in dem einen
Zustand, p = 0, ist gegeben durch

1.z
0= 7TV 1=z

A ny/n
ng ist endlich (obwohl V — ). Dies ist nur moglich fiir
z=1-1/Ny= 1. Nun gilt

n=ng+ g,(1)/Ay°

3/2
:@:1_&/2(1)1:1_1 >
n 7»% n T : 0 T, T

Die Dichte im Grundzustand ng verschwindet oberhalb der Ubergangstemperatur und ist endlich

darunter. Damit stellt ny den Ordnungsparameter eines Phaseniibergangs dar.

Die Bose-Einstein-Kondensation wurde 1995 von Ketterle, Cornell und Wieman an Rb-Atomen
in Atomfallen bei sehr tiefen Temperaturen von ca. 107K nachgewiesen. Dafiir erhielten sie den
Nobelpreis 2001.

Die thermodynamischen Eigenschaften (fiir V — o) oberhalb und unterhalb des Ubergangs sind

1;—? 2s5,(z) oberhalb (T > T,(n) oder n <n_(T))
Q(T,V ..
Druck: P=- %}Q = k"} des Ubergangs

}L—3 g5, (1) unterhalb (T < T, (n) oder n >n_(T))
T
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Hier hingt z von n bzw. V ab, woraus sich das _ P
rechts dargestellte Bild ergibt. Im Ausdruck fiir
P tritt auch unterhalb des Uberganges kein zu-

sitzlicher Term auf, da _lim lln(l—z) — 0
VooV

auch fiir z — 1. Der Ubergang zwischen den

kT(n) .
beiden Phasen erfolgt bei P.=—75— gs(1), kondensierte
A Phase
T.(n)
N \53 2rnh?  g5n(1)
¢ (V) m  [g3(1)]°? Vv

Dariiber hinaus gilt (unter Verwendung der Relation zwischen <N> und z):

3 k% gs,(z2)—k(N)Inz  oberhalb
Entropie: S(N,V) = s \T/ des Ubergangs
—Kk—-g5,(1) unterhalb
2 A
< %k% 2., (2) %k(N) £0®  perhalb
Wirmekapazitét: Cy, =T (ﬁ) = ! S121 des Ubergangs
N,V 15,V
" k el g5, (1) unterhalb
T
A Sy
1,283 Nk/2 -
3 Nk/2 H
0

Die Entropie verschwindet fiir T — 0, in Ubereinstimmung mit dem 3. Hauptsatz.
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5.5 Hohlraumstrahlung, Photonen

Wir betrachten einen “Hohlraum” mit Volumen V.

Die Quantisierung der elektromagnetischen Strah- dQ
lung in dem Volumen fiihrt auf Photonen Hohlraum /
e,e ™% mit Wellenvektor k (mit k, = i_“nx T 6

X

und ny =0, +1, ...), Frequenz oy =c |k| und

Polarisation € ==+ 1. Hier ist ¢ die

Lichtgeschwindigkeit. Die Energie eines Photons
ist Ege = 71 0y , und sein Impuls ist p= 7 k.

Der Zustand und die Energie des Strahlungsfeldes sind charakterisiert durch die verschiedenen
Photon-Moden und deren Anregungs- bzw. Besetzungszahlen (wir ignorieren hier den konstanten

Beitrag der Grundzustandsenergie der harmonischen Oszillatoren)

|{ny.} ) mit ng.=0,1,2,.... und E({nks})Zkz:mk n,, .
&

Die Atome in den Wénden haben die Temperatur T. Sie emittieren und absorbieren Photonen. Im

thermischen Gleichgewicht hat dann auch das Strahlungsfeld diese Temperatur.

Zur Berechnung der ,,kanonischen Zustandssumme* (s.u.) dieses Systems summieren wir fiir jede
der verschiedenen und unterscheidbaren Photon-Moden, ke, iiber deren quantenmechanischen

Zustédnde, die durch die Zahl der Anregungen ny charakterisiert sind,

i BE(nH) © Bhom | i
Z-tre - Z © a H Z © B H —Bhay
ny .} k,e ny =0 Kk,e l-e

Fiir die ,,freie Energie* des Vielmoden-Systems erhalten wir dann kT >, In (1—eBhok ). Da |K|
ke

beliebig groBe Werte annehmen kann, summieren wir aber iiber unendlich viele k-Werte.

Wir erkennen, dass die so definierte Zustandssumme auch als groBBkanonische Zustandssumme
Z=Z¢ des Systems von Photonen incl. einer uneingeschriankten Summation iiber die Zahl der
Photonen interpretiert werden kann, wobei allerdings das chemische Potential der Photonen ver-
schwindet, p = 0. Zur Begriindung kann gesagt werden, dass fiir Photonen kein Erhaltungssatz
gilt, und daher bei der Herleitung des Formalismus in Kap. 4 kein entsprechender Lagrange-
Multiplikator p eingefiihrt wird. Diese Interpretation 16st auch eventuelle Fragen, was eine

kanonische Zustandssumme fiir unendlich viele Teilchen (hier Moden) ist.

Die ,,freie Energie® bzw. das thermodynamische Potenzial fiir Photonen ist dann
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2 4
O(T,V,u=0) =kT >, In (1—eBhoy) = 2V kT j n (e Phoy ) = v (kT)3
ke 45 (hc)
< @ X3 N
Hier haben wir verwendet —3 J- dx x2 In(1-e X) = J' dx = T'(4) ((4) = 3| n_ T
0 , ¢ -1 90 15°

Von Q finden wir die Entropie, innere Energie, die Warmekapazitit und den Strahlungsdruck

N 0
S=-3 = 4? , U=Q+TS=-3Q= V“ (KT
15 (hc)
co-TE _yiE k1)’ PV=—Q=Vn—Z(kT) _1
v=Tor ~Vs (hey® 45 (he® 3

Die mittlere Besetzungszahl der ke-Zustinde ist wieder gegeben durch die Bose-Funktion

-1
(nge) = N(o,) = ( Phoy, 1) . Daraus folgt die mittlere Zahl der Photonen mit Frequenz

zwischen o = ¢ k und ®+dw, unabhingig von der Richtung von k und der Polarisation ¢,

<n>2Vo3 0?do = N(0)F(0) do .

(2

Der Ubergang von den Wellenvektoren zur A u(® ,T)
Frequenz fiihrt die Photonenzustandsdichte F(w)
o ©° ein. Die mittlere Strahlungsenergie u(w,T)
bei der Frequenz ® pro Volumen erhalten wir,
indem wir die Bose-Funktion und die
Zustandsdichte F(®) noch mit der Energie %o

multiplizieren,

h
u(w,T) =3

Dies ist die Planck'sche Strahlungsformel.

Grenzfille im klassischen und extremen Quanten-Grenzfall sind

1

2
7'EC3

kT ®’ fiir o < kT Rayleigh-Jeans Gesetz
u(w,T) =

1 _
— o’ e "%T fir ho>KkT  Wien'sches Gesetz
nc
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Das Maximum der Verteilung ist bei 7 0,5 = 2,822 kT (Wien'sches Verschiebungsgesetz).

Die vom Hohlraumstrahler durch ein kleine Offnung (siehe Skizze oben) in das Frequenzintervall
do, Raumwinkel dQQ = sinfd6 do/4n pro Flichenelement df abgestrahlte Leistung ist

dl(0) =u(®,T) ¢ cosd dw dQ2df/ 2 .

Der Faktor 1/2 beriicksichtigt, dass nur die Hélfte der Photonen eine nach auBlen gerichtete

Geschwindigkeit hat. Die total abgestrahlte Leistung pro Fliache F ist dann

I C ¢t
= = |dQdou(®,T) 5 cos 0= — | do u(®,T)=0c T*
=] (@.1)7 y £ (@.T)
2.4
mit ¢ = W . Dies ist bekannt als das Stefan'sche Gesetz. Damit und mit dem Wien'schen
c

Verschiebungsgesetz lassen sich 7 und k bestimmen.

5.6 Phononen

a) Harmonische Oszillatoren

Wir betrachten nun die Gitterschwingungen in Festkorpern. Zunéchst betrachten wir ein verein-

fachtes Modell, wo wir annehmen, dass die Auslenkung jedes Atoms von der Ruhelage als klassi-
scher harmonischer Oszillatoren mit Frequenz o; beschrieben werden kann. Bei N Atomen und 3

Raumrichtungen gibt es 3N Auslenkungen, und die Hamilton-Funktion ist

=1

3N( 2
Py m > >
H({p;.q;}) = Z{$+?wi q; ]

Aus dem Gleichverteilungssatz konnen wir sofort schlieen, dass im klassischen Grenzfall die

innere Energie U = 3 N kT ist, und die Warmekapazitit

- 4
Cv=3Nk. v klassisch
e e T =
Der Vergleich mit der unten folgenden
quantenmechanischen Behandlung zeigt, Debye-
dass die klassische Beschreibung das Spektrum

korrekte  Hochtemperatur- aber ein ,  Einstemn-Spektrum

falsches Tieftemperaturverhalten liefert. " e~Op/T

H"’

p



87

In der Quantenmechanik beschreiben wir die 3N Oszillatoren durch den Hamilton Operator

N o A
sz h(’oi(Nj+§) , Ni=ai+ai,
i=1

wobei die Erzeuger und Vernichter die Vertauschungsrelationen erfiillen

[aj, 2 1=8; und [aja]=[a;",3;]1=0.

Fiir jeden einzelnen Oszillator haben die Eigenzusténde |n;) die Eigenschaften I/\\Ii In;) =n;n;) ,

1
mit n; = 0,1,2, ..., und die Energie ist E; = i o; (n; + 5 ). Die Erzeuger und Vernichter bewirken
a;"In;) =~[nit1 nj+ 1) und ajjn) =~[n; [y~ 1).

Die Vielteilchenzustidnde sind durch die Anregungszustinde oder 'Besetzungszahlen' n; aller 3N

Oszillatoren beschrieben |{n;}) =|n;,ny, ..., nzy). Die Energie ist die Summe aller

Einzelenergien, und die kanonische Zustandssumme der 3N unterscheidbaren Oszillatoren wird

3N
oo o B hoy(n+1/2) 3N
Z=tr e PH = Z Z . Blzzl 1( i ) _ H e—ﬁhmi/2 1 ‘
= — L 1— —Bhw,
n=0  n3N=0 i=1 e

Die freie Energie ist also

1 —Bho,
F =Y [5ho+KT (1 - Phoy
Wieder kann die Zustandssumme auch als grokanonische Zustandssumme von ,,Phononen®,
interpretiert werden. Da keine Teilchenzahlerhaltung fiir die Phononen gilt, ist das chemische

Potential p = 0, und die freie Energie und das gro3kanonisches Potential sind gleich.

b) Einstein-Modell

Beim Einstein-Modell nehmen wir an, dass alle Frequenzen gleich sind, ®; = ®(. Dann gilt

3N _
F(T,V.N) == hoy+3NKTIn(1-e P")

2 2 —Pho, 3Nk fir kT > o

F 0

= c\,z—T(—8 2] SNk (f2)T e - ’
0T*) v N kT )2 o

(1 _ e Pheo e P fir kT < ho,

Die Wirmekapazitit ist oben dargestellt mit 7w, = kbp (0p wird unten definiert). Sie
verschwindet exponentiell bei T—0. Dies ist typisch fiir Fille, wo Anregungen im System eine

minimale Energie (hier % m¢) bendtigen.
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¢) Debye-Theorie

Nun betrachten wir ein realistisches Modell fiir die Gitterschwingungen im Festkorper, bei dem

jeweils benachbarte Ionen harmonisch gekoppelt sind. Der Hamilton-Funktion ist dann

N 2

p; 1 2
H({p,q}) = —+— > A(q,—q;)" .
;2m 2<%:> o

Wir diagonalisieren und quantisieren. Die Eigenschwingungen sind die Phononen mit Frequenz
o)), Wellenvektor k und Polarisation A, die longitudinal (A= 1) oder transversal (A= tj, t;) sein
kann. Der Wellenvektor k ist eine gute Quantenzahl, weil die Eigenzustinde in einem

periodischen Potenzial Bloch-Zustdnde sind (mehr dazu im Abschnitt iiber Bandelektronen). Fiir

mitn, = 0,+1,+2,...), der Wellenvektor ist

Teilchen im Kasten ist k quantisiert (k, :2—nnx
L

X

aber beschrinkt auf die 1. Brillouin-Zone mit insgesamt N verschiedenen k-Zustinde (fiir

kubische Gitter mit —n/a<k, <m/a , ...). La. gibt es akustische und optische Phononen. Hier

betrachten wir aber Gitter mit einatomigen Elementarzellen, wo es nur akustische Phononen gibt.

Dann gilt

H = Z Z hog, (Ny, +1/2)

7\,:1,t1 ,t2 kel.BZ

Rechts ist eine realistische Phononendisper-
sionsrelation skizziert. Der Zustand der
Phononen ist charakterisiert durch die

Besetzungszahlen der Phonon-Moden,

>
gty ma =012, .., Wa kg
0
und die Zustandssumme und freie Energie sind nun
— 2 ho —Bh
z =[] M’ ud ROV =3 [“ kT (1- ¢ P )]
k, A l—e_ﬁhmk>L K 2

Zur weiteren Auswertung verwenden wir die Debye-Niherung, die aus zwei Stufen besteht:

(1) Die Brillouin-Zone wird durch eine Kugel mit Radius ky = m/a ersetzt. Genauer wird der

Radius so gewihlt ist, dass das Volumen der 1. BZ und der Kugel iibereinstimmen. Dadurch ist

gesichert, dass die Zahl der Oszillatoren pro Polarisation weiter gerade N ist. Wir ersetzen also
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2
N

N= Z 1= Virn I K dl;l , d.h. N:V4_Tc 1 3k3D’ bzw. kD:(6v n2)13,

kel.BZ k<k,, (2m) 3 (2n)

(2) Die Dispersionsrelation wird vereinfacht

oK), =c |k|  unabhéngig von A,

wobei ¢ die Schallgeschwindigkeit ist. Dies gilt offensichtlich nur fiir akustische Phononen,

optische wiren besser durch das Einstein-Modell beschrieben.

Dann ersetzen wir mit ® = ¢ k die Summe iiber die Wellenvektoren durch ein Frequenzintegral

D> = vVan [ Kk _ [ doF ) ... . A Fy (o)

T -
kel .BZ k<kp, (2m)

W<Op

Dazu fithren wir die Phononenzustandsdichte

V o2
Fr()=37 3 8(op-0)

N >
und die Debye-Frequenz op =ckp=c (6 n2)!3
y q D p=c( % ) oD o
bzw. die Debye-Temperatur kb, = % o ein.
)
Damit kann die Phononenzustandsdichte geschrieben werden wie Fy () = 3N —-6(op-—o) .
®p

In der Debye-Niherung erhalten wir so fiir die freie Energie

F(T,V)=>" jD do Fk(m)[hT(DijT In(1-¢P719)]
A0

Zur Auswertung des zweiten Terms nach einer partiellen Integration filhren wir die Debye-

Funktion D(x) ein,

37 di_ 1-3x/8+ ... fiir x«1
D(x)——g t

x> a3 .. fiir x» 1
Damit ergibt sich

9 )
F(T.V) =5 N kBp—NKT D(8p/T) +3 kT In (1-¢ '")

und daraus im Prinzip die weiteren thermodynamischen GroB3en. Die innere Energie konnen wir

auch direkt wie folgt ausdriicken,
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®p
ho 0

O%F (0U)
=_T|=—= ==
= (asz vN Dy y

— 9D i eD — 9D eD 1

= 3Nk[D(?)+ T3 D(?)] = 3Nk [4 D(Z2)-3 Tm]
Bei hohen Temperaturen T » Op finden wir wieder das klassische Ergebnis Cy; = 3N k.
Dagegen gilt bei tiefen Temperaturen T « Opy

12 T3
CV = TE4N k_
5 9D3

Der Unterschied zum Einstein-Spektrum riihrt daher, dass es jetzt Anregungen mit beliebig
kleiner Energie wy; — 0 fiir k — 0 gibt. Es ist weiterhin zu bemerken, dass es weder fiir
Photonen noch fiir Phononen eine Bose-Einstein-Kondensation gibt. Fiir diese Teilchen gilt kein
Erhaltungssatz, das chemische Potential ist p = 0, und bei tiefen Temperaturen nimmt die Zahl

der ,,Teilchen* einfach ab, muss also nicht den Grundzustand makroskopisch besetzen.

5.7 Das ideale Fermi - (Dirac -) Gas

Wir betrachten ein Gas nicht-wechselwirkender Fermionen im Kontakt mit einem Wirme- und
Teilchenreservoir. Die Zustandssumme des gro3kanonischen Ensembles mit Einteilchenquanten-
zahlen A ist

A oA — an (&, —1)
BE- -y T
{n;L =0,1}

Zg=tre

_ 1:[ [1+e—3(8x—u)}

Fermi-Funktion

Die normierte Wahrscheinlichkeit, dass das Niveau A mit ny = 0,1 Teilchen besetzt ist, ist

_; —Bny (g1—
Py, (nx) = l—i—e*B(g?FM) e Bny, (ex—1)
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Daraus ergibt sich fiir die mittlere Besetzungszahl A (o)
(my) = Z 0y, pj. (ny) die Fermi-Funktion 1
i kT

- _f
(n;) BT (€,)

f >
0 1l €

Bei hohen Energien und geringer Dichte stimmen die Fermi- und die Maxwell-Boltzmann-

Verteilung tiberein. Im Gegensatz zu Bosonen ist fiir Fermionen p nicht nach oben beschrénkt.

Fluktuationen

Fiir unabhéngige Fermionen gilt

_0+1 e BEr—1)

(M2 =T e~ = (= (m))D) = (m) — ()2 S ()

(ny Xn, ) fir A=A
(nyny,) =
(n, ) fir A=A

Die Fluktuationen der Gesamtteilchenzahl sind dann

((N=(N))?) =(N2) —(N)2=>" [(mny) — (my) (my) ]

i
= ; [(m) — (m)2]<(N)

d.h. fir N — oo verschwinden die relativen Fluktuationen in der Teilchenzahl.

Thermodynamik

Aus der Zustandssumme erhalten wir (z.T. mit einigen nicht-trivialen Umformungen) die

thermodynamischen Groflen

QO(T,V,u) =—kT In Zg =—kT D, In [1 + e & W/kT]
A
oQ
= <N> z_a_ 22 f(Sx)
H A

§=_ 2_? = kY [f(e) Infigy) + (1 f(e)) In (1 - f(e))]
A
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U=Q+TS+u (N) =2 & f(g)
A

Fiir die weitere Auswertung miissen wir €, spezifizieren.



93
Freie Elektronen
Fiir freie Fermionen mit Impuls p (im Kasten mit Py = 2—nhnx mit n, = 0,+1, +2,...) und Spin s,
L

X

d.h. (2s+1)-facher Entartung, gilt A = p,c und die Energie ist &) = ¢, = p2 /2m. Wir fiihren
wieder die Fugazitit z = ePH und zwei Integrale sowie deren Entwicklungen ein,
o [ o
fsp (z) = — dxx21n(1+ze = —
Vg 3 g z 1e +1 v=1
(_)vﬂ zV
Z 2B

0
und  f3, (2) =z, f5 =

Dann gilt

\
Q(T,V,u) =— (2s+1) 5 kT fsp(z) =—PV
7\‘T

v
N) = @2st)) 5 f3,(2)
T

125+1 ) V.
U = 3 kT f5/2(Z)

T

Bei geringer Dichte bzw. hoher Temperatur gilt z « 1, und

3 3
Ny st 22 _ Mo 1 [Mn)?
YT 2 z-3pte) O 250 T er) T

1
Einsetzen von z liefert bei geringer Dichte (np) = Sstl k% n e Pep . Diese Relation ist niitzlich

in Halbleitern mit geringer Leitungselektronendichte. Weiterhin gilt

2 3
M
PV=(2s+l)\g KT | 2= e+ [ = (N) KT | 14—t |
At 2 277 (2s+1)

Die Virialentwicklung zeigt, dass bei Fermionen der Druck - allein aufgrund der Statistik - hoher
ist als beim idealen Gas. Dagegen ist er bei Bosonen geringer (s.0.). Wahrend Bosonen einen
Trend zum ,bunching’ haben, erzeugt die Fermi-Statistik effektiv eine AbstoBung auf Grund des

Pauli-Prinzips (,anti-bunching”).
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5.8 Elektronen im Festkorper, Bloch-Zustinde und Bandstruktur

Haufig sind wir an den Elektronen in einem Festkorper interessiert. Diese bewegen sich in einem
periodischen Potenzial. Bei der Bestimmung der Eigenzustdnde ist es wichtig, die Symmetrie,
d.h. im periodischen Potenzial die Translation um eine Einheitszelle (Gittervektor a) zu
beriicksichtigen. Der entsprechende Translationsoperator T, und der Hamilton-Operator
vertauschen, und sie haben gemeinsame Eigenzustinde - die Bloch-Zustinde - mit den

Eigenschaften

Vinr+a)=e* gy (1) bzw.  y () =e*"u,(r) mit u,(r+a)=u,(r).

Hier ist n ein Bandindex. Der Wellenvektor k, bzw. der Quasi-Impuls p =7k, sind weiterhin

gute Quantenzahlen. Sie sind quantisiert, d.h. fiir Teilchen in einem Kasten mit Abmessungen Ly,
... gilt k, =2nn, /L, mitn, =0,£1,42,.... Allerdings kann man, wegen der Periodizitit von

¢’ die Werte von k auf die 1. Brillouin-Zone beschrinken, d.h. —n/a <k, <m/a .

Die Energie der Bandelektronen g,  ist i.A. eine kompliziertere Funktion von k (siche Bilder

fiir die Bandstruktur verschiedener Materialien). Manchmal ist aber der Grenzfall der ,,nahezu
freien Elektronen® erfillt. Dann ist im untersten Band fur kleine Impulse &, = p2 /2m, aber am
Rand der Brillouin-Zone 6ffnet sich eine Bandliicke zum néchst hoheren Band. In Halbleitern
hiangt die Energie an der unteren Bandkante haufig quadratisch vom Impuls ab, aber die effektive
Masse m* unterscheidet sich von der freier Elektronen. Haufig interessieren uns auch nur die
Eigenschaften der Elektronen in der Ndhe der Fermi-Energie. Wenn diese Verallgemeinerungen
beriicksichtigt werden, lassen sich die bisherigen Ergebnisse auf Elektronen im Festkorper

iibertragen.

Fermi-See

Bei T=0 gilt f(¢) = 6(n—€). Das chemische Potential bei T = 0 ist die Fermi-Energie ep

2rth
w(T=0). Fiir freie Teilchen im Kasten mit Kantenlingen L mit p = % (ny, 0y, 0,) , €p 5 =

pZ/2m und Spin s ist der Fermi-Impuls pg = \J2me definiert durch die Bedingung, dass alle

Teilchen in der Fermi-Kugel untergebracht werden kénnen, d.h.

2 2 2
N (2s+1) 4n 3 PF h 6m~ \2/3
n=y = — =  ep=wW(T=0)= = n .
M rnn)’ 3 PF F=uI0) 2m 2m( 2s+1)

In Festkorpern hingt i.A. die Energie von der Richtung von k ab. Dann ist der Fermi-See keine
Kugel, aber das Volumen ist weiterhin durch die Bedingung festgelegt, dass darin alle Teilchen

untergebracht werden konnen.
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Zustandsdichte der Fermionen

Um die Summe iiber Impulse durch
Integrale iiber die Energie auszudriicken,
filhren wir die Elektronenzustandsdichte A D(¢)

(pro Spin) ein. In 3 Dimensionen gilt

4t

D(e) de = 2d
(e) iy PP
| >
Fiir freie Elektronen mit g, = p2 /2m gilt 0 m c
3/2
D(g)= —2P LI P

w2 nd 2nh’

€ €
N 3 E 3
Daraus folgt bei T=0 mit V" (2s+1) I de D(¢) die Beziehung V- (2s+1) I deD(e) e = %N EF .
0 0

5.9 Das entartete Fermi-Gas, Sommerfeld-Entwicklung

In Metallen ist die Elektronendichte A (&)

hoch, und p » kT. Typische Werte 1 kT

sind

wWT=0)=egp =k Tg = 10eV

| >
n

= Tp=10°K 0

]

Bei endlichen aber tiefen Temperaturen, kT « p, konnen wir ausnutzen, dass die Ableitung der

Fermi-Funktion nur in einem engen Energiebereich von der Grofle kT « p von Null verschieden
ist. Im Vergleich zu —df(e)/de sind andere GroBen, z.B. die Zustandsdichte D(g), glatte

Funktionen. Dies macht eine Entwicklung moglich, die als Sommerfeld-Entwicklung

bezeichnet wird. Wir brauchen dafiir die folgenden Integrale st (e—w" (-df /de) | Die untere
0

Grenze kann von Null nach —o verschoben werden. Damit ergibt sich

1 n=0
% df (n*/3)(kT)* n=2
n
Ide (e—W (—d—j = J(7x*/15)(kT)* n=4
0 n ungerade
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Die Integrale wurden durch folgende Integrale ausgedriickt

= (n-1)! (2n) (1-21") {(m),

E[o ey

wobei C(n) die Riemann'sche Zeta-Funktion ist mit den Werten ((2) = n2/6 £4) = /90 , ...

Wir entwickeln f5,5(z) und f5/5(z) oder direkt Q(T,V,u) in der Sommerfeld-Entwicklung:

QO(T,V,u) = =(2s+1) VKT _[ deD(e) In[l+¢ EWKT] |

0—>—o

In zwei partiellen Integrationen fithren wir die GroBen a(e) und b(g) ein,

€
' 2 3/2 _ ' n o m3/2 4 5/2
a(e) = Ids D() = \/_ 3,53 —¢ und b(e) = '([da a(e") = mg €

Dann gilt

df(e) j

Q(T,V,u)=—(2s+1) V Ideb(S)(— i

Wir entwickeln nun b(e) um € = p : b(g) =b(u) + a(p) (e—) +% D(p) (e—)2 + ...
2
= Q(T,V,w)=-(2st) V [b(u) + % D(p) (kT)? + } =—-PV

<N>=—aQ (2s+1)v[a(u)+—4}ﬂ(kT)2+ }

3 3
2 3

m 2 32, n’ m
——— kT)"+...| = 2s+)V—=—5—=—=¢
V2 Zh{ 12‘/ ey ARV IR

Durch Invertieren finden wir, dass p von T abhingig ist,

()]

Analog finden wir

= (2s+1)V

3 5 kT)?
Uu=35 (N) al{lJrEnz(;) +} und Cy = (N) kjg

D.h. fir kT « ep héngt die Wirmekapazitit linear von der Temperatur ab.
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Wir vergleichen das verdiinnte und das entartete Elektronengas (letzteres in niederster Ordnung
in T/Tf)

klassisches System ‘“‘entartetes” Fermigas

_ 3 3
U = 3 3
5 NKkT s NkTg
PV = N KT 2 NKT
5 F
D = T NTF

(D ist die Diffusionskonstante.) Beide Systeme erfiillen also dhnliche Relationen, solange T durch
Ty ersetzt ist. Dies steckt hinter der Bezeichnung "entartet".

5.10 Pauli-Paramagnetismus

Ein Elektron im Magnetfeld ist beschrieben durch den Hamilton Operator (wir wihlen hier e =

le|, die Ladung eines Elektrons ist also —¢)

2

N

H = L(ijEA] — ugo-H; c6,=c==x1, pyg=e#h/(2mc)
2m c

Die Kopplung von Impuls und Vektorpotential filhrt zum Zeeman-Effekt und Landau-
Diamagnetismus, die wir hier nicht weiter diskutieren. Dagegen untersuchen wir nun die Kon-

sequenzen des letzten Terms, der zum Pauli-Paramagnetismus fiihrt.

Die Energieeigenwerte sind dann c
s PO
2

_P- €
€ps ~ oy — O MB H. i s i UEIBE desss i m

Zweig mit

Der Unterschied zwischen der 'Spin-auf o= :
G jmes k]

+1 und 'Spin-ab' 6 = —1 Komponente ist der
Beitrag +ugH in der Energie, den wir formal

durch eine Verschiebung des chemischen

Zweig mit
c=+1

\—___—/ p

Potentials darstellen konnen,

Hy=p = pgH.

Die Zustandssumme ist
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2
Zg= > expi- BZ[(n +np) (5 —— 1)~ ugH (g - ny) ]}
{ng} {np}

und die Magnetisierung

M=pg ((N*) —(N)) = pg Y. ((n))—(n3))
p

Fiir KT « ep gelten die Relationen des entarteten Fermi-Gases. D.h.

N+ —N— m3/2 2 3/2 3/2 m3/2 _ 3 u H
= —— V) — -1 )u D(s)ZpH—n— .
P = s ) i i = 3
Damit gilt fiir die Magnetisierung und Suszeptibilitét A
X
2
M 3nugH
A Ep
3002
und ~ 20Hp 2 ug? D(ep)
2¢gp
: ey . I >
Die Suszeptibilitét ist also proportional zur Zustands- c
F kT

dichte an der Fermi-Kante.

Fiir kKT » e » pgH gelten die Relationen des Fermi-Gases mit geringer Dichte

N+—N 1
vV _3

H
kT

(eﬁl"' _eBP-) ~n

H

M ZH
D.h. die Magnetisierung ist v on HkT und die Suszeptibilitt ist y =n — HB

KT
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6  Systeme mit Wechselwirkung
6.1 Wechselwirkende Teilchen

Die Hamilton-Funktion von N wechselwirkenden Teilchen ist

H{pi}Ard) = Z [2m Lum] 33 Vii-n),
i#

die Gibbs'sche Verteilungsfunktion ist p({p;}.{r;}) « exp[-BH({p;}.{ri})] und die klassische

(Maxwell-Boltzmann) kanonische Zustandssumme

_ 1 3N
A P = h)gN [d™r exp[-BH{pi:ArN] -
R
Jede Impulsintegration liefert J'd—p e Pam = kaZ = 1 , was die thermische de Broglie-
2nh 2nh At

Wellenlange A definiert. D.h.

Zy = ;lxm Jd3Nrexp{ {ZU(rw >V - r)}}

Iij

Eine weitere exakte Auswertung ist nur in Spezialféallen (z.B. bei harmonischer Wechselwirkung)
mdoglich. I.A. sind Approximationen oder Numerik (z. B. Monte-Carlo-Methoden) nétig. Diese
werden im Folgenden an einigen Beispielen erlautert. Weiterhin werden die Wechselwirkungen
in Festkorpern ausfuhrlicher diskutiert.

6.2 Virialentwicklung

Genlgend verdunnte Gase verhalten sich ideal, d.h. PV = N KT. Bei nicht-verschwindender
Dichte n = N/V fuhren Wechselwirkungen oder, wie in Kap. 5 gezeigt, die Bose- oder Fermi-
Statistik zu Korrekturen. Dies ist die Aussage der Virialentwicklung, einer systematischen
Entwicklung in der Dichte

PV o i+nB+n2CH..
N kT

Fur anziehende Wechselwirkung ist der 1. Virialkoeffizient B < O, fiir abstolRende gilt B > 0.
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Eine Entwicklung in der Dichte entspricht einer Entwicklung in der Fugazitat, z = eW/KT « 1. Die
grolRkanonische Zustandsdichte ist dann

Zg= > ZneNWKT =147, etkT 47, e20KT 4
N=0
Deutlich weiter flhrt es, eine Kumulanten-Entwicklung durchzufihren
Zg =exp[Z,eVKT+ 7, e20KT 4 1= 1+ 7 e"KT (2, + = > Ly ) ek 4
Der Vergleich liefert 2, =24, Z, =2, - % 72, ... Die Kumulanten-Entwicklung liefert direkt
das groRkanonische Potenzial

QTV,w)=-PV=-KT[Z eWKT + 7, e20kT 4 ]

Weiterhin gilt

Die Kombination liefert PV =KT [(N) - Z, e2WKT+ ] =kT [(N) - Z, (N)%Z +..] und

B=-VZ,/Z} = -V (2,/12{-1/2).

Virialkoeffizient fur ein klassisches Gas mit Paarwechselwirkung

Fur ein klassisches System mit Hamilton-Funktion H = Z +5 Z V(ri—rj gilt
i= 1 i#

Z

Vv
rexp[- BZm ] =3
23

_ 1 dPpdp, o3 3 p_l2 p_22 1V s e
Zy = EI—(Znh)G _[d rd’n, exp{-p5m +5m +V(ri-r)l}= Eﬁjd re-BV()

D.h. der 1. Virialkoeffizient ist daher

_ %Idsr[e—V(r)/kT _1} .
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Zur weiteren Auswertung betrachten wir ein AVD
Potenzial mit 'hard core' AbstoBung bei kurzen
Abstanden und schwacher Anziehung bei groReren 'hard core'
Abstanden AbstoBung

=V(r)/KT firr> 2r, r

\ >
Hier ist ro der Teilchenradius, d.h. der Abstand von ~
zwei Teilchen ist mindestens 2rq. Damit ergibt sich 2ty schwache Anzichung
14n 1 3 a .
B(T) =53 (2r0) 3+ _|r|>'[2r d®rv(r) = b—17 mit a,b>0.

Der erste Beitrag, b, beschreibt das durch ein Teilchen fir die anderen ausgeschlossene Volumen,
wéhrend a die anziehende Wechselwirkung charakterisiert. Die Gasgleichung (mit <N>:N, da

die Fluktuationen klein sind) lautet also
PV=NKT (1+bn-ars
= ( n-apt).

Fur hohe Temperaturen dominiert die AbstoRung, fur tiefe die Anziehung.

Das van der Waals-Gas

Fur geringe Dichten kdnnen wir die Virialentwicklung auch in der folgenden Form schreiben
PV +an?V=NKT (1+bn) bzw. (P +an?) V (1-bn)=NKT. Dies fihrt zur bekannten van
der Waals-Zustandsgleichung

2
(P+a%)(V— Nb) = NKT |,

wobei, wie oben gezeigt, a mit der anziehenden Wechselwirkung bei groReren Abstdnden und b
mit dem abstoRenden 'hard core' Potenzial zusammenhéngen. Hier haben wir die van der Waals-
Gleichung im Grenzfall kleiner Dichte hergeleitet, wo sie aquivalent zur Virialentwicklung ist.
Sie wird aber i.A. aber auch bei groReren Dichten als sinnvoll angesehen, und beschreibt dann
auch den Flussig-Gas-Phasenubergang.

Quanteneffekte und Virialkoeffizient

Wir geben noch einmal eine einfache Herleitung des 2. Virialkoeffizienten, der von der Statistik
herriihrt (vergl. Bosonen und Fermionen im Kap. 5). Dazu betrachten wir ein nicht-wechsel-
wirkendes Bose- oder Fermigas mit Energie p2 /2mund Spin s
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- Z, = Z e—l3102/2m=(25+1)13 , Z, = Z ' e=B(p2+p2)l2m
pc T po,p'c’

Die Einschrankung bei der Summation in Z, (symbolisiert durch den Strich) berticksichtigt, dass

Vertauschen von pc und p'c’ keinen neuen Zustand liefert. Dies hat unterschiedliche
Konsequenzen fiir Fermionen und Bosonen. Fur Fermionen muissen wir gleiche Zustande
ausschlief3en. D.h.

Z':iz :%Z —%

po,p'c 2 po#p'c’

Fur Bosonen ist Doppelbesetzung moglich, und die Diagonalterme tragen bei,

Soly s oolnyoiy

po,p'c c#p'c’ po=p'c’ pc p'c’ c=p'c’
2p2
1 _, 1 +B5n .. Bose -
= Zy =5 2 =) e far . Statistik
2 71 79 pzc Fermi
1 25+ BP (2st]) V.
5 _ 7 _= 72_ 2m  _ -

Der Faktor 232 im Nenner des letzten Ausdruckes riihrt davon her, dass wir das bekannte
Impulsintegral mit der Masse m/2 auswerten muissen. Der Virialkoeffizient ist also B

3
AT . . Bose . _ .
=¥ 2(s11) und hat entgegengesetztes Vorzeichen fir Fermi Teilchen. Damit finden wir

das Ergebnis wieder, was wir in Kap. 5 fir das Bose- und das Fermi-Gas hergeleitet hatten,
PV=NKT [15 n——ey 23]
- + (25+1) 052 Tl »

Die Bose-Statistik liefert eine effektive Anziehung, die Fermi-Statistik dagegen eine effektive
AbstoBung (“statistisches Potenzial”).

6.3 Spin-Modelle mit Wechselwirkung

Ein wichtiges und grindlich studiertes Beispiel wechselwirkender Systeme sind die Spin-
Modelle. Wir betrachten ein d-dimensionales Gitter von Spins, z.B. einen Festkorper, wobei an
jedem Gitterplatz (nummeriert mit i = 1, ..., N) ein Spin S; sitzt. Zur Erinnerung: Die Spins sind
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Operatoren mit den fur Spins typischen Vertauschungsrelationen. Wir kénnen Spin-1/2-

Operatoren durch Pauli-Matrizen darstellen, S = % G = % (6x,6y,62), mit

. _(01) . _(O—i) . _(1 0)
°x=\10/ ' %Yy~ lo/) ' %z2=0o-1) -

Der Einfachheit halber setzten wir hier und im folgenden 7 =1. Die Eigenwerte von S? sind

A

S(S+1), die einer der Komponenten, z.B. die von éz sind m = -S, -S+1, ... +S. Jeder Spin hat
ein magnetisches Moment M = uoé mit py=gug, Wobei ug =eh/2me das Bohr’sche Magneton

und g das gyromagnetische Verhéltnis ist, fur Elektronenspins gilt g = 2. Entsprechend hat ein
Spin in einem Magnetfeld H die Energie Hy = - p,S-H. AuBerdem gibt es eine

Wechselwirkung zwischen Paaren von Spins von der Form Hj,; = -1 éi -éj. Ein Gitter solcher

Spins mit Nachster-Nachbar-Wechselwirkung ist beschrieben durch das Heisenberg-Modell

H=-3) §-§;-pH-D S,
(i i

Fur positive J wird eine parallele, fiir negative J eine antiparallele Ausrichtung benachbarter
Spins beglnstigt. Die Summation Gber (i,j) ist Uber alle ndchste Nachbar-Paare i und j. Jeder

Gitterplatz hat z Nachbarn. (Fir eine kubisches Gitter in d Dimensionen ist z = 2d.)

Die Ursache einer solchen Wechselwirkung konnte die Dipol-Dipol Wechselwirkung sein. Die ist
aber im allgemeinen sehr schwach. Von Bedeutung ist dagegen die Austausch-
Wechselwirkung, die eine Konsequenz der Coulomb-Wechselwirkung und des Pauli-Prinzips
ist. Um dies zu erléutern, betrachten wir 2 Fermionen jeweils mit Spin S=1/2. Der Gesamtspin
beider Teilchen ist éG = él +§2. Die Gesamtwellenfunktion (Bahn- mal Spinzustand) muss

ungerade sein beim Vertauschen der beiden Teilchen.

Gesamtspin Bahnwellenfunktion Energieeigenwert
Sg =1 Triplett, gerade ungerade Eo
Sg =0 Singulett, ungerade gerade E;

Abhangig vom Spinzustand ist die Bahnwellenfunktion ungerade oder gerade. Fr letzteres ist
aber die Coulomb-AbstoRung stérker und der Energieeigenwert grolier, E; > Eq. Die Energie fur

beide Zustdnde konnen wir schreiben als E = Ej —%(El—EO)SG (Sg + 1). Das Produkt

Sg(Sg+1) ist aber gerade der Eigenwert des Operators SZ , den wir wie folgt umschreiben

S2 =(S;+57)2=2-S(S+1)+2 S-S,
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Damit finden wir fir die Energie E = const — J §1- §2 mit J = Eq — Ep, und wir erkennen die

oben angegebene spinabhangige Wechselwirkungsenergie.

Im Sinne des oben diskutierten (die Wechselwirkung der Spins ist durch die Quantenmechanik
begrindet) ist das Heisenberg-Modell ein quantenmechanisches Modell. Oft wird es aber auch als
ein klassisches Modell verwendet. Dann sind die "Spins" 3-dimensionale Vektoren (Zahl der
Komponenten, n=3) mit festem Betrag. Formal ist dies realisiert als Grenzfall, wenn der Spin pro
Gitterplatz sehr groR ist, S — oo. Dann fiihren wir als neue Variable den klassischen, normierten
Vektor S;= S;A[S(S+1) ein, und es gilt (mit neu definierten Konstanten J und p)

H=-33 §-5-puHYS  mit [§]=1.
(LD i
U.U. spielt aber auch nur die z-Komponente des Spin-1/2 Teilchens eine Rolle S;; :%ci mit

cj =% 1. Dies fuhrt zum so genannten Ising-Modell (eine Komponente, n=1)

H:—\]Z Gi'Gj—HHZGi ,Gi:il
(ij) i

Die Zustande des Ising-Modells o ; = +1 kdnnen durch Vektoren 'auf' und 'ab' dargestellt werden

12 3 . . N
Tl VA
Zwar haben wir hier das Ising-Modell als Spezialfall des Heisenberg-Modells eingefiihrt. Es ist
aber auch ein Modell fir viele andere Probleme, die durch zwei mdgliche Zustdnde pro

Gitterplatz charakterisiert sind. Das Ising-Modell ist eines der einfachsten und daher ausgiebig
untersuchten Modelle mit Wechselwirkung.

Manchmal spielt nur die Projektion des Spins auf die = 4 '/ f - \ /* *

xy-Ebene eine Rolle. Das so erhaltene Modell ist das
XY-Modell (hier ohne Feld und klassisch). Die b \ ‘ f A > + f

Variablen sind dann Einheitsvektoren in der Ebene
L2 2 _ . > \ ¥ f A \ f A
(Syi» Syi) mit S,; + Syi = 1 (zwei Komponenten,

n=2), deren Richtung auch beschrieben werden kann \ f R 4 }/ * e \
durch die Winkel ¢;. Damit gilt

H=-J z (SxiSxj *+ SyiSyj) =K Z cos(g; — ¢;)
{0 (.
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6.4 Das 1-dimensionale Ising-Modell

Fur eine Kette von ,,Ising-Spins* mit nachster-Nachbar-Wechselwirkung gilt

H

- N J uH,
0 Giia —h - mit j=-— und h="—"%.
T J§G|0I+l ch J KT

KT

In d=1 (auch in d=2 fur h=0) kann das Ising-Modell exakt geldst werden. Dies demonstrieren wir
an zwei Beispielen:

a) Rekursionsmethode fir h=0

Wir betrachten zunachst eine offene Kette ohne Feld

=Y Y e Y exp{jg Gi_lci}.

Gl=i1 GZZil GN:il

Z\ lésst sich rekursiv bestimmen:

N-1
VANE Z z z exp {j% Gi_lﬁi} Z exp ( on—1 ON)

c;=tl o,=%1 ong=tl on=t1
=ZN-1 2 cosh j firN>2.
=  Zn=2(2cosh j)N-L,

Die freie Energie (genauer freie Enthalpie, da sie von den intensiven Variablen T und H und der
extensiven Teilchenzahl N abhdngt) ist dann
G(T,H,=0,N)=-KT InZy=—=KT [N In 2 + (N-1) In cosh kJ_T]
D.h.
oG 4 oy A

S(T,H,=0N)=-37

=k [NIn 2 + (N=1) In cosh ki

~ (N=1) —tanh —]

oS
oT

=k (N 1y >
=k (N- )(kT cosh(J/kT)j 0

und Cy(T,H,=0)=T %7

-
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b) Transfermatrixmethode

Als néchstes betrachten wir ein 1-d Ising-Modell auf einem Ring, d.h. mit periodischen Rand-
bedingungen op+1 = o1, mit von Null verschiedenem Feld h # 0. Wir spalten H auf wie folgt

H_ O h o 3
kT =2 Qoiok—3 2 (citoi) = 2 U(Gioin)
i=1 i=1 i=1

= Zy = Y e~U(01,02) g=U(c2,03)  g-U(on,01)
c;=t1 c,=%1 on=t1

Wir fuhren nun die Transfermatrix ein
jth -]
; e e
eU(c0)= T o ; T= o
el ¢l
Damit lasst sich die Zustandssumme in der Form eines Matrixproduktes schreiben

ZN = Z Z Zl T0102T0203...TGN01 )

Glzil Cy =+1 oN=t

und wegen der Summation Gber die &uBeren Indizes als Spur Zy = tr TN. Zur weiteren

Auswertung diagonalisieren wir T

A O | |
2

n, o
Damit gilt ZN:trTN:tr[ol k) SSAETL
2

(FirH; — OistAg o = el + e, D.h. der Ring unterscheidet sich geringfiigig von der oben behan-

delten offenen Kette.) Fir N — oo dominiert der groBere der Eigenwerte 7»? » 7»2N . Daher gilt
ZN = }‘T F
G(T,H;N) ==NKT In 2y . 1

Die Magnetisierung ist also

0G(T,H,,N)
oH,
sinh h
B —
x/smhzh+e J

M(T,H,,N) = -

=N
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und die Suszeptibilitat

OM(T,H,,N)

XT =
oH;, H,=0

2
_ Np” omr
kT

Die Suszeptibilitdit hat eine wesentliche
Singularitat bei T = 0. Wir werden bei der
Diskussion von Phasentibergangen darauf
zuriickkommen. 0

-

Die Suszeptibilitadt hangt mit der Korrelationsfunktion zusammen

2 N

},l
kT |§1 J H,=0

(Ubungsaufgabe) .
Wir haben oben gesehen, dass das 1-dimensionale Ising-Modell bei T # 0 keine spontan

geordnete Phase hat. Nur bei T = 0 sind alle Spins auch ohne Feld parallel ausgerichtet. Das
mag zunachst verwunderlich erscheinen, da der Zustand 1111111...., d.h. oj = +1 flr alle i, die

niederste Energie hat (entartet mit o = -1 fur alle i). Aber dieser Zustand hat nicht die niedrigste

freie Enthalpie G = E — TS. Um dies zu zeigen, betrachten wir eine Konfiguration wie
MM1LLLLL], wo die Spins eines Teils der Kette umgedreht sind. Die Trennwand zwischen den
beiden Bereichen erhoht die Energie um AE = 2J, sie kann aber an N Stellen liegen. Der
Entropiegewinn ist AS = k In N. Dies bedeutet, dass bei T#0 die freie Enthalpie des Systems
durch die Trennwand abgesenkt ist. In Kapitel 9 werden wir weitere Systeme, auch das Ising-
Modell, in mehr als 1 Dimension untersuchen. Dort werden wir Phasenubergange und spontan
geordnete Phasen auch bei endlichen Temperaturen finden.

6.5 Cluster-Entwicklung

Hier betrachten wir das Ising-Modell in d Dimension auf einem rechtwinkligen Gitter mit
Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn (i,j) fur H, = 0. (Zur Unterscheidung der

verschiedenen Symbole schreiben die dimensionslose Kopplung als K=J/kT.) Dann ist

ZN(TH,=0)= 2 ePH=3"TT eKoij
{c} 1o} G
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Da (ojoj)? =1 gilt eK°i% = cosh K + ; o;sinh K = cosh K [1 + oj o tanh K]. Damit wird

die Zustandssumme

Zn (T,0) = (cosh K)P D" T (1 + ojo;jtanh K)
{o} (i)

P ist die Zahl der n&chste Nachbar Paare (i,j). Abgesehen von Randeffekten gilt P = N z/2,
wobei z die Koordinationszahl ist.

= Zy (T,0)/(cosh K)P = i i i {1

1 2 3 4 612—162:—1 GN:—].
o—-=oO0 o O
n+l  n+2 ttanh K (6102 + 06203t 010p41 +.)

+ tanth (Gl Cy 0y O3t ... )
2n+1
O + tanh3K (61 Gy G» 03 O3 G4+...)
+tanh*K (61 62 6 Op42 O42 Onet Ope1 O+ + o )

Alle 'Cluster' kommen vor, in jedem Cluster jede Bindung nur einmal. Offene Cluster geben
keinen Beitrag wegen der Summation Uber o; = = 1 eines offenen Endes. Geschlossene Cluster

liefern 1, da jedes o quadriert vorkommt. D.h.
1 1
Zn (T0)(coshK)P = > .. 3 {1+ (tanh K)* - (Anzahl der geschlossenen 4-er Cluster)
Glz—l GN=—1
+ (tanh K)® - (Anzahl der geschlossenen 6-er Cluster) + ...}.

Beispiel:

a) Die 1-dimensionale offene Ising-Kette hat keine geschlossenen Cluster
= Zy=(cosh K)N-12N

b) Die 1-dimensionale geschlossene Ising-Kette hat genau ein Cluster der Lange N
= Zy = (cosh K)N 2N 1 + (tanh K) N]= 2N [(cosh K)N + (sinh K)N] .

c) Die Cluster-Methode erlaubt es, das 2-dimensionale Ising-Modell exakt zu lésen (siehe
Appendix B von Stanley oder Feynman 'Statistical Mechanics’).

6.6 Variationsmethoden

Problem: Gegeben sei ein Hamilton-Operator (oder Funktion) H, zu kompliziert um
Z =tre PH und F = KT In Z exakt zu bestimmen.
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Voraussetzungen:  — Wir kdnnen ein verwandtes Problem charakterisiert durch H,, 16sen,

wobei o ein (oder mehrere) Variationsparameter ist:
Z,=trePHa, F = KkTInZ,.

. 1 .
— AuRerdem konnen wir (H) =7 tr {H e~PHo} bestimmen.
o
Dann gilt F<F,+ (H-Hy) Hy, (Beweis folgt)

Insbesondere kénnen wir den (oder die) Variationsparameter o variieren und das Minimum der
rechten Seite suchen:

F* = Ming {Fy +(H-Hg)y, |

Dann gilt noch immer F < F*, und F* stellt die beste obere Schranke dar innerhalb der Klasse, die
durch die Menge der H,, gegeben ist.

Beweisvon F<Fy+(H-Hg)py

a) Wir betrachten das Funktional
1
f(p) =tr {p H} gl {pInp}

fur beliebige, normierte Dichtematrizen p. Wir variieren p und suchen das Minimum von f(p):
Minp{f(p)}‘p:lj unter der Nebenbedingung tr p =1 (Lagrange Multiplikator y). Dies erfordert

0=5{f(p) +v (tr p- D} |y = tr {op [H +%<1 +1np) + 7T}

was erfillt ist durch p = e PH. Die 2. Ableitung ist &82f ‘ L (Bi_szp)z 0. d.h. wir
P

tr e PH

haben ein Minimum gefunden. Im Minimum nimmt das Funktional f(p) den folgenden Wert an

_._trHePH 1 1 6H i
(P)=" pn * 5 gopn TP [pH-Intre ]}

:—% IntrePH=_kTInZ=F.

Furp=p istalso f(p) gerade gleich der thermodynamischen freien Energie F.
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e PHa

b) Wir wéahlen nun p = p,, = —B
tre

und variieren o.. Dies bedeutet, dass die Menge der p,, nur

ein Teil aller moglichen p ist. Das bedeutet, dass f(p,) > f(p) = F also f(p,) groRer ist als die
freie Energie. Wir kénnen noch schreiben

1
flpe) =trpg H+ E tr (pg, In pg)

1
=1rpg Hoc"'E tr (pg, INpg) +trpg, (H=Hy)
=Fy+ (H=Hy)h,

Bemerkungen:
— Eine gute Schranke erfordert eine gute Wahl von H,,

— Es gibt weitere Variationsprinzipien, z.B. auch eine untere Schranke, F, + (H-H, )y <F.

6.7 Numerische Monte Carlo-Methoden

Man konnte versuchen, die Zustandssumme z.B. des Ising-Modells und Mittelwerte

z=Y eBHO) | ()= pe)f(s) .  pls) = _ﬁH(S) ,
S

S

numerisch zu bestimmen, indem man Gber alle Konfigurationen s = {c;} summiert und jeweils
mit dem entsprechenden Gewichtsfaktor p(s) multipliziert. Das Problem ist aber die extrem hohe
Zahl von Konfigurationen. Zum Beispiel hat in 3 Dimensionen schon ein kleines System von 10
x 10 x 10 Gitterplatzen 21000 _ 10300 yerschiedene Zustinde, und alleine das Abzahlen der
Zustande wirde mehr als astronomische Zeiten in Anspruch nehmen. Abhilfe bietet die Monte
Carlo Methode: Dafur wahlen wir eine geeignete Folge {s,}, n =1, ... N von Zustanden, die mit
der Wahrscheinlichkeit p(s,) vorkommen und bestimmen

1y
= NZ:: f(sn)

Metropolis-Algorithmus (Markov-Kette)
Wir konnten im Prinzip Spinkonfigurationen s, durch einen Algorithmus zuféllig bestimmen
lassen, der so gewahlt ist, dass die Konfigurationen mit der Wahrscheinlichkeit p(s,,) realisiert

werden. Es ist aber weit gunstiger, die Spinkonfigurationen in jedem Schritt (s — ') in einer
Weise zu verandern, die charakterisiert sind durch Ubergangswahrscheinlichkeiten Wcg. Wenn

die Wgg die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts (‘detailed balance’) erftllen
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=

s _ P(S) _ BIH(S)-H(E)]

ss - p(s)

=

kommen die gewahlten Konfigurationen mit der korrekten Wahrscheinlichkeit p(s) vor.
(Vergleiche die Uberlegungen im Zusammenhang mit der master Gleichung.)

Wir gehen also wie folgt vor:

Wir starten bei n= 0 von einer beliebigen Konfiguration s = sy und setzen fy = 0.

> Wir bestimmen s' versuchsweise durch Umdrehen eines zuféllig

ausgewahlten Spins von s.
Wir berechnen H(s") — H(s).
A Iteration Fur H(s") — H(s) < 0 wird s'akzeptiert, d.h. s' wir das neue s, s' — .

Sonst wird s' mit der Wahrscheinlichkeit Wy = e PIHE)-HE) akzeptiert.

—<4——  Alle M Schritte findet eine ‘Messung' statt, n wird um 1 erhéht, s, = s' und
fz + f(Sn) — fz.

Nach N Messungen bestimmen wir den Mittelwert (f) = fs /N.

Bemerkungen:

1) Die MC Schritte kdnnen beliebig gewahlt werden. Das Verfahren konvergiert immer, aber die
Geschwindigkeit kann verschieden sein. Beispiele sind das Umdrehen eines Spins (dafir ist die
Berechnung von H(s") — H(s) besonders einfach und schnell), Austauschen zweier Spins oder glo-
balere Anderungen. Oft wahlt man eine Kombination verschiedener Schritte. Die Versuchsraten
fur den Ubergang s— s' und fiir den umgekehrten Ubergang s'— s missen gleich sein.

2) Beim Metropolis-Algorithmus ist Weg = 1 fiir H(s") < H(s) und sonst Wy = e BIHE)-HE)T
D.h. die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts ist erfillt.

3) Um bei H(s") — H(s) > 0 zu entscheiden, ob s' akzeptiert wird, erzeugen wir mit Hilfe eines
Zufallszahlengenerators (RNG) eine Zufallszahl r aus dem Intervall [0,1]. Wenn r < e~P[H(s)-
H) wird der Schritt akzeptiert, und s' wird die neue Ausgangskonfiguration s. Ansonsten wird
die Konfiguration nicht verandert.

4) Die Anfangskonfiguration sy kann beliebig gewahlt werden, aber das System muss zunéchst
ins Gleichgewicht kommen. D. h. die ersten N (~10%) Schritte werden nicht zur Berechnung der

Mittelwerte genutzt.
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5) Die 'Messung' fs + f(s,) — fsx wird nicht nach jedem sondern nach jeweils M Schritten

durchgefuhrt, um effektiv unabhangige Messungen zu realisieren.

6) Es bleibt ein statistischer Fehler, der nur langsam verschwindet, bei N Messungen

LN , 1/2 i
Af:hZ(f(Sn)—a» } :O(N )

n=1

7) 'Finite size scaling: Die Rechnung wird fur endliche System zunehmender Grolie
durchgefunhrt, bis sich Konvergenz als Funktion der SystemgroRe abzeichnet.

6.8 Feynman'sche Pfadintegrale und Quanten-Monte-Carlo-Methoden

Literatur:
— R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals,
McGraw-Hill, New York 1965
— L.S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integrals, John Wiley & Sons, 1981
—  F.W. Wiegel, Introduction to Path-Integral Methods in Physics and Polymer Science,
World Scientific, 1986

2
Wir betrachten ein quantenmechanisches Teilchen mit Hamilton-Operator H =T+V= i% + V(X).

Wir konnen auch ein N-Teilchen-System betrachten; in dem Fall stehen p und x fir die 3N
Impuls-Komponenten und Koordinaten, p = {pj}, x = {rj} miti =1, ... N, und V(x) beschreibt
sowohl das externe Potenzial als auch die Wechselwirkung der Teilchen untereinander. Die
Zustandssumme Z = tr e PH |asst sich als Pfadintegral darstellen. Die Pfadintegraldarstellung
wurde zunachst von Feynman fiir guantenmechanische Propagatoren der Form

e—i H(ttj)/h

KX tgx,ti) = (X'| X )

entwickelt. (Hier wurde angenommen, dass H zeitunabhédngig ist, der Formalismus kann aber

ebenso fur zeitabhangige Probleme entwickelt werden). Dieser Propagator ist die Amplitude ei-
nes quantenmechanischen Teilchens zur Zeit t am Ort x', wenn dieses Teilchen zur Zeit t; am Ort

x war. Mit seiner Hilfe konnen wir die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustands beschreiben

—iH(tt))/Mh

wit) = (X y(t)) = [dx (x| e |y Ox )y =[x KOt X6) wit) -

Beachten Sie den Wechsel von allgemeinen Zustanden |w(t)) zu Zustanden in der Ortsdarstel-
lung w(x,t) = (x|w(t)) und die Vollstandigkeitsrelation _[dx [X) (x| = 1, mit den Ortseigen-

funktionen X|x) =x|x). Diese formalen Schritte werden wir im Folgenden mehrfach benutzen.
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Die Zustandssumme Z = tr e PH = Idx0 (xg| €PH 1xp) hat eine &hnliche Form wie der

Propagator, wenn wir i(tetj) durch B/ 7 ersetzen. Also hat p/# die Bedeutung einer "imagindren
Zeit". Im Folgenden wird gezeigt, dass die Spur als ein Pfadintegral in imaginarer Zeit dargestellt
werden kann. Mit der oben angegebenen Notation gilt die Herleitung sowohl fiir ein einzelnes
Teilchen als auch fiir ein N-Teilchen-System.

Wir verwenden zunéchst die "Trotter Formel". Dazu spalten wir e PH auf in eine groRe Zahl n
von gleichen Faktoren auf

—-BH — |; —&(T+V)yn ; —
e nIgnoo(e )’ mit ne=p.

In jedem einzelnen Term kdnnen wir schreiben e 8(T+V) = g=¢T g€V 4 O(€?), da der Fehler von
der Ordnung &2 klein ist. (I. A. wére diese Art Aufspaltung durch die Baker-Hausdorff-Formel

beschrieben.)

Als nachstes fuhren wir n-1 vollstandige Satze von Ortseigenfunktionen |x,) und n Sétze von
Impulseigenfunktionen |py) ein

Z= [dx, lim ([dx,...[ dx, [dx)(] dpy.y...] dp, [ dpy)

%o 17 [P )Py €7 [X00)

—eT —&V —€T

(%, 1 €7 o 7Y XX 1 €7 [ o)y 1875 [ %),

Achtung: der hier eingefuhrte Index k = 1, ...n ist nicht der Teilchenzahlindex. Bei N Teilchen
steht x fiir 3N Koordinaten r; .

. . . . -V . . . —T .
Die Reihenfolge ist so gewahlt, dass e *Y immer auf einen Ortseigenzustand und e *" immer
auf einen Impulseigenzustand wirkt. Darum gilt einfach

_ —eV — —€ p2/2m
€ 8V|Xk>:|Xk>e eV und e 8T|F’k>:|pk>e Piiem

Weiterhin gilt fur die Impulseigenzustande in der Ortsdarstellung (analog zu oben)

. =iy pi X IR
K|Xk) = e , bzw. fir N Teilchen ———-=¢ ! .
Damit wird (abgesehen von Vorfaktoren) mit xp = Xg
o nl = PK® . XkHlXk
zoe lim (I [ox) ([ [dp)exo{-e > G +im - v}
k=0 k=0
k=0
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Die GauR'schen pk-Integrationen kdnnen nun ausgefiihrt werden. Dies liefert fiir jedes k

1/2 2

P2 . Xke1—Xk m M (Xpeq - X )
dp. expr—¢ o i = ——| eXpl1e —————7.
'[ Pk p{ 8[2m Pk en ]} (27587’2] P 2 (eh)? }

Die Zustandssumme wird also (bis auf Konstanten)
oy, DXt vel}
Zo lim dx,) expy1—e¢ —(—=—5)"+V(x :
n%(gj ) e {-e[ 3 2 (T2 Viw

Diesen Ausdruck kénnen wir nun symbolisch als "Pfadintegral” in imaginérer Zeit 0<t<#p
umschreiben

X(hB)=xq

z=[dx, [ Dx(@exp(-Selx(®)]/n)
x(0)=x,

wobei wir die "Euklid'sche” Wirkung in imaginéren Zeiten eingefiihrt haben

np
Selx(@] = [ de [ % 2(x) + V()] -
0

X('I:)Il N /\
/|
NN LA V-

Das Pfadintegral j Dx() ist definiert durch das oben angegebene n-fache Integral tber die voll-

standigen S&tze von Ortseigenfunktionen |xy) (Xy| zu allen Zeiten t = k ¢, die "Zeitableitung"
durch Xx(t) = [x(t+eh) —x(t)]/eh und das Integral Uber imagindre Zeiten entsprechend. Die

formalen Ausdriicke lassen sich durch Bild eines Pfades darstellen.
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Die analoge Umformung fur den Zeitentwicklungsoperator liefert eine dhnliche Form (siehe die
angegebene Literatur), dann ist aber die Wirkung durch den tblichen Ausdruck (und ubliches
relatives VVorzeichen) gegeben

t
SIx(V] = [dt[7 % 20 - Vex)] -
t;

Nur wenige physikalische Probleme lassen sich nach der Umschreibung als Pfadintegral exakt
auswerten. Dazu gehdrt natdrlich der harmonische Oszillator oder ein Ensemble von Oszillatoren.
Jedoch hilft die Pfadintegraldarstellung bei der Begriffsbildung. Z. B. im (hdufig wichtigen)
semiklassischen Grenzfall (formal fiir #— 0) ist der klassische Pfad, fur den die Wirkung ein
Extremum hat, und die Pfade in seiner Nahe besonders wichtig. Dies ist ausfuhrlich in der
angegebenen Literatur diskutiert. Hier sei auf eine andere Konsequenz hingewiesen:

Die Pfadintegraldarstellung erlaubt es, die Zustandssumme von Quantensystemen mit Monte-
Carlo-Methoden zu berechnen. Wir hatten in Kap. 6.1 gesehen, dass fir ein klassisches N-Teil-
chen-System eine Integration Gber alle 3N Koordinaten x ={r;} durchzufihren ist, die wir mit
gewohnlichen Monte-Carlo-Methoden durchfiihren kénnen. Beim Quantenproblem sehen wir,

dass jede der 3N Koordinaten nun als Funktion der imaginéren Zeit t zu betrachten ist, also statt
der Variablen r; betrachten wir nun Funktionen r;(t). Wir kdnnen die Zeit diskretisieren t = ke #

(so war diese ja eingeflihrt worden) und haben nun fir jedes Teilchen i die Koordinate r; y fir die
verschiedenen Zeiten k durch Monte-Carlo-Schritte auszuwéhlen. Benachbarte k-Werte sind
durch die kinetische Energie, d.h. (ri,k+1—ri,k)2/(ah)2 gekoppelt. Die Zeitachse stellt also eine
zusatzliche Dimension dar. Wir kommen so zu dem wichtigen Schluss: ein d-dimensionales
Quantensystem ist aquivalent zu einen (d+1)-dimensionalen klassischen System.

6.9 Wechselwirkungen in Festkorpern

Im Festkorper betrachten wir lonen und Leitungselektronen. Die ersten bilden ein regelméfiges
Gitter, abgesehen von Storstellen durch Fremdatome oder Gitterfehler und ihrer Schwingungen
um die Gleichgewichtslage. Die Leitungselektronen konnen sich relativ frei bewegen. Der
Hamilton-Operator des Gesamtsystems

2
P p? 1 e?
H=25y * UR) + Zﬁ + Ezlri—rrl +V(R,r)
J i

setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie der lonen (hier betrachten wir nur eine lonen-
sorte mit Masse M), ihrer Wechselwirkung (abhangend von allen lonenkoordinaten R = {R;}),
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der kinetischen Energie der Elektronen und ihrer Wechselwirkung (abhéngend von r = {r;})
sowie der Wechselwirkung zwischen Elektronen und lonen V(R,r). Fir punktférmige lonen gilt
J ZJ e2 ZJ e2

U(R) = und  V(R,r)= -
®= 2 ZR-ry R0= -2 R

Bei ausgedehnten lonen kann die van-der-Waals- oder Austauschwechselwirkung zu komplizier-
teren Ausdrucken fihren.

Adiabatische Naherung (Born-Oppenheimer)

Die sehr unterschiedliche Masse von Elektronen und lonen ermdglicht eine Naherung in drei
Schritten:

1.) Die leichten und beweglichen Elektronen sehen in niedrigster Ordnung ein statisches Gitter

der schweren und langsamen lonen. Aus diesem Grund setzen wir an, dass die Gesamtwellen-
funktion faktorisiert WY(R,r) = ¢r(r) x(R). Dabei hangt die Elektronenwellenfunktion ¢g(r)

parametrisch von den lonenkoordinaten R ab.

Bei vorgegebenen lonenkoordinaten ergibt sich also folgendes Eigenwertproblem

pi® 2
Hel or (N = {Eﬁ + %%me— r| +V(R,r)} dra(r) = Eg,x dr(1)

fur die Vielteilcheneigenzustande ¢g () und -energien Eg,x der Elektronen. Im idealen perio-
dischen Gitter, wenn die lonen nicht ausgelenkt sind, R = Ry, sind die Eigenzustande einzelner
Elektronen Bloch-Zustdnde, charakterisiert durch Wellenvektoren (Impulse), Bandindex und
Spin, A= (p,n,c) . Die zugehdrigen Eigenenergien definieren die 'Bandstruktur' e, , -, die von

der Kristallstruktur abhéngt und i. a. recht kompliziert ist. Einfache Grenzfélle sind die ,,nahezu
freien Elektronen* oder die Ergebnisse des tight-binding Models. Die Gesamtwellenfunktion ist
dann als Slater-Determinante darstellbar und die gesuchte Gesamtenergie der Elektronen hangt
von den Besetzungszahlen ab,

el
ER 1 = Z Np.n,o €p,n,o -

Bei der Berechnung der Bandstruktur wird die Elektron-Elektron-Wechselwirkung nicht oder
bestenfalls teilweise beruicksichtigt. Es bleibt also ein Problem diese Wechselwirkungseffekte zu
beschreiben. Dies kann aber haufig im Rahmen einer Stérungstheorie angegangen werden.
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2.) Im Prinzip kénnen wir auch die Eigenenergien und -zustdnde der Elektronen fir beliebige
lonenkoordinaten R berechnen. Fir das folgende genugt es anzunehmen, sie seien im
Grundzustand. Das Ergebnis bezeichnen wir mit E‘,’;eI und ¢r(r). Dann bleibt fur das gekoppelte

System aus lonen und Elektronen das folgende Eigenwertproblem

2
H og(r) 1(R) = {37 S0 UR) + B2 R0 1(R) = E 4 () 1(R)

_ p? , 0x(R) D45 (1) 0*9g (1)
-¢R<r){;2M+U(R)+E }uR) - sz{ R, on, TR o2 }

Der erste Term liefert das Eigenwertproblem fir die lonen
p2
{322 + R} xR =Ex(R).
T 2M

Dabei ist die effektive lonenwechselwirkung U.¢(R) wesentlich durch die Elektronen beeinflusst
Uet(R) = U(R) + = , und zwar wird sie durch die Elektronen abgeschirmt. Diese abgeschirmte

Wechselwirkung klingt gentigend schnell ab, so dass eine Entwicklung in den lonenauslenkungen
Q(t) = R(t) — Ry gemacht werden darf. Eine harmonische Entwicklung von U.¢(R) in diesen

Auslenkungen und anschlielende Diagonalisierung fuhrt dann auf die Beschreibung der Gitter-
schwingungen durch Phononen mit

2
P
Hef = Z{Eqml +3 M ‘Dé,x Qé,x ¥
q,A

Die Eigenmoden sind Bloch-Zustande, charakterisiert durch die Wellenzahl g und Polarisations-
index A =1, t1, tp fiir longitudinale und zwei transversale Auslenkungen. I. A. gibt es sowohl
akustische wie optische Phononmoden. Hier beschréanken wir uns auf die akustischen.

3.) Der gemischte Term des Eigenwertproblems beschreibt die abgeschirmte Elektron-Phonon
Wechselwirkung. In Storungstheorie behandelt (s.u.) fiihrt sie zu Ubergéngen zwischen den
Eigenzustanden. In die Rate geht das Matrixelement

cvii = for for {200 280 ) ZUR), gm0 §;§”|x*(R)|2}

ein. Der erste Term enthalt einen Term proportional zu %jdr |<1>R(r)|2 der verschwindet, da

¢or(r) normiert ist. Der zweite Term ist um einen Faktor m/M kleiner als die elektronische
kinetische Energie. H; kann daher konsistent in Stérungstheorie behandelt werden.
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Storstellen im Gitter oder Gitterfehler werden durch ein Storstellen-Potenzial beschrieben
V(R,r) = V(Ro,r) +V'"(r) .

Dieses wird ebenso wie die Elektron-Elektron und Elektron-Phonon Wechselwirkung meist in
Storungstheorie behandelt.

6.10 Zweite Quantisierung

Wir konnen die angedeuteten Schritte in mehr Detail nachvollziehen. Eine Beschreibung im
Rahmen der sogenannten 2. Quantisierung ist dabei sehr bequem.

1. Phononen

Die Moden der Gitterschwingungen sind durch Wellenzahl g und Polarisation A beschrieben. In

harmonischer N&herung sind dies alles harmonische Oszillatoren, und ihre Zustande sind durch
die Anregungszahlen ng; = 0,1,2 ... beschrieben (Fock-Raum). Jede Anregung stellt ein Phonon

dar. (Hier betrachten wir nur akustische Phononen). Die Zustdnde des Gesamtsystems sind cha-
rakterisiert durch die Angabe der Besetzungszahlen, d.h. der Zahl der Phononen in den
verschiedenen Moden

|n1, ey nq’;\‘, )

Fur jede Mode (qg,A) fuhren wir Auf- und Absteigeoperatoren, bzw. bezogen auf die Zahl der
+

Phononen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, a,

2 und 2y ein. Ihre Wirkung in der

Basis der Besetzungszahlen ist

+
a2 INg, -y Ng s - ) :«/nq,ﬁl INg, oy Ngatl, o)
2y Ny, ooy N ) = A/Nga Ny oy N1y

Entsprechend der Bose-Statistik erfullen die Operatoren die Vertauschungsrelationen
+ _ _ + + B
[aq,}\’ I} aq-’ku ] - Sqq' 8}\‘}\" y [aq,k y aq',)\,'] _— [aq,k y aq',k' ] - O .

Der Operator Nga = a;,K A, zahlt, wievielfach der Mode g,A angeregt ist. Entsprechend gilt

fur den Hamiltonoperator

+ 1
q.A
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Weitere Operatoren kdnnen mit Hilfe der Erzeuger und Vernichter geschrieben werden. Z.B ist
die Amplitude der Gitterschwingung am Ort R mit Polarisationsrichtung g 5

h + igR
2M o, , (aq'ﬁa—q,x) € '
°F

Q.(R) =$NZ q.
q

2. Bose-Teilchen

Auch fur Bose-Teilchen mit Masse bietet sich, wie schon fur wechselwirkungsfreie Teilchen
gezeigt, eine Darstellung von Energie, Teilchenzahl und Zustanden durch Besetzungszahlen n, =

0,1,2 ... an (Fock-Raum). Wenn wir analog zum Beispiel der Phononen Erzeuger und Vernichter
einfihren, kdnnen wir beliebige Ein- und Mehrteilchenoperatoren umschreiben. Wir gehen aus
von einer Basis gebildet aus den Eigenzustanden des wechselwirkungsfreien Systems

N
I"0:_Z£hiv mit h;|%); =¢, |A),
i=

Bei unterscheidbaren Teilchen st die Gesamtwellenfunktion dann ein Produkt

|Agsee sy =|Ag)y -2 ); .., was bedeutet, dass das Teilchen 1 im Zustand 24 ist, ... , das
Teilchen i im Zustand 2, .... Wenn die Teilchen ununterscheidbar sind, muss die Wellenfunktion
durch  Summieren  Uber alle  Permutationen  symmetrisiert  werden. In  der

Besetzungszahlendarstellung geben wir nur an, wie hdufig jeder Zustand A besetzt ist. Nach
geeigneter Normierung gilt

1
=Ny, Ny ) ———xo— > P[A,...,A,...
|{n7»}> |n1 ny >°C W; | 1 i >

(Die Normierung ist etwas subtil und wird hier nicht weiter erldutert. Siehe z.B. Schwabl,
Quantenmechanik fur Fortgeschrittene fiir weitere Details.) Damit gilt

Ho |{nk}>=E{nX} |{”x}> mit E{nk}:;‘c’%n%

Wir fuhren nun Erzeuger und Vernichter fir die Bose-Teilchen ein mit den Eigenschaften

ay [Ny, Ny =M+l ng, Lm0
ay [N ) =y g1

und den damit konsistent zusammenhangenden Vertauschungsrelationen

[ak,ax} = [a{,aﬂ =0; [ax,aﬂ =8
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Offensichtlich ist n, =ajya, ein Zahloperator und es gilt
Ho=> ¢3aja;, und N=>aja,
A )

Mit Hilfe der Erzeuger und Vernichter konnen wir aber auch beliebige Operatoren umschreiben,
z.B. einen Einteilchenoperator, auch wenn er nichtdiagonal in den Basiszustanden ist (aber hier
der Einfachheit halber fiir alle Teilchen i gleich)

N
T:Zti(ri,pi,...)
i=1
Mit i.A. nicht-diagonalen Matrixelementen t, ;. = (A|t;|1"); :jdsr(p;(r)ti(r,p)cpw(r)
Dh. =2t A A bzw. T=2 6,53 |A) (]
e 5
Nun gilt

Jn,+1
Zi:mi i<7L'||n1,...,nx,...,nx,...>:nxﬁm,...,nk+1,...,nx—1,...>

Der erste Faktor n,, zdhlt, wie oft die Einteilchenwellenfunktion |}U>i in der Vielteilchenwellen-

funktion vorkommt und so das Skalarprodukt einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Da
durch das Skalarprodukt diese Einteilchenwellenfunktion wegféllt, nimmt n,,um 1 ab. Anderer-

seits kommt eine Einteilchenwellenfunktion im Zustand |7L>i hinzu, und n, nimmtum 1 zu. Das

Verhéltnis der Wurzeln beriicksichtigt die verdnderte Normierung. Der neue Zustand auf der
rechten Seite incl. der Vorfaktoren kann aber auch als aja,.|n,,...,n,,...,n,,...) geschrieben

werden. Daraus schlieRen wir dass

Zi:|7‘>i (M| =a5a,
und

_ +
T= %:,tm' aja,. .

Der Operator bewirkt Ubergange von Zustanden A nach A' mit den Amplituden t,.» was durch
Vernichten und gleichzeitiges Erzeugen eines Paars von Teilchen in den entsprechenden
Zustanden dargestellt werden kann.

Analog gilt (hier ohne Herleitung; unten folgt eine detaillierte Herleitung fir Fermionen) fir

einen Zweiteilchenoperator F :EZf(Z)(ri,r-) , dass
i#]
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1
F=2 2, (

Auv,p

+ +
v,p> a) ayapay

Der Operator bewirkt Ubergange von 2 Teilchen aus den Zustinden p,v nach p,A mit den
Amplituden

(hp

£@ [v.p) = [ d% [ 4% 07, (1)op (F FD (1. 1) 0y (1) 9 (1)

3. Fermi-Teilchen: Elektronen im Festkorper

Die Zustdnde des Vielteilchenproblems sind, wie schon diskutiert, durch die Angabe der
Besetzungszahlen der Einteilchenzustande mit h; |1). =&, | 1), beschrieben (Fock-Raum)

INg, ooy My, oy
Fiar Fermionen gilt das Pauli Prinzip und n, =0,1.

Im idealen Gitter sind die Eigenzustande einzelner Elektronen Bloch-Zustédnde, charakterisiert
durch Wellenvektoren (Impulse), Bandindex und Spin, A =(p,n,o), und die zugehorigen
Eigenenergien definieren die '‘Bandstruktur' e, , . Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit

halber nur ein Band und unterdriicken den Bandindex.

Auch fur Fermionen fihren wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren c; und c, ein, die

die Besetzungszahl eines Einteilchenzustands erhdhen oder erniedrigen

+ va
cyIn,...,n,=0,..) ="t In,...n,=1.)
2Ny
¢ Iny,...on,=1..) =) |ny,...,n,=0,..))
¢y In,....n,=1..) =¢,|n,...,n,=0,..) =0
2 Ny

Der Faktor (—1)¥<* st nétig, um den Vorzeichenwechsel der Vielteilchenwellenfunktion bei

Vertauschen von zwei Fermionen korrekt zu liefern. (Offensichtlich war hier eine zun&chst
willkirlich wéhlbare, aber dann feste Reihenfolge der Zustdnde nétig.) Die Erzeuger und
Vernichter von Fermi-Teilchen erfullen die Antivertauschungsrelationen

[CK’ C;:.]+ = 670&' , I:CX’CN}+ = [C;:' C;:'lL: 0.

Der Operator n, = c{ C, zahlt die Besetzung des Zustands 2. Der Teilchenzahl- und Hamilton-

Operator wechselwirkungsfreier Elektronen kénnen daher einfach geschrieben werden als
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+ +
Ney=2. ¢, ¢, und Hei =2 &6, ¢,
A A
bzw. fur Bloch-Zustande (hier nur ein Band) bei Berlcksichtigung des Spins

+ +
Net= 2. Cpo Cpo und Hel= 2. €06 Cpo Cpo
p.c p.c

Anstelle der Erzeuger und Vernichter im Fockraum (Besetzung der Einteilchenzustande) kénnen
wir auch entsprechende ,,Feldoperatoren® im Ortsraum einfiihren. Mit o, (r) = <r|k> sei

v = ;cx @, (1) ;w(r) = ;cx @, (r)

bzw. fir eine - haufig verwendete - Basis aus ebenen Wellen und Spinoren

—iprih _T*.

+ 1 + 1 ipr/h
N=—Sc e : N=—>c,.e
Vo = 7= % 0. Xo i Vo= 7= % 0. %

(¢

Hier bezeichnet y,den Zustand im Spinraum. Fur Spin-1/2-Teilchen ist es ein zwei-

komponentiger Spinor, z.B. xr =(1,0) und XI* =(0,1). (Zur Unterscheidung vom Wechselwir-

kungspotenzial ist im Folgenden das VVolumen des Systems mit Q bezeichnet.)
Die Feldoperatoren erfiillen die Antivertauschungsrelationen
[w(n),w*(r)]s = 8(r-r) s Tt ()t = [w(n),w(r)]=0

bzw. wenn wir den Spin explizit schreiben
+ + +
v (N (r)]+=8(r-r ;s  ; [w (N (r)]e=Ty (1) v_.()]=0

Dies folgt aus WOV L= X [c.¢n], 051 0 00)
A

=3 9, (1) @, (r) = 3(r-r).
)
Mit Hilfe der Feldoperatoren kdnnen wir auch weitere Operatoren ausdriicken. Zum Beispiel ist
der Operator fur die lokale Teilchendichte

p(r) = y*(r) w(r) bzw. bei Berlicksichtigung des Spins p4(r) = \y:;(r) vs(r).

Zur Begrundung zeigen wir, dass der Erwartungswert dieses Operators im Fock-Raum mit dem
Erwartungswert in der (blichen Darstellung (1. Quantisierung) tbereinstimmt: Ublicherweise
wirden wir den Teilchendichteoperator eines N-Teilchensystems wie folgt schreiben:
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p(r)= Y 8(r-r)

Wir bestimmen seinen Erwartungswert in einem Zustand q)xl,xz,...,xN(rl’rZ""rN) , bei dem N

Fermionen die Zustande Aq, Ay, ..., AN besetzen. Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen
ist @ eine Slater-Determinante aufgebaut aus den ¢, (r;). Es gilt
]

<@|p(r) |®> = j d®r...d%n CI)Il,xZ,...,xN(sz'---’rN) [Y 8(r-r)] Dy g (TLT2TN)
|

2

=3 1o, O

i=1

Andererseits gilt p(r) = y*(r) y(r) = Z C{ Cy (p;(r) ¢,.(r). Um die Aquivalenz zu zeigen,
Wy

berechnen wir den Erwartungswert von c{ c,, fur einen Zustand im Fock-Raum [n, =1,n, =1,
1 2

nszl, 0, 0,... >, bei dem die Zustande Aq, Ay, ..., Ay besetzt sind und alle anderen leer.

(Wir haben die Zusténde 0.B.d.A. so angeordnet.)

- - - + — - -
% <m =1n =1 ..m =1,0,0,..[cy ¢y [y =Lmy =1, ..y =1,0,0,...>

2

0 Mo = Y o (r) = o,

besetzte Zustande i=1

Offensichtlich tragt in der Doppelsumme nur A = A" bei, und wir erhalten dasselbe Ergebnis wie
Zuvor.

Analog konnen wir jeden Einteilchenoperator, den wir von der (blichen Quantenmechanik her
kennen (1. Quantisierung), durch einen entsprechenden Operator in 2. Quantisierung schreiben:

o(l)-Z 0¥m.p)— 0P= [d’ry*(r) 0O (rp) win) ‘Zo(xl)x Gl
i=1

mit (k)x = [r 0,00 0Pp) 0,.) = (10D ])

Ein Beispiel bietet die kinetische Energie. Durch Feldoperatoren ausgedriickt bzw. in der Basis
der ebenen Wellen-Zustande und Spinoren ist sie

b’
2— =—Zfd3rwc(r)—V2w ) _sz 06 Cpo
po

T:

|| MZ
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Storstellen im Gitter filhren zu einem extra Potenzial VIMP(r) fiir die Elektronen. Der entspre-
chende Beitrag zum Hamilton-Operator lautet

. — 3 + imp .
Hetimp = 2 [a'r v () VITP() (1) X \yimp

I

I
i +

=S Vvi® ¢ ¢, :

p-p “poc "p.o ! 1

p,p',G p ’G ‘>I p’G —
wobei qump = éjdsr VIMP(r) eld" die Fourier-Transformierte des Storstellenpotenzials ist.

(Hier und im Folgenden definieren wir die Fourier-Transformation so, dass die Dimension, hier
Energie, erhalten bleibt. Dies ist aber in der Literatur nicht einheitlich so. Tatséchlich wird dort
haufig, um dem Problem elegant aus dem Weg zu gehen, das Volumen Q=1 gesetzt, und erst in
Endergebnissen wieder Q eingesetzt.)

l. A. wird Hgl.jmp storungstheoretisch behandelt und fuhrt zu Ubergangen zwischen den

ungestorten Zustanden p und p'.

Die 2. Quantisierung erlaubt es auch Mehrteilchenoperatoren bequem darzustellen. Z.B. ist die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung beschrieben durch den Hamilton-Operator

Horer = > V(- = Z [dr[a v ¥ler) [o() p(r) - p(r) 3]

i#]

wobei p(r) =2 ps(r) die totale Elektronendichte ist. Mit den Feldoperatoren ausgedriickt wird
(o}

Hotel = 23 [or [d V=) w2 witr) w(r) v (0

1 el-el +
> Z 'Vq Cpai0 Cpqo Cpio Cpoo
ppQ,c0

Die Ordnung der Erzeuger und Vernichter wie

angeschrieben ist zu beachten. Die Vertauschung p,c
dieser Operatoren hat auch den Term p(r) d(r-r")

in dem oben angegebenen Hamilton-Operator

weggehoben. Die Wirkung der Erzeuger und

Vernichter ist in dem Diagramm rechts dargestellt. p+q,c
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l-el ., .. . . . .
VZ ® ist die Fourier-Transformierte der Elektron-Elektron-Wechselwirkung. In Thomas-Fermi-

Né&herung (s.u.) gilt fir die abgeschirmte Elektron-Elektron-Wechselwirkung
2,2
VZl-el _ i 421te ?; .
Qqg°+07¢

(g hat die Dimension eines Impulses, daher der Faktor hz.) Die Wechselwirkung Hg|.¢| wird

haufig in Stérungstheorie bertcksichtigt.
Die allgemeine Ubersetzungsregel fiir 2-Teilchenoperatoren lautet

N
0 = oWripirp) = X [a[dr wim v Hr) 0P mpirip) wdr) vy

1#] o,

(2)
> 0 c.c C, Cs
afByd

mit 0% = (ap|0?|3

afdy

5)= [dr[d o (1) op(r) O pirp) o5 0,(r).

Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Ausgangspunkt ist die lonen-Elektron-Wechselwirkung,

die durch die Gitterschwingungen beeinflusst wird, >" V(R;-r)= Y V(R +Q, (Ry)-r,). In
T Ry

einer Entwicklung in der Phononenamplitude finden wir fir den Term erster Ordnung

Hetpn = &' 3 p(1) Qu(Ro) VR VR,

Nach Einsetzen der Feldoperatoren sowie des oben
gegebenen Ausdrucks fur die Auslenkung und nach >
Ubergang in die Fourier-Darstellung erhalten wir daraus gd'ph

q.A

_ el-ph
Hel-ph— Z g Cg+qc p,o (aqx+a —q.x )
pg,cA

Die hier auftretende Elektron-Phonon-Kopplungskonstante ist

el—ph _ nN
/ “gqy V(Q) .
gq N h M (Dq’x q q,}\, (q)
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Auch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung héngt von der abgeschirmten Coulomb-

2,2
Wechselwirkung V(q) = é % ab. Die Starke der Wechselwirkung kann so abgeschatzt
q

+07E
el-ph

werden. Oft wird allerdings Ygr

als Fitparameter genutzt.

6.11 Stolraten

Oft genligt es im Festkdrper, die Wechselwirkungen stérungstheoretisch zu behandeln. Sie flhren
dazu, dass Elektronen mit einer gewissen Rate aus einem gegebenen Zustand gestreut werden.
Die Rate kann mit der goldenen Regel berechnet werden.

Als Beispiel betrachten wir hier den Effekt der P,o; pzc
Elektron-Elektron-Wechselwirkung velel /
1 el-el S
Heel =5 2 Vg Cpigo Cpgo Cpa Opo . _\\
pp'g.c0 Pio; P,0,

Zunachst bestimmen wir die Rate flr die Streuung aus einem gewissen (besetzten) Einteilchen-
zustand pyoq mit Energie g1 in den Endzustand p;'cq mit Energie €', wobei gleichzeitig ein

anderes Elektron von p,c, mit Energie €5 in den Endzustand p,'c, mit Energie &,' gestreut wird.
Naturlich muss dazu der Zustand p,c, besetzt sein, und die beiden Endzustdnde wegen des Pauli

Prinzips unbesetzt. Da die Coulomb-Wechselwirkung nicht vom Spin abhéngt, andert sich der
Spin der Teilchen nicht. Die goldene Regel liefert die Rate fiir diesen Ubergang
fa— 27[ ] 1 2 1 1
Wo o pro, = — |{P1'01, P2'0al Helel IP151, P202) |° 8(e1 + 82— €1~ £2)
1°1_ M9 p
P20, P30,

wobei das Matrixelement zwischen Anfangs- und Endzustand das Folgende bedeutet und liefert

(n. =1,n. =1n

=0, n =0, ...|Hgje;ln . =0,n . =0,n =1,n =1, ...
P151 Pyo, P16 p,o, | el eI| pio, y

P20, P10 P20,
1 el-el N

=5 Z '<...|Vq Cpigio Cpquo' Cpiar Cpoo | o)
ppQ,co

el-el el-el
P1-P1 ~ 80162 sz"pl ] 8101'+|02',F)1+I02 '
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Die Impulserhaltung, die schon im Hamilton-Operator expliz?.t ist, spiegelt sich im Matrixelement
wieder. Die beiden Beitrage ergeben sich aus der folgenden Uberlegung: Wir wahlen z.B. p =p,
und p'=p,(die Alternative p=p, und p'=p, liefert im Endergebnis einen Faktor 2). Dann
muss bei verschiedenen Spins, o, # G,, fir die Impulse p+q=p;" und p’~q=p,’ gelten, d.h.
p1 + p2=p1 + p2’ und q = p1'- pz1. Bei gleichen Spins, o, =o,, kann zusétzlich p+q =p,’ und
p’'—q = p1 gelten, d.h. wieder p1 + pp = p1’ + p2’ aber diesmal q = po’— p;. Die veranderte
Reihenfolge der Operatoren fuhrt zu einem Vorzeichenwechsel.

Die Lebensdauer eines Elektrons im Zustand p;o7 ist bestimmt durch die Rate, dass das Elektron
aus dem Zustand pjocq in irgend einen anderen Zustand p;'cq gestreut wird, und auch der

Anfangs- und Endzustand des Streupartners ist beliebig. Wir summieren daher tber all diese

Zustande, haben aber zu beriicksichtigen, dass diese entsprechend der Fermi-Statistik besetzt
waren bzw. als Endzustand zur Verfugung stehen. Die gesuchte Rate ist daher

= 2 Woo pyo, f62) 1= fler)lL - ()]

PL'P2P2%  py, P20,

_2n el-el elel 2
T z |Vp1'—p1 _80102 szl—p1| 8p1'+p2',p1+p2
P1:P2P2:0,

x f(ep) [1 —f(e1)I[1 — f(ex)] 8(e1 + €2 — 81" — &7) .

_ _ _ dQ, _ _
Zur weiteren Auswertung schreiben wir Z: Ids D(e) j4— , wobei D(g) die
p T

energieabhangige Zustandsdichte der Elektronen ist. Die wichtigste Energie- und Temperaturab-
héngigkeit kommt von den Fermi-Funktionen. Daher kénnen wir zur Vereinfachung das Matrix-
element und die Winkelintegrationen durch Konstanten ersetzen. Auch liegen typische Energien
nahe der Fermi-Energie (d.h. D(e) = D(eg)). Die Streurate eines Elektrons mit Energie ¢ ist also

‘Eglz const J‘dg'1 jdg'z f(eg+ep—e) [1 - f(eg)][1 - f(e2)] -

Bei tiefen Temperaturen liefert dies rgl (T =0)= % const (¢ — gg)2 , wahrend fir Elektronen an

der Fermi-Kante € = e gilt rgFl(T) = 1 const (kT)2. Zusammenfassend gilt also

rgl (T)=% const [(c - 8,:)2 + (kT)?] .
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6.12 Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung in Festkdrpern

Die nackte Coulomb-Wechselwirkung ist langreichweitig, aber Abschirmungseffekte machen die
Wechselwirkung effektiv kurzreichweitig. Als Beispiel betrachten wir nahezu freie Elektronen,
und wir nehmen an, dass die lonenladungen homogen verschmiert sind (Jellium-Modell). Im
Mittel ist die Ladungsdichte gleich Null.

Thomas-Fermi-Theorie der Abschirmung
Wir bringen nun eine Testladung in das System p,(r) =q3d(r). Im Vakuum erzeugt dies ein
Potenzial ¢(r) = g/|r|. Im Festkdrper fuhrt die Coulomb-Wechselwirkung aber zur AbstofRung

anderer Elektronen, sodass ein positiver Hintergrund der homogen verschmierten lonen in der
Nachbarschaft der Testladung Gberwiegt. Dies bewirkt die Abschirmung.

Angenommen ¢(r) &ndert sich langsam, und dass die Elektronen lokal im Gleichgewicht mit dem
lokalen elektrochemischen Potenzial p—e ¢(r) sind. Dann ist

1
ep-he(OTKT

(Npo(N) = fleps —ed(r)) =

ol
Dies bedeutet eine Anderung der lokalen Elektronendichte

5p(r) = (&) dn(r) = ‘Ee 3 (Snpe(r) ) :‘ae 3 [feps - e0(r) — f (6po)]

p.c p,c
= (-e) Ids 2 D(e) [f(e - e(r)) — T ()] = (-€) 2D(eF) ed(r) .

Die letzte Form gilt fur Metalle, wo wir nur die Zustandsdichte (pro Spinkomponente) an der
Fermi-Kante D(eg) brauchen.

Die so erzeugte Ladungsénderung bewirkt gemaR der Poisson-Gleichung wiederum eine
Anderung des Potenzials. Wir miissen also eine selbstkonsistente Losung finden fir

V2¢(r) = —4n p(r) =-4nq 3(r) + 4me 2D(gg) ed(r)

= (V2-1/05 ) o(r) = - 4nq () .

1
Hier haben wir die Thomas-Fermi-Abschirmlange A+ = ———— eingefihrt. Fir Metalle
9 MFZ [ore?Dien) T
ist Arp typisch von derselben GréRenordnung wie die atomaren Abstande. Die Ldsung der

Poisson-Gleichung im Fourier-Raum lautet
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1 47 q

K= =1,

9= 5 k% +1/205

Nach Rucktransformation finden wir das abgeschirmte Coulomb-Potenzial (Yukawa-Potenzial)

o(r) = ie_|r|/7‘«TF .
|r|

Fur die Abschirmung in Halbleitern gilt eine ahnliche Relation. Dort ist die Elektronendichte ge-
ring, und die Maxwell-Boltzmann-Statistik kann verwendet werden.

— o= |qT|e—|f|/7® mit  Ap= \/%'

Die Abschirmldange wird nun Debye-L&nge genannt. Sie hdngt nicht von der Fermi-Energie
sondern von der Temperatur ab. (n) ist die Temperatur-abhdngige Elektronendichte.

6.13 Quasiteilchen

Obwohl die unabgeschirmte langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Teilchen
eines Festkorpers i.A. nicht storungstheoretisch zu behandeln ist, gentigt doch oft eine effektive
Beschreibung mit nahezu unabhdngigen Quasiteilchen. Dafiir gibt es folgende Griunde:

1) Zwar haben die Elektronen im periodischen Potenzial der lonen oft ein komplizierte
Bandstruktur epsn. In Halbleitern sind wir aber hauptsachlich an Zustanden an der Bandkante

eines Bandes n interessiert. (Wir schreiben daher den Bandindex nicht mehr.) Zwei wichtige

Falle sind:
2

— An der unteren Bandkante gilt epg = &¢ + 2p , dabei weicht die effektive Elektronenmasse
me
i.a. von der freien Elektronenmasse ab, mg ;% m.
2
— An der oberen Bandkante gilt eps = &y — Zp— wobei die effektive Lochermasse i.a. von
m
h

der freien Elektronenmasse abweicht, my ;%2 m.

Beim entarteten Fermi-Gas interessieren uns die Zustande in der Néhe der Fermi-Energie.
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L . . . APy
Der Fermi-See ist i. A. nicht mehr eine Kugel. Ein
Beispiel ist hier dargestellt. Das Volumen des Fermi-
Sees, QF, hangt mit der Dichte zusammen

2 -

= 3 QF .
(2nh) Px

In der N&he der Fermi-Kante ist die Energie einfach

charakterisiert durch die Fermi-Geschwindigkeit
€po = &F + VE:(P — PF)

und die Zustandsdichte (pro Spin) D(eg).

2) Die Wechselwirkungen sind abgeschwacht durch Abschirmungseffekte (s.0.).

3) Die StoRprozesse sind eingeschrankt durch die Energieerhaltung und das Pauli Prinzip. Die

goldene Regel liefert die Streurate fir den Ubergang eines Quasiteilchens von einem
herausgegriffenen Zustand pj;o; nach irgendeinem Zustand p;'c; wahrend ein anderes

Quasiteilchen von irgendeinem Zustand p,c, nach p,'c, gestreut wird

- 2 1 1 1 L} 1 1
T o, % Y [ pa' P2l Helel IP1 P2) 2 8(eq + &2 — &1 — &) fe2) [1-(eq )I[1-F(e2)]
P2.P1'P2',0;

Wegen des Pauli Prinzips liegen bei T ~ 0 die Energien aller Zustinde ¢4, €, €1, €' nahe e.

Dies schrankt die moglichen Streuprozesse stark ein. Als Ergebnis (s.0.) ist die Rate fir die
Streuung eines Elektrons mit Energie € nahe der Fermi-Kante mit anderen Elektronen klein,

o' (T) o (6 —gp)? + (KT)2.

Ahnliches gilt fiir die Streuung an Phononen, wofiir t;" (T) «c (e — gg)3 + (KT)3.

4) Bei hoher Elektronendichte n ist die mittlere Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen
schwach gegen die kinetische Energie. Beide hédngen ab von der Dichte

2
2;\ ~ a2 nl/3 h 2\ 2/3
e“/ry =e4n ., & =—(3nn )
< > F 2m( )

D.h. die Wechselwirkungsenergie ist kleiner als g, wenn der mittlere Elektronenabstand rg klein
2

ist gegen den Bohr'schen Radius ag= = 0,529..A . Genauer gesagt, wenn

e2
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3/3 3n 3
's=\|2m < 2 N2 2.
5) Es besteht eine 1:1 Beziehung zwischen den angeregten Zustdnden des wechselwirkenden
Systems und den angeregten Zustanden des wechselwirkungsfreien. (Wir kénnen uns vorstellen,
dass die Wechselwirkung langsam eingeschaltet wird, d.h. alle Zustdnde entwickeln sich kon-
tinuierlich.). Dies hat die folgenden Konsequenzen:

— die Quasiteilchen sind Fermionen
— weiterhin sind die Einteilchenzustande beschrieben durch Bloch-Zustédnde mit p,c.

— Die durch die Besetzungszahlen [{nys}) ; nps = 0, 1 charakterisierten Zustande stellen eine
Basis der Vielteilchenzustande dar. Auch die Energie hangt davon ab E = E({nps}).

1 fur p e Fermi-See

— Im Grundzustand gilt n® =
: b {O sonst

Angeregte Zustande sind Teilchen- oder Lochartig vp,=n,;—n

o _ |1 "Elektron"
po '

Pe = 1-1 "Loch"

Die oben gegebenen Argumente sind die Grundlage der Landau‘schen Theorie der Fermi-
Flussigkeiten (siehe Festkorper-Theorie).
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7. Boltzmann-Transporttheorie
7.1 Die BBGKY-Hierarchie und die Boltzmann-Gleichung

Die hier beschriebene Hierarchie ist benannt nach Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood und

Yvon. In Kap. 4 hatten wir ein Klassisches statistisches Ensemble mit N Teilchen und Zusténden,
die als Punkte im 6N-dimensionalen Phasenraum (x4, Xo, ..., X§) mit xj = (rj,p;) dargestellt wer-

den, durch die Gibbs'sche Verteilungsfunktion p(xy, ... Xy, t) beschrieben. Dies ist die Wahr-
scheinlichkeitsdichte, Teilchen 1 beim Ort ry mit Impuls p4, Teilchen 2 beim Ort rp mit Impuls
P, ... zu finden. Mittelwerte beliebiger physikalischer GrofRe kdnnen damit berechnet werden,

(O(M)) = [dx; dxy ... dxy O(Xq, - Xp) pXg,er: X, 1) -

p(xt) erfullt die Liouville-Gleichung
d 0 N .
0= EP(X,t) = [a + z (r, Vi 4D .Vpi)] p(X,t) .
=1

Das System sei beschrieben durch die Hamilton-Funktion

H(pj, i) = ;[%’f U(rj] + E; V(ri-rj)
Pi
= Fi=VpH =10 pi=-VeH=Fr)+Y Kri-r).

J#i

Die Ableitung des Wechselwirkungspotentials definiert Kj;. Damit gilt

0, < (P )
=[5+ ;(E.Vri +F()Vp) ] plxg xd) = = X K@= 1)) -V, p(Xg,0 Xu)

J#l

Fur viele Zwecke genlgt es, reduzierte Verteilungsfunktionen zu betrachten. Beispiele sind die
Einteilchen-Verteilungsfunktion, d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte, irgendeines der Teilchen bei
X =r, p zu finden

N
f(r,p, ) =F10¢ ) = (D 85x=x) ) =N [dx,..dx p(x, Xp.. X, 1)
i=1

oder die Korrelationsfunktion (n-Teilchen-Verteilungsfunktion), d.h. die Wahrscheinlichkeits-
dichte gleichzeitig Teilchen bei X ... X, zu finden
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N!
£ (Xq, oo X 1) = mjolxn+1...<z|xN P(X1s cons Xy s X 1) -

Damit konnen wir einfache physikalische Grof3en, z.B. 1-Teilchen-Grof3en wie
Teilchendichte n(r, t) = Id?’pf(r,p,t)
(Teilchen)Stromdichte j(r, 1) :jdsp %f(r, p, t)

oder 2-Teilchen-GroRen wie die mittlere Wechselwirkungsenergie bestimmen.

Entsprechend kdnnen wir die Liouville-Gleichung integrieren. Formales Integrieren liefert

o Py _
(E + Yy +F(n) 'Vpljfl (x1, 1) == [dx, K(ry = r2) - Vpp, f2 (xq, X2, ¥

N . n
(%+i§: (%Vri +F(r) V) + %_Z K =) (Vp, _ij)]fn (X100 Xn, 1)

i=]=1

n
=- Zl Ian+1 K(rl - rn+1) . Vpl fn+1 (Xl, Xn+1, t) .
=

Auf der linken Seite berlcksichtigen wir durch F &ufere Krafte, z.B. angelegten elektro-

magnetischen Felder fur Teilchen mit Ladung e, F = eE(r) + % (v x B) . Ein Problem macht die

Wechselwirkung, die mehrere Teilchen koppelt und verantwortlich ist fiir die Kerne K(rj — r;),
aufgrund derer die Gleichung fur f, auch an das jeweils hohere f,;; koppelt. Dies ist die

BBGKY-Hierarchie. Um ein geschlossenes System zu erhalten, missen wir diese approximativ

abbrechen. Eine solche Approximation stellt die Boltzmann-Gleichung dar

o.,p . _[o
(EJFE V,+F(r) ijf(r,p,t) (atf(r,p,t)jcoII

Das Problem ist nun, das Stofintegral auf der rechten Seite, das von den Wechselwirkungen
herriihrt, zu bestimmen. Die Boltzmann-Gleichung war fur verdiinnte Gase entwickelt worden.
Sie hat aber auch eine wichtige Bedeutung bei der Beschreibung von Elektronen in Festkorpern.

Im Folgenden beschreiben wir ein entartetes Elektronengas.
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7.2 Elektron-Elektron StoRRe

Wir betrachten nahezu freie Elektronen mit Gitterimpulsen p = 7k und Spins o und abgeschirm-
ter Coulomb-Wechselwirkung (s. Kap. 6),
2
V===
K®+A1E
k'c' Die Ubergangsrate von den Zustanden k ¢ und k's' nach
Vv k"o und k™c' ist gem&R der Goldenen Regel (Born'sche

\rz\ Naherung)
k n 'G'

2 n m L}
Wkk'—>k"k"':7n K" k™ V [k, k|2 8(ex + e — ek — &)

Zur Vereinfachung haben wir den Spin nicht geschrieben. Bei der Berechnung des
Matrixelementes miissen aber wir die Ununterscheidbarkeit der Elektronen bei gleichem Spin
beruicksichtigen. Damit wird das Matrixelement (siehe Kap. 6)

(KKK = Bk, kevier [VIK=K) = 80 V(K= K™)]

Im Kontinuumsmodel bleibt der Impuls bei dem Ubergang erhalten. Eigentlich gilt dies in einem
Festkorper nicht, da k nur modulo reziproker Gittervektoren (Umklapp Prozesse) erhalten bleibt.
Hier wollen wir diese Komplikation ignorieren.

Im StoBintegral beriicksichtigen wir die moglichen Ubergange. Analog zu dem, was wir von der
master-Gleichung her kennen, gibt es Ubergange weg vom betrachteten Ausgangszustand
(,Rausstreuung’) oder in diesen hinein (,Reinstreuung’). Zusétzlich zu der oben angegebenen
Rate W mussen wir aber noch durch Verteilungsfunktionen bertcksichtigen, ob k und k' am
Anfang wirklich besetzt waren (— fi fi'), und wegen des Pauli Prinzips, ob die Endzustande k"
und k™ frei sind (— (1-f) (1-fk)). Wir nehmen weiter an, dass sich f(p, r, t) im Ort tber die
Reichweite der Wechselwirkung und auch in der Zeit nur langsam &ndert. Dann ist fur alle
Verteilungsfunktionen in den StoBintegralen r und t dasselbe und wir schreiben zur
Vereinfachung nur f(p,r,t) — f . D.h.

of
(—k] = - > [Wikeokee fic fie (1= Fier) (1 = i)
ot el—el k' k" k"

~ Wik Fier fie (1= fi) (L= Fie)] -

Hierbei beschreibt der erste Term die ,Rausstreuprozesse’ aus dem betrachteten Zustand k, der
zweite die Prozesse, die in das betrachtete Niveau k ‘'reinstreuen’. Es gilt die
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'Mikroreversibilitat', d.h. die Ubergangsmatrixelemente fiir die Raus- und Reinstreuprozesse
sind gleich, Wiy k'k™ = Wik kK- Verwenden wir noch die Impulserhaltung, so kénnen wir

vereinfachen

of 2 2
(_k] =- 2y V(@) =8, V(K =K+0)|" 8(e+ &0 —Exrq —Ee_q)
Ot Jolel h

x| fi fie U=Tiaq) (0= fiiq) = fiag fiq A=) @=F,) ]

Die Elektron-Elektron-StoRe erflllen die folgenden Erhaltungssatze:

f
- Teilchenzahl ; [a—k] =0
ot el—el

of
- Impuls ; k(a—r} =0 (Gilt nur solange Umklapp-Prozesse ignoriert werden.)
el—el

f
- Energie ; £k {a—kj =0.
Ot Joy el

AuBerdem ist bei Spin-unabhangigen Wechselwirkungen der Spin erhalten.

7.3 Storstellenstreuung und Elektron-Phonon-Streuung
Storstellen werden durch ein Potenzial Z Uimp(r-Ry)  beriicksichtigt und fiihren in
J

Storungstheorie auf ein weiteres StoRintegral. Die goldene Regel liefert die Rate fir die Streuung
eines Elektrons an einer Storstelle von k nach k'

i 21 , X
Wh = Nimp (K[ Uy 1) 2 8(ex — ek) - | Uimp
I
Damit wird das StoRintegral " > kF
(0} 'c
of : :
(—kj == > WP fie = fie) =W TP e (1=

__ 2
n

Nimp ; [Uimp(k = K)[? 8(ex — exe) [fic — fie] -



137

e =8k

of
K
(W] B _nimpIko'VF (O ) [y —fk-]|
imp

In der letzten Form haben wir die Dichte der Storstellen njn,, den Streuwinkel 6y und den
Wirkungsquerschnitt fir Streuung an einer einzelnen Storstelle o(6yy) eingefiihrt. In Born'scher
Né&herung ist dieser gerade proportional zu |Uimp(k — k")|2. Die Integration erfolgt tiber alle
Richtungen des Impulses dQ,: = sin Oy dOy doiy. Der erste Beitrag des Integrals definiert eine

Stolirate (inverse Lebensdauer)

1
- =D dQ,.. VE o(Okk) -
Timp |mp'[ k' VF 0 (Okk)

Damit gilt

of 1
(a_:j = _’C'_ fk + nimp Iko VE G(ekk') fk'|
imp ~IMP ek

Oft verwenden wir eine Approximation: Bei s-Wellen Streuung ist o(6) = const. Dann gilt

ofy I S
(Hlmp— T [fk— (fio 1,

wobei (fy) = 1 dQ, . f, . den Mittelwert von fi, Gber die Richtung des Impulses bei
k e k' Tk K
Ek'=€k

fester Energie bezeichnet.

Die Storstellenstreuung erfllt die folgenden Erhaltungssatze:

- Teilchenzahl ; My =0
ot Jimp

- Energie — =0
’ ; gk[ ot ]imp

Der Impuls der Elektronen ist aber nicht erhalten, sondern kann an das Gitter abgegeben werden.

Elektron-Phonon Stol3e

Die StoRe mit den Phononen sind inelastisch. Uberlegungen wie in oben geschildert filhren zu
folgendem StoRintegral
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df I—ph I-ph
(d_fj == 3 WERR £ (- i) - WEED fie (- ],
el-ph K

k'

Wenn die Phononen thermisch verteilt sind, gilt aufgrund des detaillierten Gleichgewichts gelten

o
\Nd—j}ph =exp [(8k - 8k')/kT] .
k'—k

Bei den Elektron-Phonon StdRen bleibt nur die Teilchenzahl erhalten.

Relaxationsraten und Relaxationszeitapproximation

Wenn das System im thermischen Gleichgewicht ist, also die Verteilungsfunktion eine Fermi-
. 0 . . N : . .
Verteilung f,. , verschwinden alle StoRintegrale. Dies gilt auch, wenn die Verteilungsfunktion ein

lokales Gleichgewicht beschreibt, z.B.

-1 lLe.
e :[expak—hk-v(r)—u(r)+l} . (afk j -0
coll

kT(r) ot

mit ortsabhéngigem (und u.U. auch zeitabhéngigem) chemischem Potential u(r), Verschiebung
im Impulsraum um mv(r) und lokaler Temperatur T(r).

Wenn die Abweichungen vom lokalen Gleichgewicht klein sind, kdnnen wir die StoRintegrale in
5 = i

linearisieren und erhalten

of 1
—K | = B+ [k W Bf
ot ’
coll
Hierbei beschreibt der erste Term 'Rausstreuprozesse' aus dem betrachteten Zustand k, der zweite

die Prozesse, die in das betrachtete Niveau k 'reinstreuen’. Diese sind i. A. ein Integral tber die
Verteilungsfunktion mit geeigneten Kernen W, . und entsprechend schwer exakt auszuwerten.

Die Stofrate 1/t.q, definiert durch den ersten Term, ist ein Integral der StoBkerne. Bei der
Stérstellen-Streuung ist 1/tjmp eine Konstante. L.A. ist die Rate jedoch temperatur- und

energieabhangig. Z.B gilt fir die Elektron-Elektron-Streurate o (g —8,;)2 + (KT)?

1
Tel-el(€k T)
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und fir die Elektron-Phonon-Streurate oc (g —sF)3 + (kT)3. Diese Abhangigkeiten

1
Tel-ph(ek: T)
sind im Wesentlichen durch den Phasenraum fiir die Streuprozesse bestimmt.

Eine weitere Auswertung der Boltzmann-Gleichung erfordert Approximationen. Haufig ver-
wendet man die sogenannte Relaxationszeitapproximation

of
(A
ot coll Teoll

Die Relaxation erfolgt zum lokalen Gleichgewicht. Diese Approximation ist oft qualitativ
ausreichend, solange keine Erhaltungssatze verletzt werden. Sie beschreibt aber, wie das folgende
Beispiel zeigt, die Streuprozesse zu pauschal.

7.4  Elektrische Leitfahigkeit

Mit Hilfe der Boltzmann-Gleichung kénnen wir die verschiedenen Transportprobleme diskutie-

ren. Wir berechnen zunachst den elektrischen Strom je = e ; Vi fic fur Teilchen mit Ladung e
()

(d.h. fir Elektronen ist e = -|e|) als lineare Antwort auf ein angelegtes elektrisches Feld E. Als
konkretes Beispiel beriicksichtigen wir hier nur die Storstellenstreuung im stationédren Fall eines
raumlich homogenen Problems. Dann reduziert sich die Boltzmann-Gleichung auf

of
h imp

ot
. : 0 . Ak
In linearer Ordnung spalten wir f, = f, + 5fy. Dann gilt Yy
0 Ve > ~
Oy £0 04 ¢
eEViqg, TV nimpIko' o (Byi) [8fi — 8fic] - / \
In der Relaxationszeitapproximation reduziert sich die \ / ky
rechte Seite auf —Lka und wir finden NS -~
Timp
of
ka =€ EVk Timp —a .

Zur Losung der allgemeinen Gleichung machen wir den Ansatz
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(o
ka =e EVk ‘Cimp —a ,

wobei ritr;p eine zu bestimmende Konstante ist. Einsetzen liefert
Vk-E =VE nimp Titrrnp Jko G(ekk-) E- (Vk - Vk') .

Mit vy in z-Richtung und E in der x-z-Ebene lautet dies

2n T
VEEZ=VE Nimp Timp | do [5in6 d0 5(0)(VEE, - VEE, c0s0 - VEE, sind cose) .
0 0

Der letzte Beitrag im Integral verschwindet. Also gilt fur die "Transportrate'

1 T
r = VFNimp 27 _[sme dé () (1 - cosb) .
0

Timp
Die Transportrate unterscheidet sich von der 'Rausstreurate’ im Stof3integral

Y
—— =VgNimp 27 | SiN0 dO o(0) ;
Timp F "imp !). ( )

durch den Faktor (1 — cos6) im Integral; denn Streuprozesse mit 6 = n beeinflussen den Transport
starker als die mit © = 0. Nur fur s-Wellen-Streuung mit o(6) = const gilt Ti:np = Timp-

Der elektrische Strom ist dann

. tr ot ~
Je =€ Timp 2 Vi (VE) (—gkj =ckE

ko
was den Leitfahigkeitstensor G(XB definiert. Fr isotrope Systeme gilt 8(13 =95 B o und
o
2¢2 _ . :
c= % Titrrnp jds D(e) v2. Im Rahmen der Sommerfeld-Entwicklung (fiir KT « ep) finden wir

tr
_2e’D(ep)VE? o _m—zeZD(S )D
= F

6= 3 Yimp = m

Im letzten Ausdruck haben wir die Diffusionskonstante D = vg2 Titrrnp /3 eingesetzt.
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7.5 Warmeleitfahigkeit und thermoelektrische Effekte

Wir betrachten nun Situationen, wo es neben dem elektrischen Feld eE auch ein raumlich variie-
rendes chemisches Potential und Temperatur, Vu und VT, gibt. Wir betrachten wieder nur kleine
Abweichungen von einem lokalen Gleichgewicht charakterisiert durch lokale Parameter p(r) und T(r)

fl-e(k,r) = {elen()/keT(r) 4 1}_1

fl€-(k,r) geht in die linke Seite der linearisierten Boltzmann-Gleichung ¢ E-Vy fl& +v, v, fle
h

ein. Daraus folgt

€k~
a {eE Vi-—7 P yT)= ~VE Nimp [ 42 6(01c) [y - 5fic]

Vk' Anr

Das elektrische Feld tritt in Kombination mit dem Gradienten des chemischen Potentials auf. Die
Summe ist der Gradient des eichinvarianten elektrochemischen Potentials. In Analogie zum oben
verwendeten Verfahren finden wir sofort die Lésung

6f0 tr g, —
8k = gy Timp Vic [eE-Vu + K

Bvn]

mit dem oben bestimmten Tirmp . Damit wird der elektrische Strom und Warmestrom

je =2e ; Vk ka

afo
=2e tf [ de, [dO, D(ey) [ }vk Vi [eE-vp+ E (—VT)]
Ogy
jg =2 ; Vi (e = 1) Bf

of
=2 [de, [dOy, D(ey) ——k Vi Vi [eE-vu+ &

e — VD] -n).

Wir flihren die Tensoren kn ein mit den Komponenten

fO

K _\n
JVkQVkB(gk "

(kn)aﬁ = |mp stkIko D(ek) [ .

Dann gilt das folgende wichtige Schema
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. R Vi, e
jo =€ KO(E—TM) + Ky (V)

jg = ek, (E—%) +% R, (-VT)

Wir werten die Integrale aus fiir eine isotrope Fermi-Oberflache. Dann gilt (Rn )aB = Kp 8gp- IM

Rahmen der Sommerfeld-Entwicklung ersetzen wir die Zustandsdichte durch ihren Wert an der
Fermi-Oberflache und die Geschwindigkeit durch vg. Dann brauchen wir

Ids(—%}zl; jdg(—%J(g—u)zo : jds(—%j(s—u)z =§(kT)2.

Somit gilt

o _Ir
VE” Tim 1
Ko = 2D(8F) Tp = ? cY(SF) )

2 _tr 2 2
VE" Timp «t T 1
Kp=2D(ep) —5 5 (KN =5 keT) > oler)

wahrend das Integral K; = 0 verschwindet. Dies gilt solange wir D(e)v2 = const setzen, also

"Teilchen-Loch Symmetrie" annehmen. Dies bedeutet, Elektronen oberhalb der Fermi-Kante

haben dieselben Eigenschaften (Zustandsdichte und Geschwindigkeit) wie Locher unterhalb. In
dieser Naherung gibt es keine thermoelektrischen Effekte. Wir finden diese erst, wenn wir K;

sorgfaltiger auswerten, indem wir die Zustandsdichte D(g) v2 nicht konstant setzen sondern um

die Fermi-Kante entwickeln, D(e)v2 = D(e )v2 +(e-¢ )Q [D(e)v?]| _. . Dann gilt
F F F 88 S_SF

of° 10
K= 2Titrrnp IdS [_EJ(S_M)z 3 5e [D(S)VZ]L::SF

TCZ 2

_ tr 2 0 2 _ T 2 0
=2 Ty~ (KT)" 55 D)V Vemep = — (KN)* o)., -

Der Ausdruck fur K1 ist nun von Null verschieden aber klein solange T/ef « 1.

Wir erhalten also die folgenden Transportkoeffizienten:

1) Elektrische Leitfahigkeit &

Wenn nur ein elektrisches Feld E angelegt ist, gilt jo=GE mit 6= e? ko-
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2) Thermische Leitfahigkeit « (der Elektronen)

Nun sei ein Temperaturgradient VT aufgepréagt. Die thermische Leitfahigkeit ist dann definiert
durch jq =« (VT). Aus den oben gegebenen Relationen schlieRen wir, dass k(E=0) = K,/T

ist. Ein typisches Experiment wird jedoch bei jo = O durchgefiihrt, d.h. es existiert auch ein

: - 1 - :
elektrisches Feld eK o E =5 K VT. Dann ist der Warmestrom

KKK 1 - .
jg= 22—V T - T K,VT=Rk VT,
=

—

und der so erhaltene Wert von «
K,-K, K51 Ky I22
T T

weicht geringfugig von K o/ T ab. Das Verhdltnis zwischen Warme- und elektrischer Leitfahigkeit
2 2
ist k = %e—z To. Dies ist die Aussage des Wiedemann-Franz-Gesetzes.

3) thermoelektrischen Effekte

Es gibt eine ganze Reihe von thermoelektrischen Effekten. Sie sind alle schwache Effekte (kleine
Spannungen, ...), da K4 klein ist. Beispiele sind

a) Seebeck Effekt

Hier untersucht man einen offenen Stromkreis be-
stehend aus zwei verschiedenen Materialien A und
B, an die ein Temperaturgradient angelegt ist. Da

. L - 1 - .
Je = 0 ist, gilt wieder eKoE = 3+ K,VT. Die T
Thermokraft Q,definiert durch

A A~

« a1
E=QVT, ist Q=57 Kj'Ky.

Aufgrund der Thermokraft misst man eine
Spannung (fur isotrope Materialien)
Xl X2 XO
V= [dx-Edx= [dxEg+ [ dxE,+ [dxEg =(Qa-Qg) (T2 Ty,
Xo X X2
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die proportional zur Temperaturdifferenz und der Differenz der Thermokréfte ist. (Hier ist T(x;) =
Tj, i=0,1,2, siehe Skizze.)
b) Peltier Effekt

Ein elektrischer Strom ist i.a. verbunden mit einem Warmefluss. Wir betrachten eine Situation
ohne Temperaturgradient, VT = 0, aber E # 0. Dann gilt jo=eK4E, und jo=eKgE, also

Ky Kot je =11 je .

.1 ~
Ja=%

Der so definierte KoeffizientIT wird als Peltier Koeffizient bezeichnet.
¢) Thomson Effekt

Die Energiedichte q = ; (e —w) fx andert sich durch Warmestrome und Joule'sche Warme-

produktion

d ] 1 ]
ot =Vig+E-5 V).

Eine etwas miihsame Rechnung liefert daftr

P2
dg _ Je +dK 2 dQ .
oo, S ym2 1 Rvr.j).
4= S me ot Reer

Wechseln wir die Richtung von j,, dann andert auch VT-j, das Vorzeichen. Dies bedeutet,

dass%ctl nicht symmetrisch ist.

Im magnetischem Feld gibt es eine ganze Reihe weiterer Effekte: Nernst, Ettinghausen, Righi-
Leduc Effekt, die hier nicht weiter diskutiert werden.

Symmetrien der Verteilungsfunktionen

Wir konnen verschiedene Nichtgleichgewichtssituationen erzeugen, die sich in der Symmetrie
der Verteilungsfunktion unterscheiden.



Zugefugte Teilchen ergeben eine
Verschiebung des chemischen
Potentials o

of =du (—%ij :

'Heille' Elektronen sind beschrieben
durch 8T (>0)

_ s of
L

Ein elektrischer Strom verschiebt die
Verteilung

of OCEVk(—STfij .

Ein Wéarmestrom ist beschrieben
durch

of9

of ¢ VT Vk (Sk— },l) (—g} .

k
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Bei der Thermodynamik irreversibler Prozesse spielt die Entropieproduktion eine wichtige Rolle.
Sie kann als bilineare Form in verallgemeinerten Stromen und verallgemeinerten Kraften

entwickelt werden, %S :Zjn -F, . Weiterhin gilt zwischen Stromen und Kraften die lineare
n

Relation j, = Z L,mFm - Fur ein solches Schema fand Onsager, dass die Matrix der Lp;; symme-
m

trisch ist, Lnm = Lmn -

Beispiel: thermoelektrische Koeffizienten

. E-Vule i .
S = JE'—M"'V'[_QJ:JE

T T

U
11

~E-Vule

ria-7 (1)

T T
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Die oben beschriebene Losung der Boltzmann-Gleichung lieferte tatsachlich, dass die
nebendiagonalen Koeffizienten gleich sind, ﬂeq = qu =T e K. Die anderen Koeffizienten sind

Lee =Te2k0, qu =Tk2.

7.7 Boltzmann-Gleichung im magnetischen Feld

Im magnetischen Feld lautet die Boltzmann-Gleichung

0 e 1 of
[a VK-Vt %(E+Evk xB) - Vk] fi = (a—r) ".
co

Wir linearisieren und suchen eine stationare, homogene Losung bei Verwendung der Relaxations-
zeitnaherung fur das StoRRintegral

of° 1
= eE-vkgk+%(vka)-Vk6fk=—; Of .

. : 0 :
Hierbei haben wir verwendet, dass (vy x B) - V| 9 = (v x B) - vk%—8 = 0. Mit dem Ansatz:

of°
of =etviF [a—"] und Ak =m*v,sowie (AxB)-C=(BxC)-A=... erhaltenwir
&k
v-E=v-(F+ e: Bij ™).
m'c
. . . . _ net
Der Ansatz liefert die Stromdichte j =e >, v 8fk, =og F mit o = m= - Durch

k
entsprechendes Summieren der Gleichung (*) (ohne vorherige Auflésung nach F) erhalten wir

1. et 1 . .
E=—]+—=-—Bxj=p]
o, m'c o,

Diese Relation definiert einen spezifischen-Widerstandstensor ;3 Mit B in z-Richtung und vy

et . .
= o B finden wir
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o= K
» o o

E-yBxE+y°BB-E
1+y°B®
daraus j = & E und den Leitfahigkeitstensor G bestimmen. Dieser ist (fir B in z-Richtung)

Wir kdnnen die Relation (*) auch invertieren, mit dem Ergebnis F = , und

1 v O

o= 002 -y 1 0
1+y 9

0 0 1+y

Wir betrachten nun eine typische Hall- *B

Geometrie wie dargestellt. Die zu j 7/E}y' | /
[~ ]

parallele und senkrechte Komponenten I
des Widerstandtensors liefern dann

. 1
E”:p0J v Po=

G0
et 1 _ . .
EJ_:EH—m*C S0 BJ =RHBJ.
. . . et 1 1 i} .
Der so definierte Hall-Widerstand ist also Ry = === - = hangt ab von der Dichte

- m*C oy  hec
und dem Vorzeichen der Ladungstragern. Messung des Hall-Widerstands erlaubt es, diese zu
bestimmen Der Widerstand flr Transport in B-Richtung ist in dem Grenzfall, den wir hier

betrachten, nicht beeinflusst durch ein magnetisches Feld. D.h. der Magnetowiderstand, der die
B-abhangigen Abweichungen bezeichnet, verschwindet.

7.8 Wigner-Funktion

Im Prinzip konnen wir, &hnlich wie die Boltzmann-Einteilchen-Verteilungsfunktion f;(r,p,t) aus

der klassischen Gibbs'schen Verteilung durch Ausintegrieren der anderen N-1 Teilchen erhalten
wurde, auch in der Quantenmechanik verfahren. Ausgangspunkt ist dann die Dichtematrix p(t),

deren Zeitentwicklung aus der Liouville-Gleichung folgt ih%{)(t) = [I:I,;S(t)] :
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Betrachten wir zunéchst ein einzelnes Teilchen, dessen Zustand durch eine Dichtematrix be-
schrieben ist. Dann kénnen wir das Matrixelement

POy =X wa(n) (1AM ') yi(r)

n,n'

auch in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten ( R+r/2 |p(t)| R-r/2) betrachten. Wenn wir viele

(N) Teilchen haben, kénnen wir aus der Dichtematrix eine 1-Teilchengrof3e dadurch erhalten,
dass wir eine Spur tber die anderen N-1 Teilchen bilden

fLRrY=t ( R+r/2| p(t)| R=r/2) .

N
Die so erhaltene GroRe wird nach Fourier-Transformation bezlglich r die sogenannte "Wigner-
Funktion™

fy (Rt =[drelkr tr  (R+r2|p(t)|R-r/2) .

Ny

Sie hat formale Ahnlichkeiten mit der Boltzmann-Verteilungsfunktion. Die Dichten im Orts- oder
Impulsraum sowie die Stromdichte

MR0=<RmanR>:jiﬂif(Rk0
’ @emd
n(k,t) = (k[p(t)|k ) = j d°R f,(RK.1)

d’k nk

WF Fl (R,k,t) y

iRY= |

konnen korrekt aus fl(R,k,t) gewonnen werden. Bei diesen Grofien wird entweder (ber den

Impuls oder Gber den Ort integriert. Die Unscharferelation in der Quantenmechanik verhindert

jedoch, eine Grolie einzufuhren, bei der sowohl Ort als auch Impuls festgelegt werden.
Entsprechend ist die GroRe fl(R,k,t) nicht allgemein als eine Verteilungsfunktion zu inter-

pretieren. Man findet unter anderem, dass fl(R,k,t) negativ werden kann. Aus diesen Griinden

hat die Wigner Funktion i.A. keine einfache anschauliche Bedeutung, sie charakterisiert aber den
quantenmechanischen Zustand des Systems.
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8. Linear Response, Kubo-Formalismus

8.1 Schrodinger—, Heisenberg— und Wechselwirkungsbild

Wir betrachten einen zeitabhangigen Hamilton Operator H(t) = Hp + H4(t), wobei H4(t) im fol-

genden den Effekt einer schwachen aber zeitabhangigen Stérung beschreibt.

a) Schrodinger-Bild (Darstellung):

Die Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung kann formal mit Hilfe des
Zeitentwicklungsoperators U(t,tp) geschrieben werden

nSusO=HO VSO o ws® = Ut vslto)
= Ih% U(t,tg) = H(t) U(t,tg) U(to.tp) =1

.t St
= U(tt) =1~ [dt'H({E) U(titg) = T exp| - [dt'H(t) |.
h iy h
Hier ist der Zeitordnungsoperator T eingefiihrt worden. Er ordnet Operatoren entsprechend ihrer
Zeit so, dass die mit der spatesten Zeit links stehen. Fir H(t) = Hq reduziert sich der Zeitentwick-

lungsoperator auf Ug(ttg) =e ot/

b) Heisenberg-Bild:

Im Heisenberg-Bild enthalten Operatoren die Zeitabhéngigkeit, wéahrend Zustédnde zeitunab-
hangig sind

On(t) = U*(t,to) Os(t) U(t o)
wH = Ut (o) ws(t) = ws(to) -
Erwartungswerte sind in beiden Bildern gleich,

(0) = Cwn® [OH®I wH(®) = Cws() O] ws(D)).-

Die Operatoren erfiillen die Heisenberg-Bewegungsgleichung

d

1h—
dt

04 () = [OH(H, Hy(®] + i U*(to) (> Os(0) Ulttg)

Der letzte Term ber(cksichtigt eine explizite Zeitabhangigkeit, die in Og(t) enthalten sein kann.
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c) Wechselwirkungsbild:

Im Wechselwirkungsbild wird die einfache Zeitabhangigkeit, die von Hy herrihrt, abgespalten

iHyt/n —iHgt/A

oi) = """ og(t) e Ly =e ot

vs(t)

= in %Ol(t) =[O, (), Hl + 7 ' Hot/" (%Os(t)j g Mot/

Wir betrachten nun ein System, das durch eine Dichtematrix p(t) beschrieben ist. Diese erfillt die
Liouville-Gleichung ih%p(t) = [H(®), p(1)] .

iHyt/n —iH,t/n

In der Wechselwirkungsdarstellung gilt pp)=-e p(t) e

N ih%m () = [Hy, (©), pr ()]

-t
= p®=plo) - - [dt' [Hy @), pr )]
t

Diese Form eignet sich besonders fir die unten folgende Stérentwicklung.

8.2 Linear Response

Bei ty sei das System in einem Zustand beschrieben durch eine Dichtematrix pg = Z ePHo |

Dabei ist die Normierung die Zustandssumme Z, = tr ePHo, Weiterhin greife eine externe

Storung F(r,t) an, die an eine physikalische Grofke Q(r) koppelt in dem Sinne, dass der Beitrag
zum Hamilton-Operator gegeben ist durch

Hy(t) =~ j d3r F(r, t) Q(r)

Beispiele: Ein elektrisches Potential ¢ koppelt an die Ladungsdichte e y*(r) y(r), ein Vektor-
potential A an den Strom (s. unten), ein Magnetfeld H an die Magnetisierung M.

In linearer Naherung kénnen wir die Integralgleichung fur p (t) nach einer Iteration abbrechen

t
p1 (1) = po - %J-dt' [Hyi (), pol -
f

Damit bestimmen wir den Erwartungswert einer physikalischen Grofze O(t)
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ot
(O®)) =tr[py () O ] = Oy~ — ' tr Lpo [Or (). Hyy O]}
f

(Hier haben wir die Invarianz der Spur unter zyklischen Permutationen des Argumentes ausge-
nutzt.) Wir fihren die Abweichung vom ungestorten Wert 80O(r,t) = O(r,t) — <O>po ein, setzen

H; ein und lassen tp— —

t
= (30(rt)) = j dt‘Id3r'tr{p0 [O1(r.t), Qi (r' )]} F(rt).

0> ®

il
ht

Die verallgemeinerte Suszeptibilitdt oder Lineare-Antwort-Funktion (“linear response”) ist
definiert durch

o0

BO(r,t)y = [ dt' [dry(r,t,r',t) F(r' t)

Der Vergleich zeigt

y(r,t,r't) :%tr{po [0,(r,),Q,(r' 1) ]} 6(t—1)

Dies ist die Kubo-Formel. Sie driickt die Lineare-Antwort-Funktion y durch Eigenschaften des
ungestorten Systems aus.

Bei rdumlicher und zeitlicher Translationsinvarianz hangt y nur von Orts- und Zeitdifferenzen ab.
Nach Fourier-Transformation y(r — r', t — t) — x(k,®) wird aus der oben geschriebenen
Faltungsrelation

(80(k, )y =y(k,®) F(k,»)

Oft sind wir an der Anderung der GréRe Q, an die F ankoppelt, interessiert, d.h. O = Q. Dann gilt
g\ i [ 1
x(r.t, r't) = %tr {po [8Qi (r,0), Q) (r ,t)]} 0(t-t).

(Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden nur die Zeitabhéngigkeit.) Wir kdnnen vy
weiter auswerten, indem wir Energieeigenzustande Hp [n) = Ep, [n) einschieben

= y(t-t) = lw z e—BEn I(n|8Q|n") |2 [ei(En -Ep)(t=t)/n _e—i(En fEn.)(t—t')/h].
h 0 nn'
Nach Fourier-Transformation und mit j dtel®to(t) = ﬁ = i% + 18(w) finden wir

—o0
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x(®) = x'(w) + ix"(w); (o) =y (@) ;  x"(-o)=-x"(o)
E —E. E —E.
" = BE 2 n n |_ _—n n
%" () hz()%(? nj{n|8Q|n")| {[ - j 8(03 - ﬂ
n1-e Pho E,.—E_.
= - - —BE " 12 —n_~—n'
T %“'e n(n|8Q|n"]| 8(0)+ " j
(@) = Ziz = (e e ) (n oQim) .
nn M

8.3 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Wir betrachten die Korrelationsfunktion im Gleichgewicht (3Q(t) oQ(t)). Da bei

quantenmechanischen Operatoren i.A. die Ordnung der Operatoren eine Rolle spielt, definiert
man die Korrelationsfunktion durch die symmetrisierte Form

G(t-t) =5 tr {pol5QU) 3Q() + 3Q() 5QMT}

Nach Fourier-Transformation erhalten wir analog zu den oben gezeigten Schritten

—Bho B
G(0) = (3Q3Q), = = “;—Z B0 | 5QI) 2 500 + - hEn').

0 nn'

Der Vergleich mit der Responsefunktion liefert das Fluktuation—Dissipations—Theorem

(3Q8Q), =coth 222 7o)

Im klassischen Grenzfall 7o « KT giltalso (3Q 8Q), = % 1" (o) .

Zur Erlauterung der Bezeichnung "Dissipation™ zeigen wir, dass y" die Energiezunahme
beschreibt und daher im stationdren Fall proportional zur Dissipation ist.

% (E@)) = Q tr[pH(t)]—tr[pH]— <8t Hq(t) )
Hier haben wir benutzt, dass i 7 tr {;5 H} =tr {[H, p] H} =tr {p [H,H]} = 0.

= gt CEO) =~(QQ) F(1) = [dt'(t-1) Ft) FO)
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und  AE= | dt%(E(t) ) = [do (i) 1(@) F@)? = [do o ") [Fo)?.

AE > 0 nimmt zu, d.h. " hingt mit der Energiednderung und damit der Dissipation zusammen.

8.4 Kramers-Kronig-Relationen

Die Responsefunktion ist “kausal”, y(t-t") o 6(t—t") , d.h. der Response zur Zeit t hangt nur von
der Stérung F(t') zu Zeiten t' < t ab. Aus der Kausalitit folgt die wichtige Eigenschaft, dass ()

analytisch in der oberen ®-Halbebene ist. Es gilt auBerdem fiir alle sinnvollen Modelle, dass
Ix(w)| < Uw| fir |o| — oo. Wir wenden nun zunéachst Cauchy's Theorem an (mit einer Kontur

langs der reellen Achse und zurtick in der oberen Halbebene) und verwenden dann die Relation
1/(x=i0)=P/x +ind(x)

- pdo' ye) _ T do'y(e) | mx()
o +10) = Cﬁ %w'—w—io - P_-[O%m'—(o ¥ 21
= y(o)= E T d(o'—X('m') :
It 0'-o

—00

Eine Zerlegung nach Real-und Imaginarteil liefert die Kramers-Kronig-Relationen

Re 1(0) = 1) = = [ dor 212

r(©)

Im (o) =%"(0) =— % I do' o

Sie erlauben die Berechnung des Imaginarteils der Responsefunktion, wenn der Realteil gemes-
sen ist und umgekehrt. Daher sind sie von grol3er praktischer Bedeutung.

8.5 Die elektrische Leitfahigkeit

Als konkretes Beispiel werten wir nun die elektrische Leitfahigkeit aus

(Jo(@) =Y oop(@) Eg(®) § o B=xY,2Z .
B
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Der Leitfahigkeitstensor o ist die lineare Responsefunktion, die Anderungen des Stromes als
Antwort auf ein elektrisches Feld E = - grad ¢ — EA beschreibt. Flr die weitere Auswertung
c
wahlen wir die Eichung ¢ =0.D.h. E=— LA
c

= (@) = X ogpl0) Age)  AQ= [22E N AW).
B

Zu beachten ist das Auftreten des Faktors io in der Relation zwischen (j(®)) und A(w). Das

Vektorpotential geht in der eichinvarianten Ableitung in den Hamilton-Operator ein
1 rho e 2
H= [yt ) {on [TV -5 ArD] + U0} v + .
Nach Linearisierung finden wir also

Hy=- o 2050 it a0 =5 W Ve - L evte) vl

Der Strom

j(rt) = {w+(r)( V——A) w(r)+[(——V——A) v(n] win}

2
besteht aus 2 Beitrdgen j(r,t) = jo(r) - e—\|/+(r) y(r) A(r,t) . In linearer Ordnung in A finden
mc

wir dann auch 2 Terme

2 [}

o (1) ==y w(r) ) Ag(rd) + % L dt 6" g (Rt ) 3 AR

Dabei ist (y*(r) w(r)) = n(r,t) die Dichte der Elektronen, wahrend die Responsefunktion y nun
nach den obigen Regeln folgt

1 1 i - - 1 1 1
Xap (NL 1E) = 0 {ro [ize (rt), japi (r n]}ec-t).
Wenn wir Raum- und Zeittranslationsinvarianz annehmen, wird dies

2 1
(Jo (kK@) ) == oy Ay (Ko) + 2 7apk o) ¢ Ap (ko)
mcC l3

1] €
ogp (Ko) :E —Fn8aﬁ+xaﬁ(k,m)}.
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Der erste Term beschreibt eine freie Beschleunigung (vergleiche die Drude-Leitfahigkeit) und ist
rein imaginar, der zweite Term beschreibt den dissipativen Anteil.

Einstein-Relation

Zur weiteren Auswertung nehmen wir, dass ein homogenes Feld angelegt ist, k = 0, und betrach-
ten nur die w-Abhéngigkeit des Realteils der Leitfahigkeit

2

Re o (@) = hc:mz Re [ d(t—t)el ®™tr £oq [y (), Py (1)} O(t-t)
S ReZ I dtei©t {(n]pge" ™ pye ™" [’ py )

iHyt/ 7 —'Ht/h .
~(n'|pgpy Imxn e "pye " 0]

f(En)-f(E,)
(ho+E, —En.)—n'

D ((nlpgIm)y(n|pgln)
nn'

In der letzten Form haben wir berticksichtigt, dass fur die Elektronen die Besetzungswahr-
scheinlichkeit durch die Fermifunktion gegeben ist.

Wir betrachten nun ein isotropes System. D.h.cyg =6 844 ; <pX ) = (py ) =

2
ne ,
= Reo(0)= > >, (nlp|n)25(ho+Ey—Ey) [fEn) - fE]
3om* nn'
und ein entartetes Elektronengas, d.h. 7w, KT « Ep = [f(E))-f(E,, + 7 ®)]/ ho = S(E, - EF)

=  Reo(o) = ﬁhz 8(En—Ep) 8(ho +E,—Ey) [(n]p|n)|2

Jetzt driicken wir die zweite 5-Funktion wieder als Integral aus Re I — e'thE”t/h_'E"'t/h

2 0 .
=  Reo(®)= . 5Re [dtY 8E,~Ep) (n|p()p(0)n) et
3m 0 n

Es bleibt eine Mittelung tber die Richtung der Impulse auf der Fermi-Oberflache. Mit Hilfe der

Zustandsdichte pro Spin N(Eg) schreiben wir Y, 8(E, - Eg) (n| ...|n) =2 N(Ep) (...)fs. Damit
n

wird die Gleichstromleitfahigkeit ausgedrtickt durch die Diffusionskonstante
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Re o(w = 0) = 2e2 N(Ep) D Einstein-Relation
Tl
D= jdt5 Re (V(t) v(0)) s Diffusionskonstante
0
) . L pem o 4n  pd
Fur freie Elektronen gilt weiter N(EF):ZF—3 und die Dichte ist n:2——F3.
2n°h°V 3 (2nn)°V

SchlieRlich nehmen wir ein einfaches Relaxationsmodell an, (Vv(t)v(0))gs = et/ VFZ, und finden

. . . Ve?t ne’t
so die altbekannten Ergebnisse wieder, D = 3 und o= .
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9. Phasenuberginge

9.1 Paramagnetismus

Wir betrachten zundchst N wechselwirkungsfreie Teilchen mit Spin S = 2 und magnetischem

Moment ) in einem externen Magnetfeld beschrieben durch

N
H=-2p, > H-S,.
i=1

Fir Elektronen ist u, =guy /2, das Bohr'sche Magneton ug = e€7/(2m¢c) und g = 2. Fiir ein

Feld in z-Richtung betrachten wir nur die z-Komponente S;, = (1/2) 6; mit o;==1. Damit wird
N
H=-h) o, mit h=p H,.
i=1

Die Zustandssumme des Systems ist

z= ¥ ePH- ¥ eﬁhng(z

{o,=+1} {o,=+1} o=tl

N
Hhh GJ — 2N coshN(Bh)

Daraus folgt die freie Enthalpie

A <5>= M/Npg
G(T,H,)=kTInZ | - //,_7,_’
=-kT N [In 2 + In cosh (Bh)] T <T, <Tj
und
M(T, H,) =— g% = N g tanh (Bh) .
z h

=N (o)
Der Mittelwert eines Spins ist also (G) = tanh (Bh). Dasselbe Ergebnis erhalten wir aus

pho;
(6j>:% D> oe L
{

o;=%l1}

-1
3 ] S 6 ¢ "% — tanh (Bh)

.=+ =+
o; +1 o; +1

Fiir Teilchen mit allgemeinem Spin S gilt S;, =m; ; m;=-S,-S+1, ... +S und

N .
(& ohm ) _ Jsinh [(2S+D)Bh]|N
ZS‘(mZ_SCB ]‘{ sinh (Bh) } '

Daraus ist wieder G(T,H,) und die Magnetisierung direkt zu bestimmen.
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9.2 Molekularfeld-Naherung (mean field) fiir das Ising-Modell

Wir betrachten nun wechselwirkende Spin-1/2 Teilchen im Magnetfeld (in z-Richtung),
beschrieben durch das Ising Modell

1
H= _EZ Jijcsicj —hz o;
1j i

Die Summen laufen {iber alle Gitterpldtze. Die Doppelzdhlung der Paare in der ersten Summe

wird durch den Faktor 1/2 kompensiert. Oft betrachten wir den Fall néchster-Nachbar-
Wechselwirkung (nn). Dann ist J;; = J fiir i,j ndchste Nachbarn, und J;; = 0 sonst. In 1 Dimension

existiert eine exakte Losung, die keinen Phaseniibergang zeigt (siche Kap. 6). In 2 Dimensionen
existiert nur fiir h = 0 eine exakte Losung (von Onsager, siche Kap. 9.4.). Sonst brauchen wir
Naherungen, z.B. die Molekularfeld-Ndherung, Numerik wie Monte-Carlo-Methoden, oder

Renormierungsgruppenmethoden, die das singuldre Verhalten am Phaseniibergang beschreiben .

Molekularfeld-Nédherung

Jeder Spin sieht ein Molekularfeld erzeugt durch das duflere Feld und alle anderen Spins
. 1
=— 2 hi{oj)o; mit  hi({oj}) =h+52 Jjo5.
- ;
J

In der Molekularfeld-Néherung (MFA) wird
(1) das lokale, konfigurationsabhédngige Feld durch ein mittleres (effektives) Feld ersetzt

hi({oj}) = hege=h+2 Jjj (oj) ,
J
(2) (oj) abhingig von hegr berechnet. Dies liefert eine Selbstkonsistenzbedingung fir (o;) .

Zur Begriindung (und Bestimmen der Faktoren) nehmen wir an, dass die Abweichungen vom
Mittelwert o;— ( o) klein sind. Bei Vernachldssigung von Termen 2. Ordnung erhalten wir dann

1
Hyp=-32 Jj {(@2+2(ci~ (@) () } ~h X o;.
ij !

2
Also | Hyp = _Zheffci + Z Jii (o)" mit hyp=h+ Z T (o).
1 1j ]

Wir definieren nun J, = D ij - Fur n.n.-Kopplung bei z néchsten Nachbarn gilt Jp=zJ .
j
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1
= Hyp=-2 (h+Jo(e)) ci+5 Ny (0)?2.
i
Die Zustandsumme und die weiteren thermodynamischen Groflen konnen nun wie beim
paramagnetischen System bestimmt werden,
Z= e PHMF — ¢

{Gi} {Gi}

_INT (02 . BHl(oNT o, —INT (602
> NJg(o) o e i e 2 oo 2N coshN(Bh+BJI (o))

Die Gibbs'sche freie Energie ist nun

G(T,H)=-kTInZ =NkT {—ln 2—In cosh[B(h + ] (o) )]} + % (c)2.

Daraus folgt die Magnetisierung M(T,H) =—-0G/0H bzw. der Mittelwert von

(o) =tanh[ B(h+Jy(o))] -

Wir haben also ein Selbstkonsistenzproblem zu l6sen. Die Auflésung der transzendenten
Gleichung nach (G) ist analytisch nicht moglich. Es bietet sich aber ein graphisches Verfahren

an, das hier fiir h = 0 verdeutlicht ist.

Oberhalb der kritischen Temperatur, T > T, gibt es nur 1 Losung: (c) = 0.
Unterhalb der kritischen Temperatur, T < T, gibtes 3 Losungen: (6)=0 und (6) =+ o,
dabei sind nur (o) =+ G stabile Losungen, dagegen ist (¢) =0 instabil (s.u.).

Bei der kritischen Temperatur T, ist die Gerade (o) gerade die Tangente der Funktion

tanh(pJy (o)) am Ursprung. Dies bedeutet dass B.Jy=1, d.h.
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KT, =1,

Fir T < T, ist (o) auch ohne angelegtes
Feld von Null verschieden. Es gibt also
eine geordnete Phase mit spontaner
Symmetrieberechnung und spontaner
Magnetisierung M =N p (o). Wir kon-
nen (o) als einen Ordnungsparameter
ansehen. In der ungeordneten Hochtem-
peraturphase verschwindet der Ordnungs-
parameter, (o) = 0. Dagegen ist () # 0 in

der geordneten Tieftemperaturphase.

A<G>

Fiir endliche Felder, h#0, sehen die Losungen wie folgt aus

{U::—i n
1-
/.r’
“ [3
“x‘\ 6
" ™
o T
~ Te
P
o
o >

Die ausgezogenen Linien sind die stabilen Losungen, die gestrichelten Losungen bezeichnen

instabile bzw. metastabile Losungen.

Da (o) = tanh [B(h +Jy (c)], gilt cosh[B(h + Jy(c)] = 1/4/1-{(c)’ . Damit erhalten wir fiir die

Gibbs'sche freie Energie in Molekularfeld-Néherung

G(T,H) = NkT [—mz +%ln(l ~{o(T,H))’ )} +§ch (o(T,H))’ .



161
Damit finden wir fiir G(T,H) die folgende Skizze (am einfachsten, indem wir von der obigen
Skizze fiir M(T,H) ausgehen und diese iiber die Relation M(T,H) =—-0G/JH integrieren):

T=T, , G(T.H) T=T, . G(T.H)
H H
— Knick
T<T, M(T,H) = — 6G/CH T>T, . M(T,H)
Ji./f/
H H
Fiir die freie Energie erhalten wir
F(TM)=G(T.HM)) + MHM) M =Ny (o) .

Um H(M) zu eliminieren, 16sen wir die Selbstkonsistenzgleichung nach h auf

Bh=Arth(c)—BJ,(c)= %mt—g; —%(a}.

Mit Hilfe dieses Ausdrucks konnen wir M H o« (o) h durch { ¢) ausdriicken und erhalten

1+{o)

F(T,M)ZNkT{ ln2+—ln(l (6)2) +— < )In—— =

1
}— 5 NKT ()2,

Das Ergebnis (am einfachsten wieder durch Integration der Relation H=0F(T,M)/oM zu

erhalten) ist unten dargestellt. In dieser Form wére F(T,M) nicht iiberall eine konvexe Funktion
von M. Wir korrigieren dies durch die Maxwell-Konstruktion, wobei zu beachten ist, dass M die
extensive GrofBe ist analog zum Volumen V beim Fliissig-Gas-Phaseniibergang. Diese Analogie
zeigt dann auch, welche Zweige von M(H) thermodynamisch stabil und welche instabil (oder

metastabil) sind.
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A M(T.H)

|}

/—’”/rr

Singulires Verhalten am Phaseniibergang T

Die Potenzgesetze bzw. das singuldre Verhalten in der Ndhe des Phaseniibergangs definiert so

genannte kritische Exponenten. Um sie zu bestimmen, entwickeln wir die oben hergeleitete
Relation zwischen h und ( o) fiir kleine { &)

1+(c) T, T\, 1,3
h=—In -—L{o)~(o)|1-== |[+=(o) + *
ph= % =Sl (o)1 e e 0
. . . ) T-T T- ) . . .
Wir definieren die Grofle € = T €= T <, die nahe T, ein kleiner Parameter ist, und

erhalten:

a) Fir h=0und T<T, gilt (c)2=-3¢. Unterhalb T, wichst der Ordnungsparameter also
wie die Wurzel (o) o (—¢)P. Der Exponent wird mit B bezeichnet und ist in Molekularfeld-

Naherung

b) Fire =0 (d.h. T=T,) finden wir fiir die Magnetfeldabhéngigkeit (o) 3=3ph

= (o) o hl/® mit .
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c) Zur Berechnung der Suszeptibilitdt verwenden wir 6<G>/8h=B/(8+<G>2), was durch

Ableiten der oben gegebenen Relation (*) folgt. Oberhalb T ist ()?= 0, unterhalb gilt 8+<G>2 =
2|¢|. Daraus folgt

Nl mersT
=M .2 o(c) | kT.e
T Arp —Ho YT T
OH |y oh 2
H=0 NN
kT, 2|8|

Die Divergenz der Suszeptibilitit bei T, ist beschrieben durch die kritischen Exponenten y und v/,

g’ furT>T,
XT Y, =y . Dann gilt in MFA =y'=1
el furT<T,
O’F(TM
d) Die Warmekapazitit bei fester Magnetisierung verschwindet, Cyy =-T (JOTZ’_ZJ =
M

&*G(T,H)

Die Wirmekapazitit bei festem Feld, Cy = -T ( T2 j , bestimmen wir am bequemsten
H

unter Verwendung der thermodynamischen Relation

oM 21
ca-cu=T[(2) L
M [aTH}XT

(In Kap 1.7 ist die analoge Relation fiir Cp — Cy = —T(@V/@T)}% / (8V/8P)T hergeleitet.)

Wieder gewinnen wir die Ableitung 0(c)/0 T aus der Relation (*). Fiir H = 0 verschwindet es

oberhalb T.. Unterhalb gilt oo = S/ 5 = 3lel 1 . Daraus folgt in MFA
ar T, e+(o) T, 2]e]

0 fir T>T, &% firT>T,
CH = 3 . oC —a'
SNK[1+0(@)] fir T<T, " frT<T,
Die Wirmekapazitit hat einen Sprung bei T.. Also ist 0G/0T stetig aber 0°G/oT? unstetig.

Dies bedeutet, dass der Phaseniibergang von 2. Ordnung ist. Das Verhalten von Cy am

Phaseniibergang definiert kritische Exponenten. Da keine Divergenz vorliegt gilt .

Kritik an der Molekularfeld-Ndherung: Die Fluktuationen sind nicht (ausreichend) beriicksich-
tigt. Sie sind besonders grof dicht bei T.. Dies hat zur Folge, dass das kritische Verhalten und
damit die Werte der kritischen Exponenten i. A. durch die MFA nicht korrekt beschrieben sind.
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9.3 Die Landau-freie-Energie

1. Das freie-Energie-Funktional

Das Landau-freie-Energie-Funktional ist eine effektive Hamilton-Funktion, die die wesentlichen
Eigenschaften von Phaseniibergdngen enthélt. Es ist eine phdnomenologische Beschreibung, kon-
struiert fiir die Ndhe des Phaseniibergangs, ist aber auch oft aus mikroskopischen Modellen
herleitbar. Als Beispiel betrachten wir ein magnetisches System im Magnetfeld H = h/pomit
einer “coarse grained” Magnetisierung m(r). Diese ergibt sich durch Mitteln der
mikroskopischen Konfiguration iiber Langen, die grof3 sind im Vergleich zum Gitterabstand, aber

klein im Vergleich zu makroskopischen Langen.

m(r) ist ein lokaler “Ordnungsparameter”
m(r)

S o B LV Z0 " U -

Die Summe in der Zustandssumme wird entsprechend aufgespalten:

Z = webPH = IDm(r) {tr'e_BH‘ }
m(r)
T T
2. Summe {iber alle 1. Spur tiber mikroskopische

Konfigurationen m(r)  Konfigurationen bei festem m(r)

tr' e_BH‘ m(r) = W({m(r)}) e—BE({m(r),h}) = e_BF({m(r):h}) .

T T T
Zahl der Zustinde mit m(r) Energie fiir freie-Energie-Funktional
_ S({m(r)})/k ,
W=e gegebenes m(r) fiir m(r)

Das “freie-Energie-Funktional” F ({m(r)},h) ist nicht die thermodynamische freie Energie
F(T,M) oder Enthalpie G(T,H) sondern ein Funktional der lokalen Magnetisierung m(r), iiber
deren Konfigurationen mit e~ PF{m(r)}.h) gewichtet zu summieren ist. Die thermodynamischen

Potentiale erhalten wir aus der Zustandssumme, nachdem diese Summation ausgefiihrt ist

2= [Dm(r) PFUMELN) _ POTH)

Das freie-Energie-Funktional F' kann wiederum als Raumintegral eines freie-Energiedichte-

Funktionals f* geschrieben werden

F({m(r)},h) = [d'r fi{m(r)}h) .
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I. A. kennen wir das freie-Energie-Funktional nicht, aber in der Néhe des Phaseniiberganges, wo
m(r) klein ist, konnen wir es durch eine Entwickung ausdriicken, die weitgehend durch
allgemeine Uberlegungen und Symmetrien festgelegt ist. Der Einfachheit halber betrachten wir

zundchst ein skalares Feld m(r). Auch vom Magnetfeld soll nur eine Komponente eine Rolle
spielen, z.B. H="h/p, €,. Dann gilt

B a(T)
f({m(r)},h) =fyy +f0{ :

m? (r)+ @m“ (r)+ % i(z) |Vm(r)|2 } —h-m(r).

Erlduterungen:

(1) fy beschreibt die Eigenschaften der ungeordneten Phase, hat aber nichts mit dem
Phaseniibergang zu tun. Daher kann f oft ignoriert werden.

(2) Fiir h =0 konnen nur gerade Potenzen von m auftreten, da m und —m gleichwertig sind.

(3) Wir haben eine Gradientenentwicklung gemacht. £, definiert eine natiirliche Langenskala.

(4) Fiir h # 0 kommt ein Feld-Term hinzu, an den m linear ankoppelt.

(5) a(T) héngt von der Temperatur ab. Wir werden sehen, dass der Phaseniibergang (bei T,)
durch ein Verschwinden des Koeffizienten a(T) charakterisiert ist.

(6) Dagegen konnen wir b meist als temperaturunabhéngig annehmen mit b > 0. Sonst muss ein
weiterer Term ¢ m® beriicksichtigt werden, da die Stabilitit erfordert, dass f(|m|— +o0)— oo

(7) Hier haben wir a,b und m dimensionslos gewihlt und geeignet normiert. f; enthélt die notige

Energieskala.

Fiir riumlich konstante m erhalten wir also folgendes Bild (mit a(T) = ¢):
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2. Molekularfeld-N#herung

Die Molekularfeld-Néherung ergibt sich als Sattelpunkt der Funktionalintegralbeschreibung: Der

Hauptbeitrag zu Z kommt von dem m(r), das F({m},h) minimal macht

OF ({m},h)

0 = L
f, om(r)

h
= a(T) mo(r) + bmi(r) ~&5 V2 mo(r)— 3 -

mg

Eine homogene Losung fiir h = 0 ist

+/la(T)/b  fiir a(T)<0

2

{ 0 fir a(T)>0
mo =

Fiir diese Werte ist

> 0, also F(m) ein Minimum. Dagegen ist fiir die bei a(T) < 0
m:mo

2

om

ebenfalls existierende Losung m = 0 das Funktional ein lokales Maximum.

Es kommt also zu einem Phaseniibergang, wenn a(T) von positiven nach negativ wechselt. Nur

fiir a < 0 gibt es einen von Null verschiedenen Ordnungsparameter. Die Temperatur, wo a(T)
verschwindet, a(T.) = 0, ist die kritische Temperatur T.. In einer Entwicklung nahe T, gilt (bis

auf einen moglichen konstanten Faktor, der in f;, absorbiert wird)

T-T,
Tc =E€.

a(T) =

Fiir T < T ist also my = =4/|e|//b . Dies bedeutet, wir finden, wie zuvor bei der Molekularfeld-

Néherung des Ising Modells, den Wert fiir den kritischen Exponenten [ =1/2.

Die Suszeptibilitit und der damit verbundene kritische Exponent sind

81’110

X% on

1/1, {1/8 fiir T> T, '
o y=v=1.

)h=0_ g+3bm(2)(T) 1/(2‘8|) ﬁiI‘T<TC

Fiir die h-Abhéngigkeit bei T, (¢ = 0) finden wir

mg (h,T) = 3/h/bf, - 5=3.

In der MFA driicken wir das Funktionalintegral approximativ durch den Wert am Sattelpunkt aus
(wir konnen das Integral aber auch besser auswerten, siche Kap. 9.4.) und erhalten so fiir die

Zustandssumme und das entsprechende thermodynamische Potential

7 ~ ¢ BF(mg,h) =  G(T,H)= F{myh} .
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D.h.

1 1
G(T,H=0) = F{my, 0} =Fy + V(5 emg +7 bmy)

Fy fiir T > T,

Fy - V2 fir T<T,
4b

Der erste Beitrag Fy; ist reguldr bei T;. Damit erhalten wir fiir die Warmekapazitét

N fir T> T,

+%f_0l2 fir T<T, = a=a'=0.
C

Sie hat einen Sprung bei T., divergiert aber nicht, d.h. der zugehorige kritische Exponent
verschwindet. Alle hier gefundenen kritischen Exponenten sind also dieselben wie die der MFA
des Ising Modells.

Mit dem Landau'schen freie-Energie-Funktional konnen wir auch inhomogene Losung beschrei-
ben, z.B. eine Domédnenwand bei X, die Bereiche mit m =+m, fiir x—>c von anderen mit m

=-m, fiir x— —oo trennt. (Hier betrachten wir eine 1-dimensionale Abhéingigkeit bei T <T und

h =0.) Eine Losung der DGL

3 2 5_2 _
el m(x) + bm(x) ~ £ - 5 m(x) =0,

die die Randbedingungen erfiillt, ist

m(x) = mg tanh );ﬁ_(fli()) mit mg =1/|e|/b und &(T) = éo/\/ze, .

m(r) o1

A F AT RA A A A

Die Skala der raumlichen Variationen &(T) divergiert beim Phaseniibergang. Mehr dazu s. u..

3. Korrelationsfunktion

Neben dem Mittelwert m sind auch die Fluktuationen, d.h. die Stidrke und Korrelationen der

Abweichungen dm(r) = m(r) — m interessant. Sie sind charakterisiert durch die Korrelations-

funktion
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G(r—r') = (m(r) m(r)) - (mg)*= (Sm(r) dm(r)) .

Um sie zu bestimmen, entwickeln wir das Landau-freie-Energie-Funktional um den Sattelpunkt

bis zur zweiten Ordnung
~ fO d 2 2 2
F[{m},h] = F[mgy,h] + ?Jd r dm(r) [e+3bmy — &, V~]dm(r).

Es gibt keinen linearen Term, da m, ein Extremum ist. Zur Abkiirzung definieren wir den

Koeffizienten

2 ¢ firh=0undT>T,
A=g+3bmy = .
2le| firh=0und T <T,
_ fo (1a 2 2
N F[{m},h]—F0+?Id r dm(r) (A —&5 V2) dm(r)

f
= Fp+5 2 dm(k) (A+& k) dm(-k) .
k

Die letzte Form ergibt sich nach Fourier-Transformation. Im Fourier-Raum ist die Berechnung
der Korrelationsfunktion nun reduziert auf die Berechnung eines Mittelwertes mit einer
Gaufl'schen Verteilung (siehe auch das Gauf3'sche Modell in Kap.9.4). Es folgt

| B S (A m(kP
(dm(k) om(k') ) = 7 [ j dm(k") }Sm(k) om(k') e k
k"

O
- Ok k'

(A g KD)
Das Ergebnis ist konsistent mit dem Gleichverteilungssatz. Die spezielle Form der
Korrelationsfunktion im k-Raum wird als Ornstein-Zernike-Form bezeichnet. Durch Riick-
Fourier-Transformation (in d Dimensionen) erhalten wir

e!*T (Sm(k) dm(-k))

d
=  G(r)= (dm(r) Sm(0) ) = j d k

kT ¢ d% Jikr 1
f &0 (2m) k% +1/£%(T)

2-d iqQ .
_ KT x dj q% mitr=|r|, q=kr, Qzu.
S fe2 éo (2m) /i (T) kr
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Hier wurde die temperaturabhéngige Korrelationslange &(T) = F,O/\/K eingefiihrt, d.h.

a2l ol farT<T,

_{ EJNe  oceV firT>T,

Sie divergiert nahe T.. Die so definierten kritischen Exponenten sind in der betrachteten

Néherung |v=v'=1][.

ddQ) beschreibt die Winkelintegration in d Dimensionen. Fiir 3 Dimensionen ist das Integral
bekannt, da es die Form des abgeschirmten Coulomb-Potenzials (Yukawa Potenzial) liefert. In d
Dimensionen ist es proportional zu x /> Kgp—1 (x). Dabei ist x = 1/&(T) und K, (x) eine modifi-

zierte Bessel-Funktion mit dem asymptotischen Verhalten

,/i e X fiir x — oo
2x

-V

Ky(x) —
lF(v) (ij firx >0
2 2

Wir finden also fiir gro3e Abstinde im Vergleich zu &(T), bis auf einen numerischen Faktor o

von der Ordnung 1,

3-d)/2
G(r,T) —> ak_TM (1=d/2 —r/g(T) ’

/E»l 0 S0

d.h. die Korrelationsfunktion zerfillt exponentiell auf der Skala der Korrelationslange &(T).

Genau bei T, wo &(T) = oo, zerfillt sie wie G(r,T;) o r2-d. Das singuldre Verhalten der

Korrelationsfunktion genau bei der Ubergangstemperatur ist beschrieben durch einen weiteren
kritischen Exponenten n

G(r,T,) oc 124

In der betrachteten Ndherung gilt .

(Bemerkung: Fiir r — 0 divergiert der hier gegebene Ausdruck fiir G(r,T;) in d>2 Dimensionen.

Terme hoherer Ordnung in der Gradientenentwicklung des freien Energiefunktionals wiirden dies

korrigieren.)
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4. Fluktuationen, Ginzburg-Kriterium

Die Frage, wie gut die Molekularfeld-Ndherung ist, hingt davon ab, wie grof3 die Fluktuationen
im Vergleich zum Mittelwert (bei T < T.) sind. Nachdem die rdumlichen Korrelationen bis zu
Abstinden &(T) bestehen, ist es verniinftig r = §(T) = §y/+/2| €| als Vergleich zu wihlen. Wir

betrachten das Verhiltnis

(dm(r=¢(T)) dm(0)) _ kT gM*9d KT bE@2 s {0 fiir d > 4

mg fogg  [elb ) o &5 o fird<4

le|—>0

D.h. in der Néhe des Phaseniibergangs fiir |¢] — 0 verschwinden die relativen Fluktuationen fiir d

> 4, und die Molekularfeld-Ndherung ist eine gute Nédherung. Dagegen werden fiir d < 4 die
Fluktuationen wichtig bei T, und die Molekularfeld-Néherung reicht nicht aus. Die Frage, wie

relevant dies ist, hdngt aber auch noch von dem Vorfaktor ab. Dieser kann sehr klein sein.

Z.B. haben wir in einem 3-dimensionalen Supraleiter (das giinstigste Beispiel)

& =~ hvp KT, , fy=D(ep) (kT)?, b= 1, T, =~ 10K, Ep=kTp=k 10*K

2
Gme=gMomO) . KT [ chJ 12 = 1075172

TE_
2
m 7 vi D(E) (KT, )? Ep

Hier haben wir die Zustandsdichte der Elektronen an der Fermi-Kante durch den bekannten
2

m
Ausdruck D(ef) = ﬁ ausgedriickt. Das Beispiel zeigt, dass kritische Fluktuation erst extrem
T
4
nahe bei T, fiir [g] < (nch / EF) ~ 10710 wichtig werden. Dagegen gilt dies fiir 2-dimensionale

Supraleiter schon fir ¢ <KkT,/Ep= 1073, Und bei magnetischen Phaseniibergingen sind

Fluktuationen in der Regel immer wichtig.

5. Allgemeine Ordnungsparameter

n Komponenten in d Dimensionen: Oben haben wir die einfachste Situation betrachtet, wo der

Ordnungsparameter ein Skalar ist. Wenn der Ordnungsparameter ein Vektor ist, z.B. die
Magnetisierung im Heisenberg-Modell, oder allgemeiner n Komponenten hat m = (m;, my, ...,

m,), konnen wir wieder das freie-Energiefunktional entwickeln. Aber nun sind weitere

Kombinationen beim Gradiententerm moglich
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1 1 &, om
=fy+fyi—em’+—b(m?)* +— h-m ,
Sttt {2 4 (o) + éoljz‘,l ior or }

wobei OLjj ein symmetrieabhéngiger Tensor ist. In isotropen Systemen und kubischen Kristallen

n
gilt o5 = ;;. In kubischen Kristallen ist auch ein quartischer Term wie 1 b > mv4 erlaubt.
v=1

Supraleitung: (“Ginzburg-Landau Theorie”) In Supraleitern ist der Ordnungsparameter ein

komplexes, skalares Feld. Weiterhin koppeln die Teilchen mit Ladung 2e an das elektroma-

2
2¢ H?
(5 7“‘]""} T

Der letzte Term beschreibt die magnetische Energiedichte.

gnetische Feld

=&

1 1
f=iNT1 {58|\V|2+Zb|w|4 +— Y

Weitere Beispiele mit zunehmend komplexem Ordnungsparameter sind

— fliissige Kristalle, superfliissiges 3He, ...

6. Phaseniibergang 1. Ordnung

Wenn der Koeffizient b negativ ist, muss die Entwicklung des freie-Energie-Funktionals weiter

getrieben werden, bis eine Form gefunden ist, die garantiert ist, dass /' (m — #o0, h) — o0. Wenn

der nichste Entwicklungskoeffizient ¢ > 0 erfiillt, gilt daher

{a(T) b(T)
2

5 4y + o(T)

SUm(r)}, h) =y + 1o 2(r)+ m°(r) +— io\Vm(r)! } h-m(r).

Damit ergibt sich nun fiir ¢ > 0 das folgende Bild, abhéngig vom Vorzeichen von a(T) und b(T).
Es enthilt auch einen Phaseniibergang 1. Ordnung, bei dem ein diskontinuierlicher Ubergang von

vom Minimum bei my = 0 zu einem der beiden mit mg # 0 stattfindet.
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Phaseniibergang 2. Ordnung

A4z
\J

Trkntischer Punkt

Phaseniibergang 1. Ordnung

A
b = -4(ca/3)/2
\ NN N

1. Onsager-Losung des 2-dimensionalen Ising-Modells (h = 0)

9.4 Weitere Modelle

Zum Vergleich und um einige Trends zu zeigen, zitieren wir die Ergebnisse der von Onsager
gefundenen exakten Losung des 2-dimensionalen Ising Modells ohne Feld (eine Herleitung findet

sich in Appendix B von Stanley and in Feynman 'Statistical Mechanics")

H=- Z JGiGj

<ij>

Die exakte Losung liefert die Bedingung fiir die Ubergangstemperatur

2

=— 2 JT= 22691
In(v/2 +1)

o
sinh KT, — I,dh. kT,
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In Molekularfeld-Ndherung in 2 Dimensionen (mit z = 4 nichsten Nachbarn) finden wir dagegen
kTCMF = 4], dh. kT, = 0.567 kTCMF . Hier sehen wir einen allgemein Trend: Die MFA ver-
nachléssigt Fluktuationen und iiberschétzt daher T..

T-Tc ’ -
T + reguldr .

2k
Spezifische Wirme: Cyg(T,H=0)=- o (2 %) 2 In
C

Im Gegensatz zur MFA divergiert die spezifische Warme bei T, allerdings nur logarithmisch d.h.
der kritische Exponent bleibt o =0 .

0 fir T>T,

Magnetisierung: (c(T,H=0)) = = B=1/8.

1/8
[1-1/sinh*(2UKT) |~ fir T < T,

Auch dieses Ergebnis weicht von der MFA ab.

2. Das Gauf}'sche Modell

Eine Entwicklung des Landau-Funktionals um ein Extremum bis zur quadratischen Ordnung

(z.B. im Rahmen einer Sattelpunktsnidherung) liefert ein Gauf3'sches Modell, das dann exakt
ausgewertet werden kann. Konkret betrachten wir ein System oberhalb T, in d Dimensionen

F = J.ddr{fo Bm%%goz (Vm)2 } — mh} .

Nach Reskalierung 1/§; — r, Fourier-Transformation mit m(k) = m*(-k) und Einfiihren des

Symbols J, sowie eines Skalarprodukts erhalten wir
fi
F=2 {50 [(& +K2) [m()[*] - m(k) h(—k)} =5 (m. T m) (m.h)
k
und Z= J‘ Dm(r)) ¢ PF (im(1)}) = (H J.dm(k)) e BF ({m(k)}
K

Nach quadratischer Ergdnzung wegen des linearen Terms kann die Gaufl'sche Integration
durchgefiihrt werden,

¢ Sorw

Jdet (B

Dabei ist ¢ eine Konstante, die Determinante ist

d
Jdet (B)) =, [T Bfo(e+k?) =exp {%Z ln[Bf0(8+k2)]} = exp {%V I d k ln[BfO(8+k2)]},
k k

(2m)°
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und T ny =2 > (o

fo(e +k2)

ddk

Fir h=0gilt also Z=c exp {——VI ln[BfO(erkZ)]}>

und  G(T, H=0) = —kT \% j

e K 1n [Bfo(etk?)] =Greg + kT \% j e ln (e+k2).

Damit wird die Warmekapazitét

2 d
Ta_g] _Creg+%v _[ dkd 122'
oT ik, Cm (E+k?)

Wir konzentrieren uns auf den singuldren Teil, der vom oberen cut-off des Integrals abhédngt

Csing ke kd 1 d/2 5 o \/_
oc dk oc oc g% x.=k.Ae .
v i (e+k?)> I (1+x%)? ¢ e
, (d-4)/2
a)d<4 = Das Integral ist konvergent auch fiir x, -0 = C ~¢ = a=4-d)2
b)d=4 = Das Integral divergiert logarithmisch C ~ Inx, ~ |In¢| = a=0

c)d>4 = Das Integral ist ultraviolett-divergent, der cut-off k_ ist notig. Das Integral ist

dominiert durch Beitrdge von groen k= k. und wird unabhéngig von ¢

C=const = a=0.

D.h. nur fiir d > 4 finden wir das Molekularfeld-Ergebnis.

9.5 Kritische Exponenten und Universalititsklassen

Beim Phaseniibergang sind mehrere physikalische Groflen singuldr. Verschiedene Groflen f(e)

e

verhalten sich am Phaseniibergang wie f(€)~ [¢[*. Dann wird A kritischer Exponent genannt.

Mathematisch genauer definiert man:

In f(€)

Wenn A = lim
lel—>0 1n |¢]

existiert, dann ist A der kritische Exponent von f(g).

Man verwendet dafiir die Kurzbezeichnung: f(g) ~ |e|* .

Beispiele Magnetisches System  und Fliissig-Gas-Ubergang
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— Ordnungsparameter fiir T < T,

Magnetisierung m~ [P Dichteunterschied Pl — Pgas ~ ELS

— spezifische Warme

e firT>T e * fiurT>T.; p=p. (T
CH:() o ' C . H CV o ' c p pgas( ) )
e firT<T, e[ fiir T<T,; p=p,(T)

— Response Funktionen

Suszeptibilitat Kompressibilitat
g’ furT>T, B e’ fiir T>T,; p=p,, (T)
TXY s H=0. ®pocy .
e[ fur T<T, e[ fiur T<T; p=p,(T)

— Korrelationsfunktion
g’ furT>T,

G(r) =(dm(r) Sm(0)) ~ e V&M mit  £(¢) oc{ , .
e[V furT<T,

Bei T divergiert die Korrelationslédnge £(T) — oo. Dort gilt G(r) ~ 42,

— kritischer Exponent bei T

) o
h ~ [mf® sgn (m) p—pc ~(P—pc) sen(p—p.)

Ungleichungen

Zwischen den kritischen Exponenten gelten Ungleichungen, die aus allgemeinen thermodyna-

mischen Uberlegungen und Stabilititsbedingungen folgen. Aus der Relation

OM) 2 1 oM\ 2 1 ' '
Cy-C =T(—j -—  folgt C ET(—) = und |g[* > [gPB-D g’
n-Cn=TlGr), 7 folet Cu=T(Gp) o wnd oozl g

Daraus folgt die Rushbrooke Ungleichung (eine exakte Relation)
oa'+2B+7'22.

Aus der Konvexitit von F (siehe Stanley § 4.2) folgt die Griffith's Ungleichung (exakte Relation)
oa'+BA+0)=>2

Daneben gelten weitere Relationen, die von den plausiblen (aber nicht exakt begriindeten)
“Scaling” Argumenten folgen
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Y>B©G-1) Widom
Y@+1)=2@2-0a)@-1)

2-m)v=>y Fisher
dvi>2-a Josephson
dv >2-a

Die Tabelle gibt die Werte der kritischen Exponenten fiir verschiedene Modelle, die sich in der
Zahl n der Komponenten des Ordnungsparameters und der Dimension d unterscheiden. In allen

in der Tabelle aufgefiihrten Beispielen sind die Ungleichungen als Gleichung erfiillt.

n=1 n=3 n =00
Molekularfeld | Ising Ising Heisenberg | Sphirisches
Néherung d=2 d=3 d=3 Modell, d
gq=4-d
o=o 0 0 ~ 0,12 ~ 0,06 —£4/(2—24)
B 1/2 1/8 ~0,31 1/2
y=y 1 7/4 ~ 125 ~ 1,38 2/(2-¢g)
v=V 12 1 =~ 0,64 ~0,7 1/(2—&9)
8 3 15 =5,0 (6-84)/(2—24)
n 0 1/4 ~ 0,04 ~ (0,05
Rushbrook = = ~ -
Griffiths = = ~ =
Josephson \ fird >4 = = \ fird>?2
Universalitiit

Das kritische Verhalten bei einem Phaseniibergang 2. Ordnung und damit die Werte der kriti-
schen Exponenten hdngen nur von n = Zahl der Komponenten des Ordnungsparameters und d =
Dimension ab, aber nicht von mikroskopischen Details der einzelnen physikalischen Modelle.
Verschiedene physikalische Systeme, die zur selben "Universalititsklasse" gehoren, haben
dieselben Werte der kritischen Exponenten. In die Molekularfeld-Néherungen geht n und d nicht
ein - bzw. die Definition ist so gewihlt, dass die triviale n und d-Abhéngigkeit abgespalten ist
(siehe die Korrelationsfunktion bei T.). Auch die Existenz eines Phaseniibergangs hingt nur von

n und d ab. Dafiir ergibt sich folgendes Bild



A
"klassische" Fluktuationen
S
Phasentibergang bei T>0
3+ L] Ll Ll Ll
2+ O O [0 Phaseniibergang
_ . O kein Phaseniibergang
1+ O kein Phaseniibergang
be1 T=0
>
1 2 3 o0 1
Ising Heisenberg

XY Modell sphirisches Modell
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