Statistische Physik, G. Schon, Karlsruher Institut fiir Technologie (Universitat) 149

8. Linear Response, Kubo-Formalismus

8.1 Schrodinger—, Heisenberg— und Wechselwirkungsbild

Wir betrachten einen zeitabhangigen Hamilton Operator H(t) = Hp + H4(t), wobei H4(t) im fol-

genden den Effekt einer schwachen aber zeitabhangigen Stérung beschreibt.

a) Schrodinger-Bild (Darstellung):

Die Losung der zeitabhéngigen Schrodinger-Gleichung kann formal mit Hilfe des
Zeitentwicklungsoperators U(t,ty) geschrieben werden

nSusO=HO VSO o ws® = Ut vslto)
= Ih% U(t,tg) = H(t) U(t,tg) U(to.tp) =1

.t St
= U(tt) =1~ [dt'H({E) U(titg) = T exp| - [dt'H(t) |.
h iy h
Hier ist der Zeitordnungsoperator T eingefiihrt worden. Er ordnet Operatoren entsprechend ihrer
Zeit so, dass die mit der spatesten Zeit links stehen. Fir H(t) = Hq reduziert sich der Zeitentwick-

lungsoperator auf Ug(ttg) =e ot/

b) Heisenberg-Bild:

Im Heisenberg-Bild enthalten Operatoren die Zeitabhéngigkeit, wéahrend Zustédnde zeitunab-
hangig sind

On(t) = U*(t,to) Os(t) U(t o)
wH = Ut (o) ws(t) = ws(to) -
Erwartungswerte sind in beiden Bildern gleich,

(0) = Cwn® [OH®I wH(®) = Cws() O] ws(D)).-

Die Operatoren erfiillen die Heisenberg-Bewegungsgleichung

d

1h—
dt

04 () = [OH(H, Hy(®] + i U*(to) (> Os(0) Ulttg)

Der letzte Term ber(cksichtigt eine explizite Zeitabhangigkeit, die in Og(t) enthalten sein kann.
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c) Wechselwirkungsbild:

Im Wechselwirkungsbild wird die einfache Zeitabhangigkeit, die von Hy herrihrt, abgespalten

iHyt/n —iHgt/A

oi) = """ og(t) e Ly =e ot

vs(t)

= in %Ol(t) =[O, (), Hl + 7 ' Hot/" (%Os(t)j g Mot/

Wir betrachten nun ein System, das durch eine Dichtematrix p(t) beschrieben ist. Diese erfillt die
Liouville-Gleichung ih%p(t) = [H(®), p(1)] .

iHyt/n —iH,t/n

In der Wechselwirkungsdarstellung gilt pp)=-e p(t) e

N ih%m () = [Hy, (©), pr ()]

-t
= p®=plo) - - [dt' [Hy @), pr )]
t

Diese Form eignet sich besonders fir die unten folgende Stérentwicklung.

8.2 Linear Response

Bei ty sei das System in einem Zustand beschrieben durch eine Dichtematrix pg = Z ePHo |

Dabei ist die Normierung die Zustandssumme Z, = tr ePHo, Weiterhin greife eine externe

Storung F(r,t) an, die an eine physikalische Grofke Q(r) koppelt in dem Sinne, dass der Beitrag
zum Hamilton-Operator gegeben ist durch

Hy(t) =~ j d3r F(r, t) Q(r)

Beispiele: Ein elektrisches Potential ¢ koppelt an die Ladungsdichte e y*(r) y(r), ein Vektor-
potential A an den Strom (s. unten), ein Magnetfeld H an die Magnetisierung M.

In linearer Naherung kénnen wir die Integralgleichung fur p (t) nach einer Iteration abbrechen

t
p1 (1) = po - %J-dt' [Hyi (), pol -
f

Damit bestimmen wir den Erwartungswert einer physikalischen Grofze O(t)
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ot
(O®)) =tr[py () O ] = Oy~ — ' tr Lpo [Or (). Hyy O]}
f

(Hier haben wir die Invarianz der Spur unter zyklischen Permutationen des Argumentes ausge-
nutzt.) Wir fihren die Abweichung vom ungestorten Wert 80O(r,t) = O(r,t) — <O>po ein, setzen

H; ein und lassen tp— —

t
= (30(rt)) = j dt‘Id3r'tr{p0 [O1(r.t), Qi (r' )]} F(rt).

0> ®

il
ht

Die verallgemeinerte Suszeptibilitdt oder Lineare-Antwort-Funktion (“linear response”) ist
definiert durch

o0

BO(r,t)y = [ dt' [dry(r,t,r',t) F(r' t)

Der Vergleich zeigt

y(r,t,r't) :%tr{po [0,(r,),Q,(r' 1) ]} 6(t—1)

Dies ist die Kubo-Formel. Sie driickt die Lineare-Antwort-Funktion y durch Eigenschaften des
ungestorten Systems aus.

Bei rdumlicher und zeitlicher Translationsinvarianz hangt y nur von Orts- und Zeitdifferenzen ab.
Nach Fourier-Transformation y(r — r', t — t) — x(k,®) wird aus der oben geschriebenen
Faltungsrelation

(80(k, )y =y(k,®) F(k,»)

Oft sind wir an der Anderung der GréRe Q, an die F ankoppelt, interessiert, d.h. O = Q. Dann gilt
g\ i [ 1
x(r.t, r't) = %tr {po [8Qi (r,0), Q) (r ,t)]} 0(t-t).

(Der Einfachheit halber betrachten wir im Folgenden nur die Zeitabhéngigkeit.) Wir kdnnen vy
weiter auswerten, indem wir Energieeigenzustande Hp [n) = Ep, [n) einschieben

= y(t-t) = lw z e—BEn I(n|8Q|n") |2 [ei(En -Ep)(t=t)/n _e—i(En fEn.)(t—t')/h].
h 0 nn'
Nach Fourier-Transformation und mit j dtel®to(t) = ﬁ = i% + 18(w) finden wir

—o0
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x(®) = x'(w) + ix"(w); (o) =y (@) ;  x"(-o)=-x"(o)
E —E. E —E.
" = BE 2 n n |_ _—n n
%" () hz()%(? nj{n|8Q|n")| {[ - j 8(03 - ﬂ
n1-e Pho E,.—E_.
= - - —BE " 12 —n_~—n'
T %“'e n(n|8Q|n"]| 8(0)+ " j
(@) = Ziz = (e e ) (n oQim) .
nn M

8.3 Fluktuations-Dissipations-Theorem

Wir betrachten die Korrelationsfunktion im Gleichgewicht (3Q(t) oQ(t)). Da bei

quantenmechanischen Operatoren i.A. die Ordnung der Operatoren eine Rolle spielt, definiert
man die Korrelationsfunktion durch die symmetrisierte Form

G(t-t) =5 tr {pol5QU) 3Q() + 3Q() 5QMT}

Nach Fourier-Transformation erhalten wir analog zu den oben gezeigten Schritten

—Bho B
G(w) = (3Q3Q), = = “;—Z B0 | 5QI) 2 500 + - hEn').

0 nn'

Der Vergleich mit der Responsefunktion liefert das Fluktuation—Dissipations—Theorem

(3Q8Q), =coth 222 7o)

Im klassischen Grenzfall 7o « KT giltalso (3Q 8Q), = % 1" (o) .

Zur Erlauterung der Bezeichnung "Dissipation™ zeigen wir, dass y" die Energiezunahme
beschreibt und daher im stationdren Fall proportional zur Dissipation ist.

% (E@)) = Q tr[pH(t)]—tr[pH]— <8t Hq(t) )
Hier haben wir benutzt, dass i 7 tr {;5 H} =tr {[H, p] H} =tr {p [H,H]} = 0.

= S (EQ) =-(QW) FO =- [dtxt-1) FE) FO
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und AE='hkg%<Ea)>:jdm(—m»xmﬂﬂ%mﬂz :jdwcox%m)wawﬁ.

AE > 0 nimmt zu, d.h. " hingt mit der Energiednderung und damit der Dissipation zusammen.

8.4 Kramers-Kronig-Relationen

Die Responsefunktion ist “kausal”, y(t-t") o 6(t—t") , d.h. der Response zur Zeit t hangt nur von
der Stérung F(t') zu Zeiten t' < t ab. Aus der Kausalitét folgt die wichtige Eigenschaft, dass ()

analytisch in der oberen ®-Halbebene ist. Es gilt auBerdem fiir alle sinnvollen Modelle, dass
Ix(w)| < Uw| fir |o| — oo. Wir wenden nun zunéachst Cauchy's Theorem an (mit einer Kontur

langs der reellen Achse und zurtick in der oberen Halbebene) und verwenden dann die Relation
1/(x—=i0)=P/x +ind(x)

do'_z(0) _pp do' ) | mylo)
21 o'-o-i0 271 ©'- o 2n

X +i0) = ¢

= x(co):_ﬂofdm'm.

it o-o

Eine Zerlegung nach Real-und Imaginarteil liefert die Kramers-Kronig-Relationen

Re 1(0) = /(@) = = [ dor £
T [ RaX (V]

Imy(o0) =%"(0) =— Rjdmm
T -0

Sie erlauben die Berechnung des Imaginarteils der Responsefunktion, wenn der Realteil gemes-
sen ist und umgekehrt. Daher sind sie von grol3er praktischer Bedeutung.

8.5 Die elektrische Leitfahigkeit

Als konkretes Beispiel werten wir nun die elektrische Leitfahigkeit aus

(Jo(@) =Y oop(@) Eg(®) § o B=xY,2Z .
B
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Der Leitfahigkeitstensor o ist die lineare Responsefunktion, die Anderungen des Stromes als
Antwort auf ein elektrisches Feld E = - grad ¢ — EA beschreibt. Flr die weitere Auswertung
c
wahlen wir die Eichung ¢ =0.D.h. E=— LA
c

= (@) = X ogpl0) Age)  AQ= [22E N AW).
B

Zu beachten ist das Auftreten des Faktors io in der Relation zwischen (j(®)) und A(w). Das

Vektorpotential geht in der eichinvarianten Ableitung in den Hamilton-Operator ein
1 rho e 2
H= [yt ) {on [TV -5 ArD] + U0} v + .
Nach Linearisierung finden wir also

Hy=- o 2050 it a0 =5 W Ve - L evte) vl

Der Strom

j(rt) = {w+(r)( V——A) w(r)+[(——V——A) v(n] win}

2
besteht aus 2 Beitrdgen j(r,t) = jo(r) - e—\|/+(r) y(r) A(r,t) . In linearer Ordnung in A finden
mc

wir dann auch 2 Terme

2 [}

o (1) ==y w(r) ) Ag(rd) + % L dt 6" g (Rt ) 3 AR

Dabei ist (y*(r) w(r)) = n(r,t) die Dichte der Elektronen, wahrend die Responsefunktion y nun
nach den obigen Regeln folgt

1 1 i - - 1 1 1
Xap (NL 1E) = 0 {ro [ize (rt), japi (r n]}ec-t).
Wenn wir Raum- und Zeittranslationsinvarianz annehmen, wird dies

2 1
(Jo (kK@) ) == oy Ay (Ko) + 2 7apk o) ¢ Ap (ko)
mcC l3

1] €
ogp (Ko) :E —Fn8aﬁ+xaﬁ(k,m)}.
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Der erste Term beschreibt eine freie Beschleunigung (vergleiche die Drude-Leitfahigkeit) und ist
rein imaginar, der zweite Term beschreibt den dissipativen Anteil.

Einstein-Relation

Zur weiteren Auswertung nehmen wir, dass ein homogenes Feld angelegt ist, k = 0, und betrach-
ten nur die w-Abhéngigkeit des Realteils der Leitfahigkeit

2

Re o (@) = hc:mz Re [ d(t—t)el ®™tr £oq [y (), Py (1)} O(t-t)
S ReZ I dtei©t {(n]pge" ™ pye ™" [’ py )

iHyt/ 7 —'Ht/h .
~(n'|pgpy Imxn e "pye " 0]

f(En)-f(E,)
(ho+E, —En.)—n'

D ((nlpgIm)y(n|pgln)
nn'

Wir betrachten auBerdem ein isotropes System. D.h.c,5 = 6 84 ; (pf ) = (pi ) =

2

=  Reo(@)= 2y > (n|p|MR8(het Ey-Eq) [fE) - FER)],

und ein entartetes Elektronengas, d.h. 7 o, KT « Eg = [f(E,)-f(E, + h®)]/ ho = 8(E, - Ep)

=  Reo(o) = ﬁhz 8(En—Ep) 8(ho +E,—Ey) [(n]p|n)|2

Jetzt driicken wir die zweite 5-Funktion wieder als Integral aus Re I — e'thE”t/h_'E"'t/h

2 0 .
=  Reo(®)= . 5Re [dtY 8E,~Ep) (n|p()p(0)|n) et
3m 0 n

Es bleibt eine Mittelung tber die Richtung der Impulse auf der Fermi-Oberflache. Mit Hilfe der

Zustandsdichte pro Spin N(Eg) schreiben wir Y, 8(E, - Eg) (n| ...|n) =2 N(Ep) (...)fs. Damit
n

wird die Gleichstromleitfahigkeit ausgedrtickt durch die Diffusionskonstante

Re o(o = 0) = 2e2 N(Eg) D Einstein-Relation
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D= J.dt% Re (v(t) v(0)) ks Diffusionskonstante
0

3

. : . m N :
Fur freie Elektronen gilt weiter N(Ep)= pZF 3 und die Dichte ist nzzﬂp—%.
2n°h°V 3 (2rh)*V

SchlieRlich nehmen wir ein einfaches Relaxationsmodell an, (v(t)v(0))gs = et/ VFZ, und finden

. . : VEST ne’t
so die altbekannten Ergebnisse wieder, D = 3 und o=




