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6  Systeme mit Wechselwirkung
6.1 Wechselwirkende Teilchen

Die Hamilton-Funktion von N wechselwirkenden Teilchen ist

H{pi}Ard) = Z [2m Lum] 33 Vii-n),
i#

die Gibbs'sche Verteilungsfunktion ist p({p;}.{r;}) « exp[-BH({p;}.{ri})] und die klassische

(Maxwell-Boltzmann) kanonische Zustandssumme

_ 1 3N
A P = h)gN [d™r exp[-BH{pi:ArN] -
R
Jede Impulsintegration liefert J'd—p e Pam = kaZ = 1 , was die thermische de Broglie-
2nh 2nh At

Wellenlange A+ definiert. D.h.

Zy = ;lxm Jd3Nrexp{ {ZU(rw >V - r)}}

Iij

Eine weitere exakte Auswertung ist nur in Spezialféallen (z.B. bei harmonischer Wechselwirkung)
mdoglich. I.A. sind Approximationen oder Numerik (z. B. Monte-Carlo-Methoden) nétig. Diese
werden im Folgenden an einigen Beispielen erlautert. Weiterhin werden die Wechselwirkungen
in Festkorpern ausfuhrlicher diskutiert.

6.2 Virialentwicklung

Genlgend verdunnte Gase verhalten sich ideal, d.h. PV = N KT. Bei nicht-verschwindender
Dichte n = N/V fuhren Wechselwirkungen oder, wie in Kap. 5 gezeigt, die Bose- oder Fermi-
Statistik zu Korrekturen. Dies ist die Aussage der Virialentwicklung, einer systematischen
Entwicklung in der Dichte

PV o i+nB+n2CH..
N kT

Fur anziehende Wechselwirkung ist der 1. Virialkoeffizient B < O, fiir abstolRende gilt B > 0.
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Eine Entwicklung in der Dichte entspricht einer Entwicklung in der Fugazitat, z = eW/KT « 1. Die
grolRkanonische Zustandsdichte ist dann

Zg= > ZneNWKT =147, etkT 47, e20KT 4
N=0
Deutlich weiter flhrt es, eine Kumulanten-Entwicklung durchzufihren
Zg =exp[Z,eVKT+ 7, e20KT 4 1= 1+ 7 e"KT (2, + = > Ly ) ek 4
Der Vergleich liefert 2, =24, Z, =2, - % 72, ... Die Kumulanten-Entwicklung liefert direkt
das groRkanonische Potenzial

QTV,w)=-PV=-KT[Z eWKT + 7, e20kT 4 ]

Weiterhin gilt

Die Kombination liefert PV =KT [(N) - Z, e2WKT+ ] =kT [(N) - Z, (N)%Z +..] und

B=-VZ,/Z} = -V (2,/12{-1/2).

Virialkoeffizient fur ein klassisches Gas mit Paarwechselwirkung

Fur ein klassisches System mit Hamilton-Funktion H = Z +5 Z V(ri—rj gilt
i= 1 i#

Z

Vv
rexp[- BZm ] =3
23

_ 1 dPpdp, o3 3 p_l2 p_22 1V s e
Zy = EI—(Znh)G _[d rd’n, exp{-p5m +5m +V(ri-r)l}= Eﬁjd re-BV()

D.h. der 1. Virialkoeffizient ist daher

_ %Idsr[e—V(r)/kT _1} .
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Zur weiteren Auswertung betrachten wir ein AVD
Potenzial mit 'hard core' AbstoBung bei kurzen
Abstanden und schwacher Anziehung bei groReren 'hard core'
Abstanden AbstoBung

=V(r)/KT firr> 2r, r

\ >
Hier ist ro der Teilchenradius, d.h. der Abstand von ~
zwei Teilchen ist mindestens 2rq. Damit ergibt sich 2ty schwache Anzichung
14n 1 3 a .
B(T) =53 (2r0) 3+ _|r|>'[2r d®rv(r) = b—17 mit a,b>0.

Der erste Beitrag, b, beschreibt das durch ein Teilchen fir die anderen ausgeschlossene Volumen,
wéhrend a die anziehende Wechselwirkung charakterisiert. Die Gasgleichung (mit <N>:N, da

die Fluktuationen klein sind) lautet also
PV=NKT (1+bn-ars
= ( n-apt).

Fur hohe Temperaturen dominiert die AbstoRung, fur tiefe die Anziehung.

Das van der Waals-Gas

Fur geringe Dichten kdnnen wir die Virialentwicklung auch in der folgenden Form schreiben
PV +an?V=NKT (1+bn) bzw. (P +an?) V (1-bn)=NKT. Dies fihrt zur bekannten van
der Waals-Zustandsgleichung

2
(P+a%)(V— Nb) = NKT |,

wobei, wie oben gezeigt, a mit der anziehenden Wechselwirkung bei groReren Abstdnden und b
mit dem abstoRenden 'hard core' Potenzial zusammenhéngen. Hier haben wir die van der Waals-
Gleichung im Grenzfall kleiner Dichte hergeleitet, wo sie aquivalent zur Virialentwicklung ist.
Sie wird aber i.A. aber auch bei groReren Dichten als sinnvoll angesehen, und beschreibt dann
auch den Flussig-Gas-Phasenubergang.

Quanteneffekte und Virialkoeffizient

Wir geben noch einmal eine einfache Herleitung des 2. Virialkoeffizienten, der von der Statistik
herriihrt (vergl. Bosonen und Fermionen im Kap. 5). Dazu betrachten wir ein nicht-wechsel-
wirkendes Bose- oder Fermigas mit Energie p2 /2mund Spin s
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- Z, = Z e—l3102/2m=(25+1)13 , Z, = Z ' e=B(p2+p2)l2m
pc T po,p'c’

Die Einschrankung bei der Summation in Z, (symbolisiert durch den Strich) berticksichtigt, dass

Vertauschen von pc und p'c’ keinen neuen Zustand liefert. Dies hat unterschiedliche
Konsequenzen fiir Fermionen und Bosonen. Fur Fermionen muissen wir gleiche Zustande
ausschlief3en. D.h.

Z':iz :%Z —%

po,p'c 2 po#p'c’

Fur Bosonen ist Doppelbesetzung moglich, und die Diagonalterme tragen bei,

Soly s oolnyoiy

po,p'c c#p'c’ po=p'c’ pc p'c’ c=p'c’
2p2
1 _, 1 +B5n .. Bose -
= Zy =5 2 =) e far . Statistik
2 71 79 pzc Fermi
1 25+ BP (2st]) V.
5 _ 7 _= 72_ 2m  _ -

Der Faktor 232 im Nenner des letzten Ausdruckes riihrt davon her, dass wir das bekannte
Impulsintegral mit der Masse m/2 auswerten muissen. Der Virialkoeffizient ist also B

3
AT . . Bose . _ .
=¥ 2(s11) und hat entgegengesetztes Vorzeichen fir Fermi Teilchen. Damit finden wir

das Ergebnis wieder, was wir in Kap. 5 fir das Bose- und das Fermi-Gas hergeleitet hatten,
PV=NKT [15 n——ey 23]
- + (25+1) 052 Tl »

Die Bose-Statistik liefert eine effektive Anziehung, die Fermi-Statistik dagegen eine effektive
AbstoBung (“statistisches Potenzial”).

6.3 Spin-Modelle mit Wechselwirkung

Ein wichtiges und grindlich studiertes Beispiel wechselwirkender Systeme sind die Spin-
Modelle. Wir betrachten ein d-dimensionales Gitter von Spins, z.B. einen Festkorper, wobei an
jedem Gitterplatz (nummeriert mit i = 1, ..., N) ein Spin S; sitzt. Zur Erinnerung: Die Spins sind
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Operatoren mit den fur Spins typischen Vertauschungsrelationen. Wir kénnen Spin-1/2-

Operatoren durch Pauli-Matrizen darstellen, S = % G = % (6x,6y,62), mit

. _(01) . _(O—i) . _(1 0)
°x=\10/ ' %Yy~ lo/) ' %z2=0o-1) -

Der Einfachheit halber setzten wir hier und im folgenden 7 =1. Die Eigenwerte von S? sind

A

S(S+1), die einer der Komponenten, z.B. die von éz sind m = -S, -S+1, ... +S. Jeder Spin hat
ein magnetisches Moment M = uoé mit py=gug, Wobei ug =eh/2me das Bohr’sche Magneton

und g das gyromagnetische Verhéltnis ist, fur Elektronenspins gilt g = 2. Entsprechend hat ein
Spin in einem Magnetfeld H die Energie Hy = - p,S-H. AuBerdem gibt es eine

Wechselwirkung zwischen Paaren von Spins von der Form Hj,; = -1 éi -éj. Ein Gitter solcher

Spins mit Nachster-Nachbar-Wechselwirkung ist beschrieben durch das Heisenberg-Modell

H=-3) §-§;-pH-D S,
(i i

Fur positive J wird eine parallele, fiir negative J eine antiparallele Ausrichtung benachbarter
Spins beglnstigt. Die Summation Gber (i,j) ist Uber alle ndchste Nachbar-Paare i und j. Jeder

Gitterplatz hat z Nachbarn. (Fir eine kubisches Gitter in d Dimensionen ist z = 2d.)

Die Ursache einer solchen Wechselwirkung konnte die Dipol-Dipol Wechselwirkung sein. Die ist
aber im allgemeinen sehr schwach. Von Bedeutung ist dagegen die Austausch-
Wechselwirkung, die eine Konsequenz der Coulomb-Wechselwirkung und des Pauli-Prinzips
ist. Um dies zu erléutern, betrachten wir 2 Fermionen jeweils mit Spin S=1/2. Der Gesamtspin
beider Teilchen ist éG = él +§2. Die Gesamtwellenfunktion (Bahn- mal Spinzustand) muss

ungerade sein beim Vertauschen der beiden Teilchen.

Gesamtspin Bahnwellenfunktion Energieeigenwert
Sg =1 Triplett, gerade ungerade Eo
Sg =0 Singulett, ungerade gerade E;

Abhangig vom Spinzustand ist die Bahnwellenfunktion ungerade oder gerade. Fr letzteres ist
aber die Coulomb-AbstoRung stérker und der Energieeigenwert grolier, E; > Eq. Die Energie fur

beide Zustdnde konnen wir schreiben als E = Ej —%(El—EO)SG (Sg + 1). Das Produkt

Sg(Sg+1) ist aber gerade der Eigenwert des Operators SZ , den wir wie folgt umschreiben

S2 =(S;+57)2=2-S(S+1)+2 S-S,
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Damit finden wir fir die Energie E = const — J §1- §2 mit J = Eq — Ep, und wir erkennen die

oben angegebene spinabhangige Wechselwirkungsenergie.

Im Sinne des oben diskutierten (die Wechselwirkung der Spins ist durch die Quantenmechanik
begrindet) ist das Heisenberg-Modell ein quantenmechanisches Modell. Oft wird es aber auch als
ein klassisches Modell verwendet. Dann sind die "Spins" 3-dimensionale Vektoren (Zahl der
Komponenten, n=3) mit festem Betrag. Formal ist dies realisiert als Grenzfall, wenn der Spin pro
Gitterplatz sehr groR ist, S — oo. Dann fiihren wir als neue Variable den klassischen, normierten
Vektor S;= S;A[S(S+1) ein, und es gilt (mit neu definierten Konstanten J und p)

H=-33 §-5-puHYS  mit [§]=1.
(LD i
U.U. spielt aber auch nur die z-Komponente des Spin-1/2 Teilchens eine Rolle S;; :%ci mit

cj =% 1. Dies fuhrt zum so genannten Ising-Modell (eine Komponente, n=1)

H:—\]Z Gi'Gj—HHZGi ,Gi:il
(ij) i

Die Zustande des Ising-Modells o ; = +1 kdnnen durch Vektoren 'auf' und 'ab' dargestellt werden

12 3 . . N
Tl VA
Zwar haben wir hier das Ising-Modell als Spezialfall des Heisenberg-Modells eingefiihrt. Es ist
aber auch ein Modell fir viele andere Probleme, die durch zwei mdgliche Zustdnde pro

Gitterplatz charakterisiert sind. Das Ising-Modell ist eines der einfachsten und daher ausgiebig
untersuchten Modelle mit Wechselwirkung.

Manchmal spielt nur die Projektion des Spins auf die = 4 '/ f - \ /* *

xy-Ebene eine Rolle. Das so erhaltene Modell ist das
XY-Modell (hier ohne Feld und klassisch). Die b \ ‘ f A > + f

Variablen sind dann Einheitsvektoren in der Ebene
L2 2 _ . > \ ¥ f A \ f A
(Syi» Syi) mit S,; + Syi = 1 (zwei Komponenten,

n=2), deren Richtung auch beschrieben werden kann \ f R 4 }/ * e \
durch die Winkel ¢;. Damit gilt

H=-J z (SxiSxj *+ SyiSyj) =K Z cos(g; — ¢;)
{0 (.
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6.4 Das 1-dimensionale Ising-Modell

Fur eine Kette von ,,Ising-Spins* mit nachster-Nachbar-Wechselwirkung gilt

H

- N J uH,
0 Giia —h - mit j=-— und h="—"%.
T J§G|0I+l ch J KT

KT

In d=1 (auch in d=2 fur h=0) kann das Ising-Modell exakt geldst werden. Dies demonstrieren wir
an zwei Beispielen:

a) Rekursionsmethode fir h=0

Wir betrachten zunachst eine offene Kette ohne Feld

=Y Y e Y exp{jg Gi_lci}.

Gl=i1 GZZil GN:il

Z\ lésst sich rekursiv bestimmen:

N-1
VANE Z z z exp {j% Gi_lﬁi} Z exp ( on—1 ON)

c;=tl o,=%1 ong=tl on=t1
=ZN-1 2 cosh j firN>2.
=  Zn=2(2cosh j)N-L,

Die freie Energie (genauer freie Enthalpie, da sie von den intensiven Variablen T und H und der
extensiven Teilchenzahl N abhdngt) ist dann
G(T,H,=0,N)=-KT InZy=—=KT [N In 2 + (N-1) In cosh kJ_T]
D.h.
oG 4 oy A

S(T,H,=0N)=-37

=k [NIn 2 + (N=1) In cosh ki

~ (N=1) —tanh —]

oS
oT

=k (N 1y >
=k (N- )(kT cosh(J/kT)j 0

und Cy(T,H,=0)=T %7

-
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b) Transfermatrixmethode

Als néchstes betrachten wir ein 1-d Ising-Modell auf einem Ring, d.h. mit periodischen Rand-
bedingungen op+1 = o1, mit von Null verschiedenem Feld h # 0. Wir spalten H auf wie folgt

H_ O h o 3
kT =2 Qoiok—3 2 (citoi) = 2 U(Gioin)
i=1 i=1 i=1

= Zy = Y e~U(01,02) g=U(c2,03)  g-U(on,01)
c;=t1 c,=%1 on=t1

Wir fuhren nun die Transfermatrix ein
jth -]
; e e
eU(c0)= T o ; T= o
el ¢l
Damit lasst sich die Zustandssumme in der Form eines Matrixproduktes schreiben

ZN = Z Z Zl T0102T0203...TGN01 )

Glzil Cy =+1 oN=t

und wegen der Summation Gber die &uBeren Indizes als Spur Zy = tr TN. Zur weiteren

Auswertung diagonalisieren wir T

A O | |
2

n, o
Damit gilt ZN:trTN:tr[ol k) SSAETL
2

(FirH; — OistAg o = el + e, D.h. der Ring unterscheidet sich geringfiigig von der oben behan-

delten offenen Kette.) Fir N — oo dominiert der groBere der Eigenwerte 7»? » 7»2N . Daher gilt
ZN = }‘T F
G(T,H;N) ==NKT In 2y . 1

Die Magnetisierung ist also

0G(T,H,,N)
oH,
sinh h
B —
x/smhzh+e J

M(T,H,,N) = -

=N
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und die Suszeptibilitat

OM(T,H,,N)

XT =
oH;, H,=0

2
_ Np” omr
kT

Die Suszeptibilitdit hat eine wesentliche
Singularitat bei T = 0. Wir werden bei der
Diskussion von Phasentibergangen darauf
zuriickkommen. 0

-

Die Suszeptibilitadt hangt mit der Korrelationsfunktion zusammen

2 N

},l
kT |§1 J H,=0

(Ubungsaufgabe) .
Wir haben oben gesehen, dass das 1-dimensionale Ising-Modell bei T # 0 keine spontan

geordnete Phase hat. Nur bei T = 0 sind alle Spins auch ohne Feld parallel ausgerichtet. Das
mag zunachst verwunderlich erscheinen, da der Zustand 1111111...., d.h. oj = +1 flr alle i, die

niederste Energie hat (entartet mit o = -1 fur alle i). Aber dieser Zustand hat nicht die niedrigste

freie Enthalpie G = E — TS. Um dies zu zeigen, betrachten wir eine Konfiguration wie
MM1LLLLL], wo die Spins eines Teils der Kette umgedreht sind. Die Trennwand zwischen den
beiden Bereichen erhoht die Energie um AE = 2J, sie kann aber an N Stellen liegen. Der
Entropiegewinn ist AS = k In N. Dies bedeutet, dass bei T#0 die freie Enthalpie des Systems
durch die Trennwand abgesenkt ist. In Kapitel 9 werden wir weitere Systeme, auch das Ising-
Modell, in mehr als 1 Dimension untersuchen. Dort werden wir Phasenubergange und spontan
geordnete Phasen auch bei endlichen Temperaturen finden.

6.5 Cluster-Entwicklung

Hier betrachten wir das Ising-Modell in d Dimension auf einem rechtwinkligen Gitter mit
Wechselwirkung zwischen nachsten Nachbarn (i,j) fur H, = 0. (Zur Unterscheidung der

verschiedenen Symbole schreiben die dimensionslose Kopplung als K=J/kT.) Dann ist

ZN(TH,=0)= 2 ePH=3"TT eKoij
{c} 1o} G
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Da (ojoj)? =1 gilt eK°i% = cosh K + ; o;sinh K = cosh K [1 + oj o tanh K]. Damit wird

die Zustandssumme

Zn (T,0) = (cosh K)P D" T (1 + ojo;jtanh K)
{o} (i)

P ist die Zahl der n&chste Nachbar Paare (i,j). Abgesehen von Randeffekten gilt P = N z/2,
wobei z die Koordinationszahl ist.

= Zy (T,0)/(cosh K)P = i i i {1

1 2 3 4 612—162:—1 GN:—].
o—-=oO0 o O
n+l  n+2 ttanh K (6102 + 06203t 010p41 +.)

+ tanth (Gl Cy 0y O3t ... )
2n+1
O + tanh3K (61 Gy G» 03 O3 G4+...)
+tanh*K (61 62 6 Op42 O42 Onet Ope1 O+ + o )

Alle 'Cluster' kommen vor, in jedem Cluster jede Bindung nur einmal. Offene Cluster geben
keinen Beitrag wegen der Summation Uber o; = = 1 eines offenen Endes. Geschlossene Cluster

liefern 1, da jedes o quadriert vorkommt. D.h.
1 1
Zn (T0)(coshK)P = > .. 3 {1+ (tanh K)* - (Anzahl der geschlossenen 4-er Cluster)
Glz—l GN=—1
+ (tanh K)® - (Anzahl der geschlossenen 6-er Cluster) + ...}.

Beispiel:

a) Die 1-dimensionale offene Ising-Kette hat keine geschlossenen Cluster
= Zy=(cosh K)N-12N

b) Die 1-dimensionale geschlossene Ising-Kette hat genau ein Cluster der Lange N
= Zy = (cosh K)N 2N 1 + (tanh K) N]= 2N [(cosh K)N + (sinh K)N] .

c) Die Cluster-Methode erlaubt es, das 2-dimensionale Ising-Modell exakt zu lésen (siehe
Appendix B von Stanley oder Feynman 'Statistical Mechanics’).

6.6 Variationsmethoden

Problem: Gegeben sei ein Hamilton-Operator (oder Funktion) H, zu kompliziert um
Z =tre PH und F = KT In Z exakt zu bestimmen.
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Voraussetzungen:  — Wir kdnnen ein verwandtes Problem charakterisiert durch H,, 16sen,

wobei o ein (oder mehrere) Variationsparameter ist:
Z,=trePHa, F = KkTInZ,.

. 1 .
— AuRerdem konnen wir (H) =7 tr {H e~PHo} bestimmen.
o
Dann gilt F<F,+ (H-Hy) Hy, (Beweis folgt)

Insbesondere kénnen wir den (oder die) Variationsparameter o variieren und das Minimum der
rechten Seite suchen:

F* = Ming {Fy +(H-Hg)y, |

Dann gilt noch immer F < F*, und F* stellt die beste obere Schranke dar innerhalb der Klasse, die
durch die Menge der H,, gegeben ist.

Beweisvon F<Fy+(H-Hg)py

a) Wir betrachten das Funktional
1
f(p) =tr {p H} gl {pInp}

fur beliebige, normierte Dichtematrizen p. Wir variieren p und suchen das Minimum von f(p):
Minp{f(p)}‘p:lj unter der Nebenbedingung tr p =1 (Lagrange Multiplikator y). Dies erfordert

0=5{f(p) +v (tr p- D} |y = tr {op [H +%<1 +1np) + 7T}

was erfillt ist durch p = e PH. Die 2. Ableitung ist &82f ‘ L (Bi_szp)z 0. d.h. wir
P

tr e PH

haben ein Minimum gefunden. Im Minimum nimmt das Funktional f(p) den folgenden Wert an

_._trHePH 1 1 6H i
(P)=" pn * 5 gopn TP [pH-Intre ]}

:—% IntrePH=_kTInZ=F.

Furp=p istalso f(p) gerade gleich der thermodynamischen freien Energie F.
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e PHa

b) Wir wéahlen nun p = p,, = —B
tre

und variieren o.. Dies bedeutet, dass die Menge der p,, nur

ein Teil aller moglichen p ist. Das bedeutet, dass f(p,) > f(p) = F also f(p,) groRer ist als die
freie Energie. Wir kénnen noch schreiben

1
flpe) =trpg H+ E tr (pg, In pg)

1
=1rpg Hoc"'E tr (pg, INpg) +trpg, (H=Hy)
=Fy+ (H=Hy)h,

Bemerkungen:
— Eine gute Schranke erfordert eine gute Wahl von H,,

— Es gibt weitere Variationsprinzipien, z.B. auch eine untere Schranke, F, + (H-H, )y <F.

6.7 Numerische Monte Carlo-Methoden

Man konnte versuchen, die Zustandssumme z.B. des Ising-Modells und Mittelwerte

z=Y eBHO) | ()= pe)f(s) .  pls) = _ﬁH(S) ,
S

S

numerisch zu bestimmen, indem man Gber alle Konfigurationen s = {c;} summiert und jeweils
mit dem entsprechenden Gewichtsfaktor p(s) multipliziert. Das Problem ist aber die extrem hohe
Zahl von Konfigurationen. Zum Beispiel hat in 3 Dimensionen schon ein kleines System von 10
x 10 x 10 Gitterplatzen 21000 _ 10300 yerschiedene Zustinde, und alleine das Abzahlen der
Zustande wirde mehr als astronomische Zeiten in Anspruch nehmen. Abhilfe bietet die Monte
Carlo Methode: Dafur wahlen wir eine geeignete Folge {s,}, n =1, ... N von Zustanden, die mit
der Wahrscheinlichkeit p(s,) vorkommen und bestimmen

1y
= NZ:: f(sn)

Metropolis-Algorithmus (Markov-Kette)
Wir konnten im Prinzip Spinkonfigurationen s, durch einen Algorithmus zuféllig bestimmen
lassen, der so gewahlt ist, dass die Konfigurationen mit der Wahrscheinlichkeit p(s,,) realisiert

werden. Es ist aber weit gunstiger, die Spinkonfigurationen in jedem Schritt (s — ') in einer
Weise zu verandern, die charakterisiert sind durch Ubergangswahrscheinlichkeiten Wcg. Wenn

die Wgg die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts (‘detailed balance’) erftllen
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=

s _ P(S) _ BIH(S)-H(E)]

ss - p(s)

=

kommen die gewahlten Konfigurationen mit der korrekten Wahrscheinlichkeit p(s) vor.
(Vergleiche die Uberlegungen im Zusammenhang mit der master Gleichung.)

Wir gehen also wie folgt vor:

Wir starten bei n= 0 von einer beliebigen Konfiguration s = sy und setzen fy = 0.

> Wir bestimmen s' versuchsweise durch Umdrehen eines zuféllig

ausgewahlten Spins von s.
Wir berechnen H(s") — H(s).
A Iteration Fur H(s") — H(s) < 0 wird s'akzeptiert, d.h. s' wir das neue s, s' — .

Sonst wird s' mit der Wahrscheinlichkeit Wy = e PIHE)-HE) akzeptiert.

—<4——  Alle M Schritte findet eine ‘Messung' statt, n wird um 1 erhéht, s, = s' und
fz + f(Sn) — fz.

Nach N Messungen bestimmen wir den Mittelwert (f) = fs /N.

Bemerkungen:

1) Die MC Schritte kdnnen beliebig gewahlt werden. Das Verfahren konvergiert immer, aber die
Geschwindigkeit kann verschieden sein. Beispiele sind das Umdrehen eines Spins (dafir ist die
Berechnung von H(s") — H(s) besonders einfach und schnell), Austauschen zweier Spins oder glo-
balere Anderungen. Oft wahlt man eine Kombination verschiedener Schritte. Die Versuchsraten
fur den Ubergang s— s' und fiir den umgekehrten Ubergang s'— s missen gleich sein.

2) Beim Metropolis-Algorithmus ist Weg = 1 fiir H(s") < H(s) und sonst Wy = e BIHE)-HE)T
D.h. die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts ist erfillt.

3) Um bei H(s") — H(s) > 0 zu entscheiden, ob s' akzeptiert wird, erzeugen wir mit Hilfe eines
Zufallszahlengenerators (RNG) eine Zufallszahl r aus dem Intervall [0,1]. Wenn r < e~P[H(s)-
H) wird der Schritt akzeptiert, und s' wird die neue Ausgangskonfiguration s. Ansonsten wird
die Konfiguration nicht verandert.

4) Die Anfangskonfiguration sy kann beliebig gewahlt werden, aber das System muss zunéchst
ins Gleichgewicht kommen. D. h. die ersten N (~10%) Schritte werden nicht zur Berechnung der

Mittelwerte genutzt.
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5) Die 'Messung' fs + f(s,) — fsx wird nicht nach jedem sondern nach jeweils M Schritten

durchgefuhrt, um effektiv unabhangige Messungen zu realisieren.

6) Es bleibt ein statistischer Fehler, der nur langsam verschwindet, bei N Messungen

LN , 1/2 i
Af:hZ(f(Sn)—a» } :O(N )

n=1

7) 'Finite size scaling: Die Rechnung wird fur endliche System zunehmender Grolie
durchgefunhrt, bis sich Konvergenz als Funktion der SystemgroRe abzeichnet.

6.8 Feynman'sche Pfadintegrale und Quanten-Monte-Carlo-Methoden

Literatur:
— R.P. Feynman and A.R. Hibbs, Quantum Mechanics and Path Integrals,
McGraw-Hill, New York 1965
— L.S. Schulman, Techniques and Applications of Path Integrals, John Wiley & Sons, 1981
—  F.W. Wiegel, Introduction to Path-Integral Methods in Physics and Polymer Science,
World Scientific, 1986

2
Wir betrachten ein quantenmechanisches Teilchen mit Hamilton-Operator H =T+V= i% + V(X).

Wir konnen auch ein N-Teilchen-System betrachten; in dem Fall stehen p und x fir die 3N
Impuls-Komponenten und Koordinaten, p = {pj}, x = {rj} miti =1, ... N, und V(x) beschreibt
sowohl das externe Potenzial als auch die Wechselwirkung der Teilchen untereinander. Die
Zustandssumme Z = tr e PH |asst sich als Pfadintegral darstellen. Die Pfadintegraldarstellung
wurde zunachst von Feynman fiir guantenmechanische Propagatoren der Form

e—i H(ttj)/h

KX tgx,ti) = (X'| X )

entwickelt. (Hier wurde angenommen, dass H zeitunabhédngig ist, der Formalismus kann aber

ebenso fur zeitabhangige Probleme entwickelt werden). Dieser Propagator ist die Amplitude ei-
nes quantenmechanischen Teilchens zur Zeit t am Ort x', wenn dieses Teilchen zur Zeit t; am Ort

x war. Mit seiner Hilfe konnen wir die Zeitentwicklung eines beliebigen Zustands beschreiben

—iH(tt))/Mh

wit) = (X y(t)) = [dx (x| e |y Ox )y =[x KOt X6) wit) -

Beachten Sie den Wechsel von allgemeinen Zustanden |w(t)) zu Zustanden in der Ortsdarstel-
lung w(x,t) = (x|w(t)) und die Vollstandigkeitsrelation _[dx [X) (x| = 1, mit den Ortseigen-

funktionen X|x) =x|x). Diese formalen Schritte werden wir im Folgenden mehrfach benutzen.
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Die Zustandssumme Z = tr e PH = Idx0 (xg| €PH 1xp) hat eine &hnliche Form wie der

Propagator, wenn wir i(tetj) durch B/ 7 ersetzen. Also hat p/# die Bedeutung einer "imagindren
Zeit". Im Folgenden wird gezeigt, dass die Spur als ein Pfadintegral in imaginarer Zeit dargestellt
werden kann. Mit der oben angegebenen Notation gilt die Herleitung sowohl fiir ein einzelnes
Teilchen als auch fiir ein N-Teilchen-System.

Wir verwenden zunéchst die "Trotter Formel". Dazu spalten wir e PH auf in eine groRe Zahl n
von gleichen Faktoren auf

—-BH — |; —&(T+V)yn ; —
e nIgnoo(e )’ mit ne=p.

In jedem einzelnen Term kdnnen wir schreiben e 8(T+V) = g=¢T g€V 4 O(€?), da der Fehler von
der Ordnung &2 klein ist. (I. A. wére diese Art Aufspaltung durch die Baker-Hausdorff-Formel

beschrieben.)

Als nachstes fuhren wir n-1 vollstandige Satze von Ortseigenfunktionen |x,) und n Sétze von
Impulseigenfunktionen |py) ein

Z= [dx, lim ([dx,...[ dx, [dx)(] dpy.y...] dp, [ dpy)

%o 17 [P )Py €7 [X00)

—eT —&V —€T

(%, 1 €7 o 7Y XX 1 €7 [ o)y 1875 [ %),

Achtung: der hier eingefuhrte Index k = 1, ...n ist nicht der Teilchenzahlindex. Bei N Teilchen
steht x fiir 3N Koordinaten r; .

. . . . -V . . . —T .
Die Reihenfolge ist so gewahlt, dass e *Y immer auf einen Ortseigenzustand und e *" immer
auf einen Impulseigenzustand wirkt. Darum gilt einfach

_ —eV — —€ p2/2m
€ 8V|Xk>:|Xk>e eV und e 8T|F’k>:|pk>e Piiem

Weiterhin gilt fur die Impulseigenzustande in der Ortsdarstellung (analog zu oben)

. =iy pi X IR
K|Xk) = e , bzw. fir N Teilchen ———-=¢ ! .
Damit wird (abgesehen von Vorfaktoren) mit xp = Xg
o nl = PK® . XkHlXk
zoe lim (I [ox) ([ [dp)exo{-e > G +im - v}
k=0 k=0
k=0
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Die GauR'schen pk-Integrationen kdnnen nun ausgefiihrt werden. Dies liefert fiir jedes k

1/2 2

P2 . Xke1—Xk m M (Xpeq - X )
dp. expr—¢ o i = ——| eXpl1e —————7.
'[ Pk p{ 8[2m Pk en ]} (27587’2] P 2 (eh)? }

Die Zustandssumme wird also (bis auf Konstanten)
oy, DXt vel}
Zo lim dx,) expy1—e¢ —(—=—5)"+V(x :
n%(gj ) e {-e[ 3 2 (T2 Viw

Diesen Ausdruck kénnen wir nun symbolisch als "Pfadintegral” in imaginérer Zeit 0<t<#p
umschreiben

X(hB)=xq

z=[dx, [ Dx(@exp(-Selx(®)]/n)
x(0)=x,

wobei wir die "Euklid'sche” Wirkung in imaginéren Zeiten eingefiihrt haben

np
Selx(@] = [ de [ % 2(x) + V()] -
0

X('I:)Il N /\
/|
NN LA V-

Das Pfadintegral j Dx() ist definiert durch das oben angegebene n-fache Integral tber die voll-

standigen S&tze von Ortseigenfunktionen |xy) (Xy| zu allen Zeiten t = k ¢, die "Zeitableitung"
durch Xx(t) = [x(t+eh) —x(t)]/eh und das Integral Uber imagindre Zeiten entsprechend. Die

formalen Ausdriicke lassen sich durch Bild eines Pfades darstellen.
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Die analoge Umformung fur den Zeitentwicklungsoperator liefert eine dhnliche Form (siehe die
angegebene Literatur), dann ist aber die Wirkung durch den tblichen Ausdruck (und ubliches
relatives VVorzeichen) gegeben

t
SIx(V] = [dt[7 % 20 - Vex)] -
t;

Nur wenige physikalische Probleme lassen sich nach der Umschreibung als Pfadintegral exakt
auswerten. Dazu gehdrt natdrlich der harmonische Oszillator oder ein Ensemble von Oszillatoren.
Jedoch hilft die Pfadintegraldarstellung bei der Begriffsbildung. Z. B. im (hdufig wichtigen)
semiklassischen Grenzfall (formal fiir #— 0) ist der klassische Pfad, fur den die Wirkung ein
Extremum hat, und die Pfade in seiner Nahe besonders wichtig. Dies ist ausfuhrlich in der
angegebenen Literatur diskutiert. Hier sei auf eine andere Konsequenz hingewiesen:

Die Pfadintegraldarstellung erlaubt es, die Zustandssumme von Quantensystemen mit Monte-
Carlo-Methoden zu berechnen. Wir hatten in Kap. 6.1 gesehen, dass fir ein klassisches N-Teil-
chen-System eine Integration Gber alle 3N Koordinaten x ={r;} durchzufihren ist, die wir mit
gewohnlichen Monte-Carlo-Methoden durchfiihren kénnen. Beim Quantenproblem sehen wir,

dass jede der 3N Koordinaten nun als Funktion der imaginéren Zeit t zu betrachten ist, also statt
der Variablen r; betrachten wir nun Funktionen r;(t). Wir kdnnen die Zeit diskretisieren t = ke #

(so war diese ja eingeflihrt worden) und haben nun fir jedes Teilchen i die Koordinate r; y fir die
verschiedenen Zeiten k durch Monte-Carlo-Schritte auszuwéhlen. Benachbarte k-Werte sind
durch die kinetische Energie, d.h. (ri,k+1—ri,k)2/(ah)2 gekoppelt. Die Zeitachse stellt also eine
zusatzliche Dimension dar. Wir kommen so zu dem wichtigen Schluss: ein d-dimensionales
Quantensystem ist aquivalent zu einen (d+1)-dimensionalen klassischen System.

6.9 Wechselwirkungen in Festkorpern

Im Festkorper betrachten wir lonen und Leitungselektronen. Die ersten bilden ein regelméfiges
Gitter, abgesehen von Storstellen durch Fremdatome oder Gitterfehler und ihrer Schwingungen
um die Gleichgewichtslage. Die Leitungselektronen konnen sich relativ frei bewegen. Der
Hamilton-Operator des Gesamtsystems

2
P p? 1 e?
H=25y * UR) + Zﬁ + Ezlri—rrl +V(R,r)
J i

setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie der lonen (hier betrachten wir nur eine lonen-
sorte mit Masse M), ihrer Wechselwirkung (abhangend von allen lonenkoordinaten R = {R;}),
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der kinetischen Energie der Elektronen und ihrer Wechselwirkung (abhéngend von r = {r;})
sowie der Wechselwirkung zwischen Elektronen und lonen V(R,r). Fir punktférmige lonen gilt
J ZJ e2 ZJ e2

U(R) = und  V(R,r)= -
®= 2 ZR-ry R0= -2 R

Bei ausgedehnten lonen kann die van-der-Waals- oder Austauschwechselwirkung zu komplizier-
teren Ausdrucken fihren.

Adiabatische Naherung (Born-Oppenheimer)

Die sehr unterschiedliche Masse von Elektronen und lonen ermdglicht eine Naherung in drei
Schritten:

1.) Die leichten und beweglichen Elektronen sehen in niedrigster Ordnung ein statisches Gitter

der schweren und langsamen lonen. Aus diesem Grund setzen wir an, dass die Gesamtwellen-
funktion faktorisiert WY(R,r) = ¢r(r) x(R). Dabei hangt die Elektronenwellenfunktion ¢g(r)

parametrisch von den lonenkoordinaten R ab.

Bei vorgegebenen lonenkoordinaten ergibt sich also folgendes Eigenwertproblem

pi® 2
Hel or (N = {Eﬁ + %%me— r| +V(R,r)} dra(r) = Eg,x dr(1)

fur die Vielteilcheneigenzustande ¢g () und -energien Eg,x der Elektronen. Im idealen perio-
dischen Gitter, wenn die lonen nicht ausgelenkt sind, R = Ry, sind die Eigenzustande einzelner
Elektronen Bloch-Zustdnde, charakterisiert durch Wellenvektoren (Impulse), Bandindex und
Spin, A= (p,n,c) . Die zugehdrigen Eigenenergien definieren die 'Bandstruktur' e, , -, die von

der Kristallstruktur abhéngt und i. a. recht kompliziert ist. Einfache Grenzfélle sind die ,,nahezu
freien Elektronen* oder die Ergebnisse des tight-binding Models. Die Gesamtwellenfunktion ist
dann als Slater-Determinante darstellbar und die gesuchte Gesamtenergie der Elektronen hangt
von den Besetzungszahlen ab,

el
ER 1 = Z Np.n,o €p,n,o -

Bei der Berechnung der Bandstruktur wird die Elektron-Elektron-Wechselwirkung nicht oder
bestenfalls teilweise beruicksichtigt. Es bleibt also ein Problem diese Wechselwirkungseffekte zu
beschreiben. Dies kann aber haufig im Rahmen einer Stérungstheorie angegangen werden.
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2.) Im Prinzip kénnen wir auch die Eigenenergien und -zustdnde der Elektronen fir beliebige
lonenkoordinaten R berechnen. Fir das folgende genugt es anzunehmen, sie seien im
Grundzustand. Das Ergebnis bezeichnen wir mit E‘,’;eI und ¢r(r). Dann bleibt fur das gekoppelte

System aus lonen und Elektronen das folgende Eigenwertproblem

2
H og(r) 1(R) = {37 S0 UR) + B2 R0 1(R) = E 4 () 1(R)

_ p? , 0x(R) D45 (1) 0*9g (1)
-¢R<r){;2M+U(R)+E }uR) - sz{ R, on, TR o2 }

Der erste Term liefert das Eigenwertproblem fir die lonen
p2
{322 + R} xR =Ex(R).
T 2M

Dabei ist die effektive lonenwechselwirkung U.¢(R) wesentlich durch die Elektronen beeinflusst
Uet(R) = U(R) + = , und zwar wird sie durch die Elektronen abgeschirmt. Diese abgeschirmte

Wechselwirkung klingt gentigend schnell ab, so dass eine Entwicklung in den lonenauslenkungen
Q(t) = R(t) — Ry gemacht werden darf. Eine harmonische Entwicklung von U.¢(R) in diesen

Auslenkungen und anschlielende Diagonalisierung fuhrt dann auf die Beschreibung der Gitter-
schwingungen durch Phononen mit

2
P
Hef = Z{Eqml +3 M ‘Dé,x Qé,x ¥
q,A

Die Eigenmoden sind Bloch-Zustande, charakterisiert durch die Wellenzahl g und Polarisations-
index A =1, t1, tp fiir longitudinale und zwei transversale Auslenkungen. I. A. gibt es sowohl
akustische wie optische Phononmoden. Hier beschréanken wir uns auf die akustischen.

3.) Der gemischte Term des Eigenwertproblems beschreibt die abgeschirmte Elektron-Phonon
Wechselwirkung. In Storungstheorie behandelt (s.u.) fiihrt sie zu Ubergéngen zwischen den
Eigenzustanden. In die Rate geht das Matrixelement

cvii = for for {200 280 ) ZUR), gm0 §;§”|x*(R)|2}

ein. Der erste Term enthalt einen Term proportional zu %jdr |<1>R(r)|2 der verschwindet, da

¢or(r) normiert ist. Der zweite Term ist um einen Faktor m/M kleiner als die elektronische
kinetische Energie. H; kann daher konsistent in Stérungstheorie behandelt werden.
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Storstellen im Gitter oder Gitterfehler werden durch ein Storstellen-Potenzial beschrieben
V(R,r) = V(Ro,r) +V'"(r) .

Dieses wird ebenso wie die Elektron-Elektron und Elektron-Phonon Wechselwirkung meist in
Storungstheorie behandelt.

6.10 Zweite Quantisierung

Wir konnen die angedeuteten Schritte in mehr Detail nachvollziehen. Eine Beschreibung im
Rahmen der sogenannten 2. Quantisierung ist dabei sehr bequem.

1. Phononen

Die Moden der Gitterschwingungen sind durch Wellenzahl g und Polarisation A beschrieben. In

harmonischer N&herung sind dies alles harmonische Oszillatoren, und ihre Zustande sind durch
die Anregungszahlen ng; = 0,1,2 ... beschrieben (Fock-Raum). Jede Anregung stellt ein Phonon

dar. (Hier betrachten wir nur akustische Phononen). Die Zustdnde des Gesamtsystems sind cha-
rakterisiert durch die Angabe der Besetzungszahlen, d.h. der Zahl der Phononen in den
verschiedenen Moden

|n1, ey nq’;\‘, )

Fur jede Mode (qg,A) fuhren wir Auf- und Absteigeoperatoren, bzw. bezogen auf die Zahl der
+

Phononen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren, a,

2 und 2y ein. Ihre Wirkung in der

Basis der Besetzungszahlen ist

+
a2 INg, -y Ng s - ) :«/nq,ﬁl INg, oy Ngatl, o)
2y Ny, ooy N ) = A/Nga Ny oy N1y

Entsprechend der Bose-Statistik erfullen die Operatoren die Vertauschungsrelationen
+ _ _ + + B
[aq,}\’ I} aq-’ku ] - Sqq' 8}\‘}\" y [aq,k y aq',)\,'] _— [aq,k y aq',k' ] - O .

Der Operator Nga = a;,K A, zahlt, wievielfach der Mode g,A angeregt ist. Entsprechend gilt

fur den Hamiltonoperator

+ 1
q.A
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Weitere Operatoren kdnnen mit Hilfe der Erzeuger und Vernichter geschrieben werden. Z.B ist
die Amplitude der Gitterschwingung am Ort R mit Polarisationsrichtung g 5

h + igR
2M o, , (aq'ﬁa—q,x) € '
°F

Q.(R) =$NZ q.
q

2. Bose-Teilchen

Auch fur Bose-Teilchen mit Masse bietet sich, wie schon fur wechselwirkungsfreie Teilchen
gezeigt, eine Darstellung von Energie, Teilchenzahl und Zustanden durch Besetzungszahlen n, =

0,1,2 ... an (Fock-Raum). Wenn wir analog zum Beispiel der Phononen Erzeuger und Vernichter
einfihren, kdnnen wir beliebige Ein- und Mehrteilchenoperatoren umschreiben. Wir gehen aus
von einer Basis gebildet aus den Eigenzustanden des wechselwirkungsfreien Systems

N
I"0:_Z£hiv mit h;|%); =¢, |A),
i=

Bei unterscheidbaren Teilchen st die Gesamtwellenfunktion dann ein Produkt

|Agsee sy =|Ag)y -2 ); .., was bedeutet, dass das Teilchen 1 im Zustand 24 ist, ... , das
Teilchen i im Zustand 2, .... Wenn die Teilchen ununterscheidbar sind, muss die Wellenfunktion
durch  Summieren  Uber alle  Permutationen  symmetrisiert  werden. In  der

Besetzungszahlendarstellung geben wir nur an, wie hdufig jeder Zustand A besetzt ist. Nach
geeigneter Normierung gilt

1
=Ny, Ny ) ———xo— > P[A,...,A,...
|{n7»}> |n1 ny >°C W; | 1 i >

(Die Normierung ist etwas subtil und wird hier nicht weiter erldutert. Siehe z.B. Schwabl,
Quantenmechanik fur Fortgeschrittene fiir weitere Details.) Damit gilt

Ho |{nk}>=E{nX} |{”x}> mit E{nk}:;‘c’%n%

Wir fuhren nun Erzeuger und Vernichter fir die Bose-Teilchen ein mit den Eigenschaften

ay [Ny, Ny =M+l ng, Lm0
ay [N ) =y g1

und den damit konsistent zusammenhangenden Vertauschungsrelationen

[ak,ax} = [a{,aﬂ =0; [ax,aﬂ =8
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Offensichtlich ist n, =ajya, ein Zahloperator und es gilt
Ho=> ¢3aja;, und N=>aja,
A )

Mit Hilfe der Erzeuger und Vernichter konnen wir aber auch beliebige Operatoren umschreiben,
z.B. einen Einteilchenoperator, auch wenn er nichtdiagonal in den Basiszustanden ist (aber hier
der Einfachheit halber fiir alle Teilchen i gleich)

N
T:Zti(ri,pi,...)
i=1
Mit i.A. nicht-diagonalen Matrixelementen t, ;. = (A|t;|1"); :jdsr(p;(r)ti(r,p)cpw(r)
Dh. =2t A A bzw. T=2 6,53 |A) (]
e 5
Nun gilt

Jn,+1
Zi:mi i<7L'||n1,...,nx,...,nx,...>:nxﬁm,...,nk+1,...,nx—1,...>

Der erste Faktor n,, zdhlt, wie oft die Einteilchenwellenfunktion |}U>i in der Vielteilchenwellen-

funktion vorkommt und so das Skalarprodukt einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Da
durch das Skalarprodukt diese Einteilchenwellenfunktion wegféllt, nimmt n,,um 1 ab. Anderer-

seits kommt eine Einteilchenwellenfunktion im Zustand |7L>i hinzu, und n, nimmtum 1 zu. Das

Verhéltnis der Wurzeln beriicksichtigt die verdnderte Normierung. Der neue Zustand auf der
rechten Seite incl. der Vorfaktoren kann aber auch als aja,.|n,,...,n,,...,n,,...) geschrieben

werden. Daraus schlieRen wir dass

Zi:|7‘>i (M| =a5a,
und

_ +
T= %:,tm' aja,. .

Der Operator bewirkt Ubergange von Zustanden A nach A' mit den Amplituden t,.» was durch
Vernichten und gleichzeitiges Erzeugen eines Paars von Teilchen in den entsprechenden
Zustanden dargestellt werden kann.

Analog gilt (hier ohne Herleitung; unten folgt eine detaillierte Herleitung fir Fermionen) fir

einen Zweiteilchenoperator F :EZf(Z)(ri,r-) , dass
i#]
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£

1
F=2 2, (

Auv,p

+ +
v,p> a) ayapay

Der Operator bewirkt Ubergange von 2 Teilchen aus den Zustinden p,v nach p,A mit den
Amplituden

(hp

£@ [v.p) = [ d% [ 4% 07, (1)op (F FD (1. 1) 0y (1) 9 (1)

3. Fermi-Teilchen: Elektronen im Festkorper

Die Zustdnde des Vielteilchenproblems sind, wie schon diskutiert, durch die Angabe der
Besetzungszahlen der Einteilchenzustande mit h; |1). =&, | 1), beschrieben (Fock-Raum)

INg, ooy My, oy
Fiar Fermionen gilt das Pauli Prinzip und n, =0,1.

Im idealen Gitter sind die Eigenzustande einzelner Elektronen Bloch-Zustédnde, charakterisiert
durch Wellenvektoren (Impulse), Bandindex und Spin, A =(p,n,o), und die zugehorigen
Eigenenergien definieren die '‘Bandstruktur' e, , . Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit

halber nur ein Band und unterdriicken den Bandindex.

Auch fur Fermionen fihren wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren c; und c, ein, die

die Besetzungszahl eines Einteilchenzustands erhdhen oder erniedrigen

+ va
cyIn,...,n,=0,..) ="t In,...n,=1.)
2Ny
¢ Iny,...on,=1..) =) |ny,...,n,=0,..))
¢y In,....n,=1..) =¢,|n,...,n,=0,..) =0
2 Ny

Der Faktor (—1)¥<* st nétig, um den Vorzeichenwechsel der Vielteilchenwellenfunktion bei

Vertauschen von zwei Fermionen korrekt zu liefern. (Offensichtlich war hier eine zun&chst
willkirlich wéhlbare, aber dann feste Reihenfolge der Zustdnde nétig.) Die Erzeuger und
Vernichter von Fermi-Teilchen erfullen die Antivertauschungsrelationen

[CK’ C;:.]+ = 670&' , I:CX’CN}+ = [C;:' C;:'lL: 0.

Der Operator n, = c{ C, zahlt die Besetzung des Zustands 2. Der Teilchenzahl- und Hamilton-

Operator wechselwirkungsfreier Elektronen kénnen daher einfach geschrieben werden als
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+ +
Ney=2. ¢, ¢, und Hei =2 &6, ¢,
A A
bzw. fur Bloch-Zustande (hier nur ein Band) bei Berlcksichtigung des Spins

+ +
Net= 2. Cpo Cpo und Hel= 2. €06 Cpo Cpo
p.c p.c

Anstelle der Erzeuger und Vernichter im Fockraum (Besetzung der Einteilchenzustande) kénnen
wir auch entsprechende ,,Feldoperatoren® im Ortsraum einfiihren. Mit o, (r) = <r|k> sei

v = ;cx @, (1) ;w(r) = ;cx @, (r)

bzw. fir eine - haufig verwendete - Basis aus ebenen Wellen und Spinoren

—iprih _T*.

+ 1 + 1 ipr/h
N=—Sc e : N=—>c,.e
Vo = 7= % 0. Xo i Vo= 7= % 0. %

(¢

Hier bezeichnet y,den Zustand im Spinraum. Fur Spin-1/2-Teilchen ist es ein zwei-

komponentiger Spinor, z.B. xr =(1,0) und XI* =(0,1). (Zur Unterscheidung vom Wechselwir-

kungspotenzial ist im Folgenden das VVolumen des Systems mit Q bezeichnet.)
Die Feldoperatoren erfiillen die Antivertauschungsrelationen
[w(n),w*(r)]s = 8(r-r) s Tt ()t = [w(n),w(r)]=0

bzw. wenn wir den Spin explizit schreiben
+ + +
v (N (r)]+=8(r-r ;s  ; [w (N (r)]e=Ty (1) v_.()]=0

Dies folgt aus WOV L= X [c.¢n], 051 0 00)
A

=3 9, (1) @, (r) = 3(r-r).
)
Mit Hilfe der Feldoperatoren kdnnen wir auch weitere Operatoren ausdriicken. Zum Beispiel ist
der Operator fur die lokale Teilchendichte

p(r) = y*(r) w(r) bzw. bei Berlicksichtigung des Spins p4(r) = \y:;(r) vs(r).

Zur Begrundung zeigen wir, dass der Erwartungswert dieses Operators im Fock-Raum mit dem
Erwartungswert in der (blichen Darstellung (1. Quantisierung) tbereinstimmt: Ublicherweise
wirden wir den Teilchendichteoperator eines N-Teilchensystems wie folgt schreiben:
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p(r)= Y 8(r-r)

Wir bestimmen seinen Erwartungswert in einem Zustand q)xl,xz,...,xN(rl’rZ""rN) , bei dem N

Fermionen die Zustande Aq, Ay, ..., AN besetzen. Wegen der Ununterscheidbarkeit der Teilchen
ist @ eine Slater-Determinante aufgebaut aus den ¢, (r;). Es gilt
]

<@|p(r) |®> = j d®r...d%n CI)Il,xZ,...,xN(sz'---’rN) [Y 8(r-r)] Dy g (TLT2TN)
|

2

=3 1o, O

i=1

Andererseits gilt p(r) = y*(r) y(r) = Z C{ Cy (p;(r) ¢,.(r). Um die Aquivalenz zu zeigen,
Wy

berechnen wir den Erwartungswert von c{ c,, fur einen Zustand im Fock-Raum [n, =1,n, =1,
1 2

nszl, 0, 0,... >, bei dem die Zustande Aq, Ay, ..., Ay besetzt sind und alle anderen leer.

(Wir haben die Zusténde 0.B.d.A. so angeordnet.)

- - - + — - -
% <m =1n =1 ..m =1,0,0,..[cy ¢y [y =Lmy =1, ..y =1,0,0,...>

2

0 Mo = Y o (r) = o,

besetzte Zustande i=1

Offensichtlich tragt in der Doppelsumme nur A = A" bei, und wir erhalten dasselbe Ergebnis wie
Zuvor.

Analog konnen wir jeden Einteilchenoperator, den wir von der (blichen Quantenmechanik her
kennen (1. Quantisierung), durch einen entsprechenden Operator in 2. Quantisierung schreiben:

o(l)-Z 0¥m.p)— 0P= [d’ry*(r) 0O (rp) win) ‘Zo(xl)x Gl
i=1

mit (k)x = [r 0,00 0Pp) 0,.) = (10D ])

Ein Beispiel bietet die kinetische Energie. Durch Feldoperatoren ausgedriickt bzw. in der Basis
der ebenen Wellen-Zustande und Spinoren ist sie

b’
2— =—Zfd3rwc(r)—V2w ) _sz 06 Cpo
po

T:

|| MZ
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Storstellen im Gitter filhren zu einem extra Potenzial VIMP(r) fiir die Elektronen. Der entspre-
chende Beitrag zum Hamilton-Operator lautet

. — 3 + imp .
Hetimp = 2 [a'r v () VITP() (1) X \yimp

I

I
i +

=S Vvi® ¢ ¢, :

p-p “poc "p.o ! 1

p,p',G p ’G ‘>I p’G —
wobei qump = éjdsr VIMP(r) eld" die Fourier-Transformierte des Storstellenpotenzials ist.

(Hier und im Folgenden definieren wir die Fourier-Transformation so, dass die Dimension, hier
Energie, erhalten bleibt. Dies ist aber in der Literatur nicht einheitlich so. Tatséchlich wird dort
haufig, um dem Problem elegant aus dem Weg zu gehen, das Volumen Q=1 gesetzt, und erst in
Endergebnissen wieder Q eingesetzt.)

l. A. wird Hgl.jmp storungstheoretisch behandelt und fuhrt zu Ubergangen zwischen den

ungestorten Zustanden p und p'.

Die 2. Quantisierung erlaubt es auch Mehrteilchenoperatoren bequem darzustellen. Z.B. ist die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung beschrieben durch den Hamilton-Operator

Horer = > V(- = Z [dr[a v ¥ler) [o() p(r) - p(r) 3]

i#]

wobei p(r) =2 ps(r) die totale Elektronendichte ist. Mit den Feldoperatoren ausgedriickt wird
(o}

Hotel = 23 [or [d V=) w2 witr) w(r) v (0

1 el-el +
> Z 'Vq Cpai0 Cpqo Cpio Cpoo
ppQ,c0

Die Ordnung der Erzeuger und Vernichter wie

angeschrieben ist zu beachten. Die Vertauschung p,c
dieser Operatoren hat auch den Term p(r) d(r-r")

in dem oben angegebenen Hamilton-Operator

weggehoben. Die Wirkung der Erzeuger und

Vernichter ist in dem Diagramm rechts dargestellt. p+q,c
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l-el ., .. . . . .
VZ ® ist die Fourier-Transformierte der Elektron-Elektron-Wechselwirkung. In Thomas-Fermi-

Né&herung (s.u.) gilt fir die abgeschirmte Elektron-Elektron-Wechselwirkung
2,2
VZl-el _ i 421te ?; .
Qqg°+07¢

(g hat die Dimension eines Impulses, daher der Faktor hz.) Die Wechselwirkung Hg|.¢| wird

haufig in Stérungstheorie bertcksichtigt.
Die allgemeine Ubersetzungsregel fiir 2-Teilchenoperatoren lautet

N
0 = oWripirp) = X [a[dr wim v Hr) 0P mpirip) wdr) vy

1#] o,

(2)
> 0 c.c C, Cs
afByd

mit 0% = (ap|0?|3

afdy

5)= [dr[d o (1) op(r) O pirp) o5 0,(r).

Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Ausgangspunkt ist die lonen-Elektron-Wechselwirkung,

die durch die Gitterschwingungen beeinflusst wird, >" V(R;-r)= Y V(R +Q, (Ry)-r,). In
T Ry

einer Entwicklung in der Phononenamplitude finden wir fir den Term erster Ordnung

Hetpn = &' 3 p(1) Qu(Ro) VR VR,

Nach Einsetzen der Feldoperatoren sowie des oben
gegebenen Ausdrucks fur die Auslenkung und nach >
Ubergang in die Fourier-Darstellung erhalten wir daraus gd'ph

q.A

_ el-ph
Hel-ph— Z g Cg+qc p,o (aqx+a —q.x )
pg,cA

Die hier auftretende Elektron-Phonon-Kopplungskonstante ist

el—ph _ nN
/ “gqy V(Q) .
gq N h M (Dq’x q q,}\, (q)
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Auch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung héngt von der abgeschirmten Coulomb-

2,2
Wechselwirkung V(q) = é % ab. Die Starke der Wechselwirkung kann so abgeschatzt
q

+07E
el-ph

werden. Oft wird allerdings Ygr

als Fitparameter genutzt.

6.11 Stolraten

Oft genligt es im Festkdrper, die Wechselwirkungen stérungstheoretisch zu behandeln. Sie flhren
dazu, dass Elektronen mit einer gewissen Rate aus einem gegebenen Zustand gestreut werden.
Die Rate kann mit der goldenen Regel berechnet werden.

Als Beispiel betrachten wir hier den Effekt der P,o; pzc
Elektron-Elektron-Wechselwirkung velel /
1 el-el S
Heel =5 2 Vg Cpigo Cpgo Cpa Opo . _\\
pp'g.c0 Pio; P,0,

Zunachst bestimmen wir die Rate flr die Streuung aus einem gewissen (besetzten) Einteilchen-
zustand pyoq mit Energie g1 in den Endzustand p;'cq mit Energie €', wobei gleichzeitig ein

anderes Elektron von p,c, mit Energie €5 in den Endzustand p,'c, mit Energie &,' gestreut wird.
Naturlich muss dazu der Zustand p,c, besetzt sein, und die beiden Endzustdnde wegen des Pauli

Prinzips unbesetzt. Da die Coulomb-Wechselwirkung nicht vom Spin abhéngt, andert sich der
Spin der Teilchen nicht. Die goldene Regel liefert die Rate fiir diesen Ubergang
fa— 27[ ] 1 2 1 1
Wo o pro, = — |{P1'01, P2'0al Helel IP151, P202) |° 8(e1 + 82— €1~ £2)
1°1_ M9 p
P20, P30,

wobei das Matrixelement zwischen Anfangs- und Endzustand das Folgende bedeutet und liefert

(n. =1,n. =1n

=0, n =0, ...|Hgje;ln . =0,n . =0,n =1,n =1, ...
P151 Pyo, P16 p,o, | el eI| pio, y

P20, P10 P20,
1 el-el N

=5 Z '<...|Vq Cpigio Cpquo' Cpiar Cpoo | o)
ppQ,co

el-el el-el
P1-P1 ~ 80162 sz"pl ] 8101'+|02',F)1+I02 '
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Die Impulserhaltung, die schon im Hamilton-Operator expliz?.t ist, spiegelt sich im Matrixelement
wieder. Die beiden Beitrage ergeben sich aus der folgenden Uberlegung: Wir wahlen z.B. p =p,
und p'=p,(die Alternative p=p, und p'=p, liefert im Endergebnis einen Faktor 2). Dann
muss bei verschiedenen Spins, o, # G,, fir die Impulse p+q=p;" und p’~q=p,’ gelten, d.h.
p1 + p2=p1 + p2’ und q = p1'- pz1. Bei gleichen Spins, o, =o,, kann zusétzlich p+q =p,’ und
p’'—q = p1 gelten, d.h. wieder p1 + pp = p1’ + p2’ aber diesmal q = po’— p;. Die veranderte
Reihenfolge der Operatoren fuhrt zu einem Vorzeichenwechsel.

Die Lebensdauer eines Elektrons im Zustand p;o7 ist bestimmt durch die Rate, dass das Elektron
aus dem Zustand pjocq in irgend einen anderen Zustand p;'cq gestreut wird, und auch der

Anfangs- und Endzustand des Streupartners ist beliebig. Wir summieren daher tber all diese

Zustande, haben aber zu beriicksichtigen, dass diese entsprechend der Fermi-Statistik besetzt
waren bzw. als Endzustand zur Verfugung stehen. Die gesuchte Rate ist daher

= 2 Woo pyo, f62) 1= fler)lL - ()]

PL'P2P2%  py, P20,

_2n el-el elel 2
T z |Vp1'—p1 _80102 szl—p1| 8p1'+p2',p1+p2
P1:P2P2:0,

x f(ep) [1 —f(e1)I[1 — f(ex)] 8(e1 + €2 — 81" — &7) .

_ _ _ dQ, _ _
Zur weiteren Auswertung schreiben wir Z: Ids D(e) j4— , wobei D(g) die
p T

energieabhangige Zustandsdichte der Elektronen ist. Die wichtigste Energie- und Temperaturab-
héngigkeit kommt von den Fermi-Funktionen. Daher kénnen wir zur Vereinfachung das Matrix-
element und die Winkelintegrationen durch Konstanten ersetzen. Auch liegen typische Energien
nahe der Fermi-Energie (d.h. D(e) = D(eg)). Die Streurate eines Elektrons mit Energie ¢ ist also

‘Eglz const J‘dg'1 jdg'z f(eg+ep—e) [1 - f(eg)][1 - f(e2)] -

Bei tiefen Temperaturen liefert dies rgl (T =0)= % const (¢ — gg)2 , wahrend fir Elektronen an

der Fermi-Kante € = e gilt rgFl(T) = 1 const (kT)2. Zusammenfassend gilt also

rgl (T)=% const [(c - 8,:)2 + (kT)?] .
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6.12 Abschirmung der Coulomb-Wechselwirkung in Festkdrpern

Die nackte Coulomb-Wechselwirkung ist langreichweitig, aber Abschirmungseffekte machen die
Wechselwirkung effektiv kurzreichweitig. Als Beispiel betrachten wir nahezu freie Elektronen,
und wir nehmen an, dass die lonenladungen homogen verschmiert sind (Jellium-Modell). Im
Mittel ist die Ladungsdichte gleich Null.

Thomas-Fermi-Theorie der Abschirmung
Wir bringen nun eine Testladung in das System p,(r) =q3d(r). Im Vakuum erzeugt dies ein
Potenzial ¢(r) = g/|r|. Im Festkdrper fuhrt die Coulomb-Wechselwirkung aber zur AbstofRung

anderer Elektronen, sodass ein positiver Hintergrund der homogen verschmierten lonen in der
Nachbarschaft der Testladung Gberwiegt. Dies bewirkt die Abschirmung.

Angenommen ¢(r) &ndert sich langsam, und dass die Elektronen lokal im Gleichgewicht mit dem
lokalen elektrochemischen Potenzial p—e ¢(r) sind. Dann ist

1
ep-he(OTKT

(Npo(N) = fleps —ed(r)) =

ol
Dies bedeutet eine Anderung der lokalen Elektronendichte

5p(r) = (&) dn(r) = ‘Ee 3 (Snpe(r) ) :‘ae 3 [feps - e0(r) — f (6po)]

p.c p,c
= (-e) Ids 2 D(e) [f(e - e(r)) — T ()] = (-€) 2D(eF) ed(r) .

Die letzte Form gilt fur Metalle, wo wir nur die Zustandsdichte (pro Spinkomponente) an der
Fermi-Kante D(eg) brauchen.

Die so erzeugte Ladungsénderung bewirkt gemaR der Poisson-Gleichung wiederum eine
Anderung des Potenzials. Wir miissen also eine selbstkonsistente Losung finden fir

V2¢(r) = —4n p(r) =-4nq 3(r) + 4me 2D(gg) ed(r)

= (V2-1/05 ) o(r) = - 4nq () .

1
Hier haben wir die Thomas-Fermi-Abschirmlange A+ = ———— eingefihrt. Fir Metalle
9 MFZ [ore?Dien) T
ist Arp typisch von derselben GréRenordnung wie die atomaren Abstande. Die Ldsung der

Poisson-Gleichung im Fourier-Raum lautet
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1 47 q

K= =1,

9= 5 k% +1/205

Nach Rucktransformation finden wir das abgeschirmte Coulomb-Potenzial (Yukawa-Potenzial)

o(r) = ie_|r|/7‘«TF .
|r|

Fur die Abschirmung in Halbleitern gilt eine ahnliche Relation. Dort ist die Elektronendichte ge-
ring, und die Maxwell-Boltzmann-Statistik kann verwendet werden.

— o= |qT|e—|f|/7® mit  Ap= \/%'

Die Abschirmldange wird nun Debye-L&nge genannt. Sie hdngt nicht von der Fermi-Energie
sondern von der Temperatur ab. (n) ist die Temperatur-abhdngige Elektronendichte.

6.13 Quasiteilchen

Obwohl die unabgeschirmte langreichweitige Coulomb-Wechselwirkung zwischen den Teilchen
eines Festkorpers i.A. nicht storungstheoretisch zu behandeln ist, gentigt doch oft eine effektive
Beschreibung mit nahezu unabhdngigen Quasiteilchen. Dafiir gibt es folgende Griunde:

1) Zwar haben die Elektronen im periodischen Potenzial der lonen oft ein komplizierte
Bandstruktur epsn. In Halbleitern sind wir aber hauptsachlich an Zustanden an der Bandkante

eines Bandes n interessiert. (Wir schreiben daher den Bandindex nicht mehr.) Zwei wichtige

Falle sind:
2

— An der unteren Bandkante gilt epg = &¢ + 2p , dabei weicht die effektive Elektronenmasse
me
i.a. von der freien Elektronenmasse ab, mg ;% m.
2
— An der oberen Bandkante gilt eps = &y — Zp— wobei die effektive Lochermasse i.a. von
m
h

der freien Elektronenmasse abweicht, my ;%2 m.

Beim entarteten Fermi-Gas interessieren uns die Zustande in der Néhe der Fermi-Energie.
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L . . . APy
Der Fermi-See ist i. A. nicht mehr eine Kugel. Ein
Beispiel ist hier dargestellt. Das Volumen des Fermi-
Sees, QF, hangt mit der Dichte zusammen

2 -

= 3 QF .
(2nh) Px

In der N&he der Fermi-Kante ist die Energie einfach

charakterisiert durch die Fermi-Geschwindigkeit
€po = &F + VE:(P — PF)

und die Zustandsdichte (pro Spin) D(eg).

2) Die Wechselwirkungen sind abgeschwacht durch Abschirmungseffekte (s.0.).

3) Die StoRprozesse sind eingeschrankt durch die Energieerhaltung und das Pauli Prinzip. Die

goldene Regel liefert die Streurate fir den Ubergang eines Quasiteilchens von einem
herausgegriffenen Zustand pj;o; nach irgendeinem Zustand p;'c; wahrend ein anderes

Quasiteilchen von irgendeinem Zustand p,c, nach p,'c, gestreut wird

- 2 1 1 1 L} 1 1
T o, % Y [ pa' P2l Helel IP1 P2) 2 8(eq + &2 — &1 — &) fe2) [1-(eq )I[1-F(e2)]
P2.P1'P2',0;

Wegen des Pauli Prinzips liegen bei T ~ 0 die Energien aller Zustinde ¢4, €, €1, €' nahe e.

Dies schrankt die moglichen Streuprozesse stark ein. Als Ergebnis (s.0.) ist die Rate fir die
Streuung eines Elektrons mit Energie € nahe der Fermi-Kante mit anderen Elektronen klein,

o' (T) o (6 —gp)? + (KT)2.

Ahnliches gilt fiir die Streuung an Phononen, wofiir t;" (T) «c (e — gg)3 + (KT)3.

4) Bei hoher Elektronendichte n ist die mittlere Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen
schwach gegen die kinetische Energie. Beide hédngen ab von der Dichte

2
2;\ ~ a2 nl/3 h 2\ 2/3
e“/ry =e4n ., & =—(3nn )
< > F 2m( )

D.h. die Wechselwirkungsenergie ist kleiner als g, wenn der mittlere Elektronenabstand rg klein
2

ist gegen den Bohr'schen Radius ag= = 0,529..A . Genauer gesagt, wenn

e2



131

3/3 3n 3
's=\|2m < 2 N2 2.
5) Es besteht eine 1:1 Beziehung zwischen den angeregten Zustdnden des wechselwirkenden
Systems und den angeregten Zustanden des wechselwirkungsfreien. (Wir kénnen uns vorstellen,
dass die Wechselwirkung langsam eingeschaltet wird, d.h. alle Zustdnde entwickeln sich kon-
tinuierlich.). Dies hat die folgenden Konsequenzen:

— die Quasiteilchen sind Fermionen
— weiterhin sind die Einteilchenzustande beschrieben durch Bloch-Zustédnde mit p,c.

— Die durch die Besetzungszahlen [{nys}) ; nps = 0, 1 charakterisierten Zustande stellen eine
Basis der Vielteilchenzustande dar. Auch die Energie hangt davon ab E = E({nps}).

1 fur p e Fermi-See

— Im Grundzustand gilt n® =
: b {O sonst

Angeregte Zustande sind Teilchen- oder Lochartig vp,=n,;—n

o _ |1 "Elektron"
po '

Pe = 1-1 "Loch"

Die oben gegebenen Argumente sind die Grundlage der Landau‘schen Theorie der Fermi-
Flussigkeiten (siehe Festkorper-Theorie).



