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3. Stochastische Prozesse
3.1 Elementare Begriffe und Eigenschaften

Definition: Wir betrachten eine stochastische, zeitabhangige kontinuierliche [oder diskrete] Va-
riable X(t) mit Werten {x} [bzw. {X1, X5, ...}] und definieren

* eine Wahrscheinlichkeitsdichte [bzw. Wahrscheinlichkeit]

p(xp,t1) = p1 (X,t1) = < 3(X(ty) — x1) > [< Sx(t)x,>]
p1 (Xq,t7) dxq ist die Wahrscheinlichkeit, dass X(t) zur
Zeit t; Werte im Intervall Xq < X(t7) <xp+ dxq annimmt.

¢ gemeinsame Wahrscheinlichkeitsdichte

p2 (X1.t1; X2.tp) = < B(X(ty) — x1) 3(X(tp) — %2) > [<8x(t,)x, IX(ty) %, >]

Pn (Xl’tl; . Xn'tn) =< 8(x(tl) - Xl) 8(X(tn) - Xn) > [<8X('[1),x1 8X(tn),xn >]

* bedingte Wahrscheinlichkeitsdichte

_ pa(X.ty; Xo.p)

X1t1[Xoto) = < 8(X(tp) — Xp) > =
P11 (Xaty[Xatp) (X(t2) = x2) |X(t1)=X1 p1(Xyty)

Pin (XLt X123 word Xt | Xt -3 Xierniticen)

= < 8(X(tr1) = Xier1) -+ S(X(ticen) = Xiean) > | X(t1)=Xq, X(to)=x X(t)=x
V=X A)=X, -y A=K

_ Pk+n (X1,t15 o) Xiernitin)
0k (Xt Xpoty)

* Analog gilt fiir mehrere stochastische Variablen X1, X(2), .

p1 (x1), 1@, oxy ™, 1) = <3(XWD(ty) - x; D) ... (XM(ty) — %, ™M) >

Eigenschaften

Positivitat Pn (X1tgs wos Xpotn) =0
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Norm Idx1 p1 (Xt =1

Reduktion jdxn on (X1,t15 oo Xnotn) = Pneg (X,tg; s Xpe1,tn—1)
Also gilt [dx, py (xtalxaty) =1

und [dx; p1 (xa.ty) papp (Xastalxat) = p1 (Xaito)

Bei gleichen Zeiten  py)q (X1,tafXo,t1) = 8 (X1— %)

Zeitabhdngige Momente beschreiben Korrelationen zu verschiedenen Zeiten

<X(t) ... X(ty)> = jdxl ...J-dxn X1 - Xp Pn Xt o Xpotp) -

Stationare Prozesse

Fur stationare Prozesse gilt:  py, (X1,t1; - Xptn) = pp (XLt 15 o) Xt 1)

= p1(Xpty) =p1 (X9)
P2 (X1,11; X,t9) = p2 (X1,11-tp; X2, 0) .

Klassifizierung von Prozessen: t; <th<..<t,

a) rein zufalliger Prozess  (Beispiel: weilRes Rauschen, kein Gedachtnis)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir einen Wert x,, zur Zeit t,, hangt nicht von den Werten zu

friheren Zeiten ab
o1t (X1t15 - Xne,tnca Xnitn) = P12 (nstn)

< pp Xyt Xputn) = p1 (X1,tp) p1 (Xout) oo p1 Xputp)

b) Markov-Prozess (kurzes Gedéchtnis: ein Schritt lang)

Die bedingte Wahrscheinlichkeit flr x,, zur Zeit t, h&ngt nur von x,,_; zur Zeit t,_; ab, aber nicht

von friheren Werten
P11 (X1,t15 - XpoptnoalXnitn) = p1p (Knoptn-alXnitn) -

In diesem Fall hangt pyjp (X1,t[Xo,tp) mit der Ubergangswahrscheinlichkeit zusammen (s.u.)
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Einerseits gilt nun

p3 (X.t1s Xoutps X3,t3) = palXy,tys Xp.tp) pot (X1,t1iXo,tolX3,ts)
= p1 (Xp.ty) pap (Xa.talX2,t2) pajr (Xo,tolX3,t3)
[dx, ... = po (xa.tys Xa.ts) = p1 (xa.ta) [, pag (X tala.to) papg (XartalXaits) -
Andererseits gilt  py (xq,t1; X3,t3) = p1 (X1,t1) P (Xq,talX3.t3) -
Der Vergleich liefert die Chapman-Kolmogorov-Gleichung
p1p1 (Xq.talxa.ts) = _[dxz P11 (X1.t1xa.t2) p1p (X2 talxa ts) -

Die bedingte Wahrscheinlichkeit fiir einen Ubergang zwischen x; zur Zeit t; und x5 zur Zeit t3
kann zerlegt werden in einen Ubergang zwischen x; und allen méglichen x,, gefolgt von einem
Ubergang zwischen X, und Xs.

c) allgemeine Prozesse (langeres Gedachtnis)

Hier kdnnen wir nichts weiter sagen, ohne den Prozess weiter zu spezifizieren.

3.2 Die master-Gleichung

Markov-Prozesse (kurzes Gedachtnis) sind durch py(x,t) = p(x,t) und py(X,t | X',t') charakteri-
siert. Wir betrachten daher

Q p(x t) — lim p(x,t + At) B p(X,t)
o At—0 At

. 1
= [dx, poxt) lim = [y (gt t+AY = pypy (x.t]x.0)]
At — 0 At

Die zweite Zeile haben wir mit p(x,t+At) = J.dx1 p(Xy,t) pypp (gt | X,t+At) umgeschrieben. Als
nachstes entwickeln wir pyj1(xy,t [ x,t+At) in At. Diese Entwicklung muss aber sicherstellen, dass

die Norm erhalten bleibt, Idx P11 (Xt Xt + 1) =1. Dies ist garantiert, wenn wir schreiben

pryt (Xet] Xt + A = 8(xq —x) [1- At [dx, Wi (x1, %) | + At W (x4, ).

Der so eingefiihrte Entwicklungskoeffizient W; (x4, X,) hat die Bedeutung einer Ubergangsrate
(Ubergangswahrscheinlichkeit pro Zeiteinheit) von x4 nach x». Einsetzen liefert
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%p(x,t) = [dx, p(xp.t) [Witxg, X) = [dx, Wilxq, xp) 8(x¢ —x)]

Damit wird

%p(x,t): [ [p0e,) Wi ) = plx,) Wyx,x)] -

Die Gleichung, die die Zeitentwicklung der Wahrscheinlichkeit aufgrund der Ubergange be-
schreibt, wird als master Gleichung bezeichnet. Die oben gegebene Form bezieht sich auf konti-
nuierlich variierende, stochastische Variablen. Fur diskrete Variablen gilt analog

o060 = 2 [p6:0 Witk %) - plxd) Witki )]
J

1. Beispiel: Hipfen auf einem Gitter

Wir betrachten ein Teilchen, das in einem 1-dim. Gitter (Gitterplatze j= 0, 1, £2,...) mit den
Raten I'y bzw. I'y nach links bzw. rechts hiipfen kann, d.h. Wi(j, J°) = T’y §j j-1 + I't §j j+1. Anfangs

sei das Teilchen am Ursprung, p(j,0) = j,0. Gesucht ist die Wahrscheinlichkeit p(j,t), es zur Zeit t
am Ort j zu finden, sowie die verschiedenen Momente. Die zugehdrige master-Gleichung lautet

%p(j,t) =T p(i=18) + T p(+1.8) - (T + 1) pGit) -

Zur Losung der Gleichung hilft es, die charakteristische Funktion ®d(k,t) = sz(j,t)e”‘j Zu be-
stimmen. Fur sie gilt %CD(k,t) = [Ty (e“‘— 1) + T (e_”‘—l)] d(k,t) mit der Anfangsbedingung

®(k,0) = 1. Die Losung lautet d(kt) = exp{[T; (e'*- 1) + Ty (e7'¥~1)] t}. Durch Ableiten erhal-
ten wir
. 1 d"

G">= Fo k| also zB. <i9>=(-T)t und <> —<jpP = (M + Tt

Tc - -
Die Wahrscheinlichkeitsverteilung ist p(jt) = jg—ke"kl d(k,t). (Die Beschrankung des k-
T

-
Integrationsbereichs ergibt sich, weil wir eine Fourier-Reihe betrachten.) Zur einfacheren Aus-
wertung betrachten wir den Sonderfall 'y = I'; = I'. Dann gilt d(k,t) = exp[2 T" t (cos k -1)].

Fur lange Zeiten, I't > 1, konnen wir entwickeln ®(k,t) = exp(-I"t k2) und erhalten fur p(j,t)
eine Gaul3-Verteilung
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0 2
: dk rike-ikj— _ 1 J
H=[Ze j= = _exp| -
PUY L 2n Jarre P T art
Fur kurze Zeiten, I' t <« 1, gilt dagegen das plausible Ergebnis

U .-
pit) = j% [1+ 2Tt (cosk-1)] ekl = (1-2T 1)3j 0+ Tt 8jq1 + 't -1

-t

2. Beispiel: Geburt und Tod

Wir betrachten eine Population von n Bakterien zur Zeit t mit Sterberate (pro Bakterium) p und
Geburtsrate A. Dann entwickelt sich die Wahrscheinlichkeit, zur Zeit t gerade n Bakterien zu fin-
den, entsprechend

%p(n,t) =Mn=1) p(n-1,5) + p(n+1) p(n+1,t) — (An + pun) p(n,f) .

Die Losung (wieder uber die charakteristische Funktion) findet man in dem Buch von Reichl
(Kap. 6.F):  <n(t)> = n(t=0)-e-t,

3. Beispiel: Atome im klassischen Strahlungsfeld

Wir betrachten ein Ensemble wechselwirkungsfreier Atome Hg|n> = E|n>, mit Eigenzustanden
[n> und Energieniveaus E,,. Wir bezeichnen mit p(n,t) die Wahrscheinlichkeit, ein Atom zur Zeit

im Zustand |n> zu finden. Wir betrachten zunachst Ubergéange, die durch ein extern angelegtes,
klassisches Feld induziert werden (eine oder viele Frequenzen)

=  H=Hg+H;, H; =2V, cos(wt) oder Hy =2 jdw V(o) cos(wmt) .

Die Stérung Hy fuhrt zu Ubergéngen zwischen den Zustanden n und n'. Aus der Goldenen Regel

(zeitabh&ngige Storungstheorie) folgt die Emissions- bzw. Absorptionsrate

Wi o = % [<] V() In>[2 8(En — En £ 100)

Damit lautet die Mastergleichung fiir die Wahrscheinlichkeit, ein Atom im Zustand n zu finden,

& p00=3 [o01) Wiiisn - p(n) Wie]
:
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3.3 Detailliertes Gleichgewicht

Im Gleichgewicht gilt % p®A(n,t) = 0, was erfullt ist, wenn Wp_p, p®4(n") = Wy p®4(n). Fiir

Systeme, die durch eine Energie charakterisiert sind, gilt weiterhin p®d(n) oc exp[-E(n)/KT] (s.
spiter). Daraus folgt die Bedingung des detaillierten Gleichgewichts: das Verhaltnis der Uber-
gangsraten ist durch den Energieunterschied zwischen Anfangs- und Endzustand festgelegt

Wy _ exp[_ E(n)k—TE(n')} |

n—n'

Atom und Strahlungsfeld im thermischen Gleichgewicht

Fur ein Atom im angelegten klassischen Feld (siehe voriges Kapitel), also nicht im Gleichge-
wicht, gilt die Relation des detaillierten Gleichgewichts nicht. Sie muss aber gelten, wenn Atom
und Strahlungsfeld im thermischen Gleichgewicht sind. Dies kdnnen wir explizit zeigen. Dazu
miissen wir aber den Quantencharakter des Strahlungsfeldes und die Ubergange darin explizit
beruicksichtigen. Der ungestdrte Hamilton-Operator ist daher

Ho = Hatom + Hem  Mit  HagomIn>=Egln> und Heyy = D 7o (a) a, + %).
(0]

Der Hamilton-Operator des Strahlungsfelds, Hepy, Wird ausgedruckt durch Erzeuger und Vernich-
ter, a; und a, der o-Moden (Photonen) des elektromagnetischen Felds. Die Eigenzustande sind
charakterisiert durch die Besetzungszahlen N, =0,1,2 ... der verschiedenen o-Moden. Die Ei-
genzustande von Hy sind daher charakterisiert durch die Quantenzahl des Atoms n und die Beset-
zungszahlen [n,{N,}>. Fur die Kopplung von Atom und Strahlungsfeld genligt es hier anzuneh-

men, dass

o ¢

Hi=) Baj +B"a
(O]

Die Operatoren B, B* beschreiben die Kopplung des Feldes an das Atom und erzeugen Ubergén-
ge zwischen den Atomzustdnden — mehr brauchen wir im Moment nicht zu wissen. Wichtig ist,
dass die Ubergange gleichzeitig im Atom und im Strahlungsfeld stattfinden. D.h. Anfangs- und
Endzustande sind [i> = |n;, {N};> und |f> = |ng, {N}¢> . Die Matrixelemente in der Goldenen

Regel sind nun

_ (n.|BIn.Y{(N,|a’|N.) fiir Emission eines Photons
<fHqli> = B (NgleolN;
<nf|B+|ni><Nf|am|Ni> fiir Absorption
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Wegen der Energieerhaltung brauchen wir nur die Besetzungszahlen N, des elektromagnetischen
Feldes bei der relevanten Frequenz mit + 2o = En, — Ep, betrachten (und schreiben daher den
Index o nicht mehr aus). In die Ubergangsraten fiir die Emission bzw. Absorption gehen also die
verschiedenen Ausdriicke |<Nf lag, |Ni>|2 bzw. |<Nf|aw |Ni>|2 ein. Dagegen sind die Betrége der

. + . .
Matrixelemente der Atomoperatoren B, B sind gleich.

Wenn wir uns nur fur die Zustande des Atoms interessieren, konnen wir nun die Information Uber

das Strahlungsfeld eliminieren. Dies geschieht in zwei Schritten: 1.) Wir summieren (ber alle
moglichen Endzustdnde N¢ des Strahlungsfeldes (wovon ohnehin nur der passende mit einem

Photon mehr oder weniger beitrégt) und erhalten
Z|<Nf|a; |Ni>|2 = Z<Ni|am |Nf><Nf|aj0 IN) = (Ni|awa:;|Ni> =1+N; fur Emission
Nf Nf

2_ + _ + _ . .
%:|<Nf|aw INDI = %(N”aw INE XN (2, [N ) =(Nilaga, N = N, fur Absorption.

D.h. die Absorptionsrate ist proportional zu Nj, die Emissionsrate proportional zu 1+ N;. Letztere
erfolgt aufgrund der spontanen (oc 1) oder stimulierten Emission (oc N;).

2.) Wenn wir das System im thermischen Gleichgewicht betrachten, ersetzen wir N; durch den
thermischen Erwartungswert N; — N(w), d.h. durch die Bose-Funktion (siehe spater)

N(w) = [exp(h o/kT) - 1]

Im thermischen Gleichgewicht erfiillt das Verhaltnis der so berechneten Ubergangsraten also
Wi _n/Wh sy = N(o)/[1 + N(w)]. Nach Einsetzen der Bose-Funktion finden wir, dass detail-

liertes Gleichgewicht gilt

Wh_n/Wh_n = exp(-7 o/KT) , mit 7o =E,-E,.

Im Gegensatz dazu sind bei einem klassischen Feld die Absorptions- und Emissionsraten gleich
Wh_n = Wp_s. Dies hat zur Folge, dass mehr und mehr Energie in das System der Atome ge-

pumpt wird. Es gibt also keinen stationdren Zustand. Um dies zu zeigen, kénnen wir den einfa-
chen Sonderfall W,,_,, = const annehmen. Dann ist der betrachtete Prozess dquivalent zum
"Hipfen auf dem Gitter" allerdings mit der Nebenbedingung n > 0. Es ist leicht zu zeigen, dass in
diesem Fall die mittlere Energie < E(t) > = Zn E,, p(n,t) mit der Zeit standig zunimmt. Dies kann

in getriebenen Systemen (fur nicht zu lange Zeiten) physikalisch korrekt sein z.B. beim Pumpen
mit einem Laser. Das klassische Feld ist dem oben beschriebenen Fall als Grenzfall enthalten,
wenn wir annehmen, dass das Bose-System eine unendlich hohe Temperatur T— o0 hat.
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3.4 Die Fokker-Planck-Gleichung

Wir betrachten nun eine kontinuierliche stochastische Variable X, die sich nur in kleinen Schrit-

ten andert. Dies erlaubt es, eine Differentialgleichung in x zu formulieren. Die Ubergangsrate
W;(x',x) und Wahrscheinlichkeitsverteilung p(x',t) werden nach x'-x entwickelt. Wir scheiben um

WX X) = Wy(X3E) , &= x=x’
S P W) = OB Wy (x5 D)
Einsetzten in die master-Gleichung liefert
£ P0c) = e pix-E.) Wy (- &) - [d& plxt) W (6 -8)

Im 2. Term kdnnen wir wegen jd& Wi (x;-€) = jd& W; (x;&) ein Vorzeichen andern. Danach

entwickeln wir die Differenz der beiden Terme in & mit dem Ergebnis

0 _ 0 _ 1 , 02 _

a0 PO = = g E50 [P0 Wi ()] + ~fdg &2 75 [p() Wy (06&)] +
Wir vernachléssigen hohere Terme und definieren die Momente der Ubergangsrate

aM(x,t) = Id& ENW; (€)= lim 3 jd& &N pypp (Gt | x+E,t+ At)
At — 0 At

= lim <X+ Ay - X@]" >
At — 0 At

X(t) =x

Dann erhalten wir die Fokker-Planck-Gleichung (oder auch Smoluchowskii-Gleichung).
0 0 1 2

= 5 pxH=-7 [aM(x.t) p(x.1)] t9 o2 [a@(x,0)px,1)] .

Wir konnen sie verallgemeinern auf mehr Dimensionen und mehr Komponenten (Xq, X3, ... X),

z.B. 3-dimensionale Probleme (x, y, z) oder Ort und Geschwindigkeit (X, v)

2
S o030 =Y = [o4® () p30] +3 T [0 (D) p(030]
i ij )

Die Momente bezeichnet man als Driftvektor,

(1) - im Lex _x.
oM ({x31) At“r_n)()At<Xl(t+At) Xi(t) > {Xk(t)ZXk}’
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und Diffusionsmatrix,

1 1 . 1
= 0:d == — . —X; : — X
2 @i () 2 m < DXt A9 = Xi®] [Xjt+ A0 - XG0] > X, () =x, )

Wir definieren eine Wahrscheinlichkeitsflussdichte

3 (000 = D@80 P00 -3 T @00 p0]
J

Dann nimmt die Fokker-Planck-Gleichung die Form einer Kontinuitatsgleichung fir die Wahr-
scheinlichkeit an,

p+Z—J =0.

Zur Formulierung der Fokker-Planck-Gleichung missen wir die Momente bestimmen. Dies wird
im folgenden einfachen Beispiel illustriert. Weitere Beispiele ergeben sich aus den Langevin-
Gleichungen, die im folgenden Paragraphen vorgestellt werden.

Beispiel: Random Walk in einem externem Feld

[ T T T N M N A M M
| I S T T I T O N D N

|
1
a X=ma

Pro Zeiteinheit At sei die Wahrscheinlichkeit flr einen Schritt nach rechts g, und fiir einen Schritt
nach links 1-q. Dann definieren die Momente

all) = i <X(t+At) = X(t)>

K ox = [9TH00 (D= @aD) =
2 2
3 0@ =5 <X (+AL) - XOP> = o [0l +(1-q) 1] = ;‘E =D

X(t) =

eine mittlere Driftgeschwindigkeit v und Diffusionskonstante D. Damit gilt

0 _ 8 02
a p(x!t) == 8 p(X t) +D- 5 Ox 2 p(x!t) .

Die Fokker-Planck-Gleichung reduziert sich hier auf eine Diffusionsgleichung. Deren Ldsung

l&sst sich nach Fourier-Transformation p(x,t) = J'(;—k p(k,t) elkx einfach finden. Es gilt
T

% p(k,t) = — (ikV + DK?) p(kt) = p(k,t) = A exp[—(Dk2+ik V) t]
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2
__1 (x—=Vt)
= PO =TT ex'{_4—ot]'

Die Konstante A ist durch die Normierung (J'dx p=1) und Anfangsbedingung (x(0) = 0) be-

stimmt. Die Momente von p(x,t) erfiillen <x(t)> = V t und <x(t)%> - <x()>2=2D'.

3.5 Die Langevin-Gleichung
Eine weitere Beschreibung stochastischer Prozesse ist die Langevin-Gleichung. Beispiele sind:

3.5.1 Brown'sche Bewegung ohne Felder
Die Brown'sche Bewegung beschreibt ein Teilchen, das C?% RO
sich in der Umgebung vieler kleiner Teilchen bewegt, die

verantwortlich sind fir die Dampfung mit Konstante y //) C\
und entsprechendem Rauschen. Die Geschwindigkeit
©>§ «—0

v =X erflllt die Langevin Gleichung

mX+myx =&(t) .

Sie enthalt £(t), eine (rein zuféllige) stochastische Kraft, das ‘Rauschen‘, das im Mittel ver-
schwindet, verursacht durch StoRe mit den anderen Teilchen. Bei der Brown'schen Bewegung
nimmt man meist an, dass das Rauschen &-korreliert ist,

(€M) =0 , (GOLt))=qd(t-t) .

D.h. die Spektraldichte, definiert durch

S(w) =2 T d(t—telot) «cet)> =24

—00

ist unabhéngig von der Frequenz. Dies bezeichnet man als “weif3es Rauschen”. Dariiber hinaus
wird gewoéhnlich angenommen, dass g(t) GauR-verteilt ist. Das heif3t, die Verteilungsfunktion
fur die Funktionen &(t) ist

P(EOY) = expl- 5 areZo)].

(Zur Interpretation siehe Ubungsblatt und unten.) Die héheren Momente erfiillen dann

<E(t1)E(tr)E(tz)> -0
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<E(tp)E(t)E(t)E(tg)> = 02 [B(t1—tp)B(ta—ts) + S(t1—t3)S(ty—ts) + S(t1—tg)(tr—t3)] .

I.A. kdnnen bei der GauRB-Verteilung auch Korrelationen zu verschiedenen Zeiten bestehen,
1 \ s g .
p{&®}) < expl- [ dt]dte() g™ (=1 &(1)] -

Dann gilt <g(t) &(t) > = g(t-t).

Zur Erlauterung der Begriffe betrachten wir eine diskrete Version. Wir wahlen diskrete Zeiten t;,
ty, ... mit Zeitintervallen tj-t_; = At, die klein sind im Vergleich zur Reichweite der Korrelationen
g(t-t). D.h. &(t) = &; ist ungeféhr konstant im Intervall t;-At/2 ...tj+At/2, und es gilt

1 . 2
p(e}) =expl- 22 GiAjgl. mitAj= A g
IYJ
In dieser diskretisierten Form sieht man leicht, dass <&j>=0und <g; &> = Ai'jl.

Die Langevin-Gleichung hat die Ldsung (d.h. allgemeine Lésung der homogenen Gleichung plus
partikulare Losung der inhomogenen Gleichung mit Hilfe der Green’schen Funktion)

t

v(t) =vpert+ L [dt et gy
Mo

t

b 2
=S W) v(t)> =ve2et e I o [dr, e (et 5ty - ty)
m

= va2 o7 (itt2) 4 4 -y ti—tol — g (titt)
Vp© € € € .
0 ZVmZ ( )
Far Iange Zeiten t1, to >> y_l héngt die Korrelationsfunktion nicht von den Anfangsbedingungen

ab, d.h.
B g o

_ _mgq_
<V(ty) v(tp)> = 2ym?

m
m 2. —
und 5 < Vv(t) >_4Ym2 .

: . . : : : 1
Im thermischen Gleichgewicht gilt der Gleichverteilungssatz <Ey,> = % <v(t)®> = > KT (s.

spater). Der Vergleich zeigt

lg=2mykT .|

D.h. die Stérke der Fluktuationen (q) und der Dissipation (y) hdngen zusammen. Dies ist die Aus-
sage des allgemein gultigen Fluktuations-Dissipations-Theorems (siehe Kap. 8).

t
Als néchstes bestimmen wir x(t) = X + Idt "v(t)
0
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t t
= <[X(t)—xg]>= j dt’ j dt" < v(t) v(t")>

:(V q )(1 e—Y) q t— (1 t) _ q t.

2 2m?2
~2ym " 2m v3m2 t— 00 y2m2

Der Vergleich mit dem Diffusionsproblem, < [x(t) — x0]2> =2 D t, liefert die Einstein-Relation
fur die Diffusionskonstante

__q _ kT
C2v2m2 T omy”

Die Langevin-Gleichung ist dquivalent zu einer Fokker-Planck Gleichung mit stochastischer Va-
riable v. Fur die Momente erhalten wir (am einfachsten durch direkte Integration der Langevin
Gleichung Uber die kurze Zeit At)

(x(l) = lim < W> =—yV
At—0 At v(t)=v
+At
20@ = tim I [ues A -] lim 1 < [yvat+ j a2 2,
At — 0 2At V=V At—0 2At m

_ 1 1 : AYy__9 _~o2_ Y
- At|.r_m>02_At( { dt ! ' <E()(r) > + O(At ))'2m2 =Dy?= = kT

0 0 02
= | & P =5 VPO + KT 5 p(v)

2
. o : mv i i : .
Eine stationare Losung ist p®d(v) oc exp (- KT ) , konsistent mit dem Gleichverteilungssatz.

3.5.2 Brown'sche Bewegung in einem Potenzial U(x)

Hier kommt die Kraft hinzu, die vom Potenzial 08

U(x)

herriihrt. D.h. die Langevin-Gleichung ist

mx +myx +U'(x)=&(t)

Wir nehmen an, dass das Rauschen unabhéangig
vom Potenzial und GauR'sch verteilt ist

<EM)>=0, <&ME()>=2myKT 3(t-t).
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Das Problem hé&ngt nun von zwei Variablen x und v ab

. U'(x .
V:—yV—Jm—l +-r% und X =V

Fur die aquivalente Fokker-Planck Gleichung mit mehreren Variablen benétigen wir

a,D = lim <M > =

O ats0 AT XM =xv(t)=v ’

)= At“T>0<i_\t/ - X)) =x;v(t) =v - mvvs Uk

0, @=0 , a,@=0 2 a@=pp2=L kT
= atp(xv'[) { QV+G_6V[W+%&}+%H§_V22} p(x,v,t) .

Diese Gleichung wird als Kramers oder Klein-Kramers Gleichung bezeichnet. Eine stationare

. mv?
Losung ist p®d(x,v) oc exp{{T + U(x)}/ kT} :

3.5.3 Starke Dampfung
Fur starke Dd&mpfung gilt | myx+U'(x)=&(t) |. D.h. wir betrachten nur x und seine Momente

A 1
a® = lim <—X> :—UX X

At—0 AT IX@®=x My

%a(z) lim i<[x(t+At) —X(t)]

At — 0 2At X(t) = x

1 1 T+ At t+ At kT
= lim — [ dt [ dr'<ég(r)g(t) > +O(At) =
At — 0 2At (my)2 t t

= atp(x'[)—l{a U'(x) + kTa—z} p(x,t) .

Diese Gleichung wird als Smoluchowskii Gleichung bezeichnet. Eine stationdre Losung ist

p®A(x) oc exp [- U(X)/KT ].
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3.6 Thermische Aktivierung (Kramers’ escape rate)

Wir betrachten ein Teilchen, das sich an- 0\
U(x)

fangs in einem metastabilen Minimum eines
Potenzials U(x) befindet. Die Frage ist, was
ist die Rate dafur, dass das Teilchen die
Barriere thermisch aktiviert Uberquert.

Wir nehmen hier den Fall starker Dd&mpfung
an, beschrieben durch die Smoluchowskii-
Gleichung

X1 XminX2 Xmax Xe X3
0 0
2t p(x,t) = ~x J(x,t)

Ixh) =-— [u (x) + KT a} o(x.0) _—k—y e U)/KT ax[ gUI/KT (x,t)]

Wir suchen eine Ldsung mit konstantem, zeitunabhangigem Wahrscheinlichkeitsstrom J(x,t) = J.
Dieser sei klein, so dass p(x = xpn) durch die Ubergange wenig beeinflusst ist und stationar

bleibt. Durch Integration Gber X von Xy, der Lage des Minimums, bis X3, einem Punkt weit weg
VON Xpmin, SO dass p(xg) ~ 0, erhalten wir

X3

j I dx eUOIKT = __ [eU(x3)/kT p(X3) — eUCmin)/KT p(Xmm)] k_:, eUOminKT p(x Y

Xmln

Weiterhin gilt in der Nahe des Minimums p(X~Xmin) = p(Xmin) € TVX-V0minlKT D h. die
Wahrscheinlichkeit, das Teilchen nahe X.,j, (im Bereich x; < x <x») zu finden, ist

X, X,
p = I dx p(x,t) = p(Xpip,t) €Y Kmin)/KT J’ dx e"U)KT
g X

Wenn xqund X, gentigend weit weg von X, sind, hangt das Integral auf der rechten Seite nicht
von xiund X, ab.
Das Verhiltnis von J und p definiert die Ubergangsrate I = J /p . Eingesetzt erhalten wir dafiir

X X3
- _Yj dx e"YX)/KT I dx ' eUX)KT
KT X

Xmin

1
r

<_.|'c
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Die Rate kann also ausgedriickt werden durch zwei Integrale. Der Hauptbeitrag

1
des 1. Integrals kommt von X = Xpjn: U(x) = Upip +5 m (Drznin (X = Xmipn)2 + ...
1
das 2. Integral von X = Xpax - U(x) = Uppax _E m O)rznax (x - Xmax)z + .

Dies bedeutet beide Integrale sind GauR'sch und hangen nur schwach von den Grenzen ab. D.h.

Omin ®max —-AU/KT
(T :2—7W e )

Die thermisch aktivierte Ubergangsrate hangt exponentiell von der Barrierenhéhe und der
Temperatur ab. Der Vorfaktor ist spezifisch fir den betrachteten Grenzfall starker Dampfung, der
Exponent ist dagegen allgemein gultig. Fur allgemeine Starke der Dampfung findet man von der
Klein-Kramers Gleichung [siehe H.A. Kramers, Physica 7, 284 (1940)]

24102 V2
(Y + Omax ) “V7 Omin ~AUKT
Omax 2n

rms=

Bei tiefen Temperaturen verschwindet die thermische Ubergangsrate exponentiell. Bei quanten-
mechanischen Problemen erwarten wir aber, dass das Teilchen auch durch die Barriere tunneln
kann. Auch die Rate fiir das Quantentunneln hangt exponentiell von der Barrierenhéhe ab. In
WKB Néherung gilt

Ip eXp{— % J. dx \/Zm[U(x)—Umin]} = exp[_

X

7,2AU ]

i h min .
min

Den numerischen Faktor 7,2 findet man, wenn das Potenzial gegeben ist durch ein Polynom drit-
ten Grades, U(x) = a x2 — b x3, mit Koeffizienten a und b, die durch o und AU gegeben sind.

3.7  Modell far Dissipation

Bisher haben wir die Langevin-Gleichung nur als Modell postuliert und gezeigt, dass sehr allge-
meine Begriffe des thermischen Gleichgewichts wesentliche Einschrankungen liefern. Es ist be-
merkenswert und demonstriert die Starke der statistischen Konzepte, wie viel aus so allgemeinen
Bedingungen hergeleitet werden kann. Andererseits bleiben verschiedene Verallgemeinerungen
und Fragen, z.B. wie das Konzept der Dissipation auf die Quantenmechanik Ubertragen werden
kann, dabei offen. Ziel dieses Kapitels ist daher zu zeigen, wie die Langevin-Gleichung mit
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Dampfung und Rauschen aus einem mikroskopischen Modell hergeleitet werden kann. Die Lan-
gevin-Gleichung lautet

mX +myx +U'(x)=&(t)
mit <§(t)>=0, <&M)EM)>=2myk T o(t-t"), und &(t) sei GauB-verteilt.

Als Modell bietet sich die Brown'sche Bewegung an: das herausgegriffene Teilchen mit der Ko-
ordinate x wechselwirkt (stof3t) mit vielen anderen kleineren Teilchen. Konzeptionell ist dieses
Modell ansprechend, aber es ist nicht bequem durchformulierbar.

Ein anderes und rechnerisch bequemeres Modell be-
steht darin, das Teilchen (bi-)linear an ein geeignetes O
Bad harmonischer Oszillatoren anzukoppeln. Das X5
Modell ist beschrieben durch die Hamilton-Funktion

M,

H =Ho + Hpad
p?
Ho= om + U(X)
X
|
2
N P. M: 2 Ci 2
HBad :Z Z_I\J/l_ +_21 QJ (XJ_ 2X) ].
j=1 ) e

Die Verteilung der Frequenzen Q;j (0 < Qj < Qc) und die Kopplungsstarken c;j definieren eine
,Spektralfunktion’

N
J(m)EgZ—J—_ 3(w - €Y) .

Behauptung:

a) Im Folgenden betrachten wir den Fall, dass N sehr grof3 ist, N— oo, und die Badfrequenzen
Qj dicht liegen (d.h. J(w) ist eine kontinuierliche Funktion). In diesem Fall beschreibt das
Bad-Modell eine allgemeine lineare Dissipation und zugehdriges Rauschen, konsistent mit
dem Fluktuations-Dissipations-Theorem.

b) Fur die spezielle Wahl der spektralen Dichte, J(o) = my o fiir 0 < » < oo (d.h. linear in ® und
die maximale Frequenz des Bades Qc ist unendlich) reduziert sich das Modell auf eine Lan-
gevin-Gleichung mit Geschwindigkeits-proportionaler Ddmpfung myx und &-korreliertem
Rauschen.
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Beweis:

a) Die Bewegungsgleichungen fur das Teilchen und die N Oszillatoren sind
m X +U'(x)—%: ¢ (% - MQZ —l—-x) =0

M X+ M2 (X-—15 %) = 0 i=1,.,N .

MQ2

Die Losungen der Bewegungsgleichungen fiir die Badkoordinaten (getriebene harmonische Os-
zillatoren) sind

j dt’sin [ (t-t)] x(t) + X;O(t) .

Xi(t) =
| M. O
i J ty

Xi(to)

Die Losungen der homogenen Gleichung Xj(o)(t) = X; (to) cos Qj(t-tg) + sin Qj(t-tp) han-

gen von den Anfangsbedingungen des Bades zur Zeit ty ab. Eingesetzt ergibt dies

m X + U'(x) +Z {x(t) o) j dt’sin [ (t-1)] x(t) } = ()

MQ2
mit

N
gt =2 ¢ X
]
Nach einer partiellen Integration, mit x(tp) = 0, finden wir fir die geschweifte Klammer

t
{.} = fdt cos [ (t-t)] x(t) .
to
Wir verwenden nun

Z > )= jdmz 8(03—!2]){} jd ZJ(m)Idt cos [o (t-t)] X(t)

und vertauschen die Reihenfolge der Integrationen [dw [dt'.... Dann gilt

mx + m Tdt' T(t=t) X(t) + U'(X) = &(t)

mit

8

do %J—%} cos [o(t-t")] O(t-t) .

(t-t) = %

o



50
Hier haben wir ty— —o gehen lassen. Durch die Wahl der Funktion J(®) (flir N — o) kdnnen wir

eine beliebig frequenzabhédngige, aber lineare Ddmpfung, charakterisiert durch eine allgemeine
Response Funktion I'(t-t") produzieren. Dies wird deutlich im Fourier-Raum, wo gilt

—mo?x(o) + imo (o) x() + T dtelotU'(x) = £(w).

Der Term auf der rechten Seite ist ein Rauschterm, da er von den Anfangsbedingungen abhangt,
von denen wir annehmen, dass sie zufallig gewahlt werden. Es ist sinnvoll anzunehmen, dass

< Xj(tO) >=< XJ(tO) >=0

< Xi(to) Xj(to) > o« jj; < Xi(to) Xj(tg) >=0, .. .

ij -
Aus dem klassischen Gleichverteilungssatz, bzw. der quantenmechanischen Verallgemeinerung
(siehe spater) folgt

M .
—1 QJ-Z < ij(to) > = —1 < ij(to) >

2 -2
ho, e, | KT Kassisch fur KT A0,
= M T 1,
Zth' guantenmechanisch im Grundzustand
Damit gilt
<E()>=0
.2
NooS 02 [ox.2 . (¢ X&) oo O (f
<EM)E(M)>= D, Cj [< Xj(tg) > cos Qj(t-tg) cos Qj(t-tg) + Tsm Q;(t-to) stJ(t—tO)]
J j
¢/ hQ hQ,
=> 5 coth cos Qj(t - t)
] Mij 2 2kT

h ho \
. .g dwcoth(ﬁj J(o)cos[w(t—t")].

Die Spektralfunktion des Rauschens ist also

S(w) =2[dt <&(t)£(0) > e = 2 ncoth (;%J J(w)  fir o>0.

Dieser Zusammenhang zwischen der Spektralfunktion des Rauschens S(w) und der Response-
funktion J (w) entspricht dem allgemeinen Fluktuations-Dissipations-Theorem.
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b) Wenn wir nun fir J(o) die spezielle Wahl J(®) = my o treffen, finden wir

r-t)y= Y T do oS © (=) O(t=t) = 2y O(t=t) S(t=t) =7y & (t=t)
T —o0

und damit eine Langevin-Gleichung mit der bekannten Geschwindigkeits-proportionalen Damp-
fung

mX +myX +dd_x U(X) = &(t) .
In dem Fall ergibt sich fur das Rauschspektrum

ho
S(w) =2myhocoth| — | .
(o) v ho co (ZKT)

Dies reduziert sich im klassischen Grenzfall kT > ho auf das weile Rauschen S(w) = 4 m y kT,
was bedeutet, dass die Fluktuationen &-korreliert sind

< E(D)E(t) > = 2my KT 8(t=t) .

Bemerkungen und Ergénzungen:

Zur Herleitung der Langevin-Gleichung haben wir angenommen, dass Q;—c und N — oo.
Wenn die obere Badfrequenz Q. endlich ist, ist das Rauschen nicht &-korreliert, sondern es beste-
hen Korrelationen auf einer Zeitskala der Ordnung 1/Q).. Dies kann physikalischen Situationen

entsprechen und ist durch die oben angegebenen allgemeinen Ausdriicke beschreibbar.
Fur endliche Systeme, d.h. endliches N, findet man einen Poincaré Zyklus:

¢ Jedes endliche System kommt man nach genligend langer Zeit wieder beliebig nahe an den
Anfangszustand zurtick.

Betrachten wir als Beispiel einen Oszillator mit Frequenz Qg gekoppelt an N Oszillatoren mit
(kommensurablen) Frequenzen Qq, Qy, ... Q. Dann sind wir zur Zeit t,, die gleich dem kleinsten
gemeinsamen Vielfachen aller 1/Q; ist, wieder genau beim Anfangszustand. Ein endliches Bad

kann also nicht Dissipation und Relaxation beschreiben. Dies kann nur im Grenzfall N = o vieler
Freiheitsgrade gefunden werden. Allerdings nimmt t, mit zunehmender Zahl von Oszillatoren

sehr stark zu (wie eN). Da die Welt endlich ist, kdnnen wir also schlieRen:

* Dissipation ist eine Illusion, der wir uns aber getrost hingeben konnen, da es sehr lange dau-
ert, bis wir dies als Illusion erkennen.
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Dissipation in der Quantenmechanik

Das Bad-Modell ist auch geeignet, um Dissipation in eine quantenmechanische Beschreibung
einzubeziehen. Dies wurde in einer wichtigen Arbeit von Caldeira und Leggett (A.J. Leggett
erhielt den Nobelpreis Physik 2003, allerdings fir andere Arbeiten) demonstriert. Dazu muss die
oben gegebene Hamilton Funktion als Hamilton Operator interpretiert und das Problem quanten-
mechanisch weiterbehandelt werden. Die oben angedeutete Quanten-Langevin-Gleichung, d.h.
die klassische Bewegungsgleichung (linke Seite) mit Quantenrauschen (auf der rechten Seite) ist
dagegen nur in Sonderfallen giiltig (z.B. wenn U(x) auch harmonisch ist). Im Allgemeinen ist es
inkonsistent, Quanteneffekte nur zum Teil (im Rauschen) mitzunehmen.



