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Grundbegriffe der Statistik

2.1 Elementare Begriffe

Im Folgenden betrachten wir eine oder mehrere stochastische Variablen X oder auch stochasti-
sche Funktionen. Eine stochastische Variable kann entweder diskrete Werte {Xq, Xo, ...} anneh-

men (z.B. die Zahl der Punkte bei 3 x Wurfeln) oder kontinuierliche Werte {x} (z.B. die Koordi-
nate eines Teilchens). Die statistischen Eigenschaften von X sind vollstdndig beschrieben durch

die Wahrscheinlichkeitsverteilung oder Verteilungsfunktion p. Sie erfillt

fur diskrete Werte kontinuierliche Werte von X
* Positivitat pi=0 p(x) =0
¢ Norm 2 pi=1 jdx p(x)=1 .
i
Damit finden wir:
« Mittelwert <X>= D X pi = jdx X p(X)
i
¢ n-tes Moment XM= X" p; = Idx X" p(x)
i
« Standardabweichung o = [«<X%> - <X>2]Y2  und Varianz = o2

Die charakteristische Funktion ist ¢(k) = <elkXs> = J'dx elkX 5(x) . Die Umkehrung lautet

p(x) = jg—ke‘ikx ¢(K) . Die charakteristische Funktion kann nach den Momenten entwickelt
T

(K" n _ _ , ,
a1 <X"™>, und so aus den Momenten die Verteilungsfunktion bestimmt

werden, ¢(k) = D

n=0
werden. Umgekehrt lassen sich aus der charakteristischen Funktion die Momente bestimmen

Kumulanten-Entwicklung und Kumulanten-erzeugende Funktion

1 d"

O (ip\N
oK) = exp{ 2 %L Ch)} =expS mit Cp(X)= ———5 |
oon i"dk" " k=0

Der Vergleich (nach Entwickeln) liefert die Relation zwischen Kumulanten und Momenten

Ci(X)=<X> ; Co(X) =02 ; Cg(X)=<X3>-3<X><X2>+2<X>3; ...
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Die Kumulanten-Entwicklung konvergiert i.a. schneller als die Entwicklung nach Momenten.
_ : 1 1 (x—(x))? : .
Z.B fir eine Gaul3-Verteilung, p(x) = (Y\/ZE exp[— ET]’ gilt C,(X)=0 fiirn> 3.

Mehrere stochastische Variablen
Als Beispiel betrachten wir 2 kontinuierliche Variablen X mit moglichen Werten {x} und Y mit
den Werten {y}. Im Produktraum X x Y sind die méglichen Werte {(x,y)}. Es gilt

- Gemeinsame Verteilungsfunktion pxy (x,y) =0, normiert [dx [dy px.y (xy) =1
« Momente <XNyms = I dxj dy X"yM pyey (X,Y)

»  reduzierte Verteilungsfunktion px(x) = [dy px.y (X.y)

 Kovarianz: cov (X,Y) = <(X = <X>) (Y —<Y>)>
. XY
» Korrelation: cor (X,Y) EM—Z

OxOy
Unabhangige Variablen
Wenn X und Y unabhéangig sind, faktorisiert die gemeinsame Verteilungsfunktion,

Pxxy (XY) = px(X) py(Y) -

Stochastische Funktion
Als Beispiel betrachten wir eine stochastische zeitabhéngig Funktion der Zeit X(t). Hier interes-
siert die

« Autokorrelationsfunktion f(t,t) = <(X(t) — <X>) (X(t) = <X>)>

2.2 Die Binomial-, GauR3- und Poisson-Verteilung

Wir betrachten N verschiedene Objekte. Dann ist die Zahl der Permutationen N! (d.h. unter Be-

ricksichtigung der Anordnung). Wenn wir R Objekte aus N herausgreifen, ist die Zahl der Varia-
: : _— N! o N
tionen (mit Berticksichtigung der Anordnung) (N-R)! - Dagegen ist die Zahl der Kombinatio-

I
nen (d.h. ohne Beriicksichtigung der Anordnung) @) = ﬁ :

Wir betrachten ein System, wo jede Messung eines von zwei moéglichen Ergebnissen A oder B
liefert mit den Wahrscheinlichkeiten pund q=1-p.

Beispiele: Miinze: Ergebnis = Kopf (mit p :% ) oder Ergebnis = Zahl (mitq= %)
Spin im Magnetfeld: T (p) oder { (q)
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— Vi
v )
radioaktiver Zerfall: Zerfallswahrscheinlichkeit in Zeiteinheit At ist p « 1.

Teilchen in Teilvolumen V1 (p = V1/V) oder aulerhalb (q =

Die Wahrscheinlichkeit dafur, dass N Messungen n mal das Ergebnis A und entsprechend N — n
mal das Ergebnis B liefern, ist gegeben durch die

Binomial-Verteilung
03T

NI P() 0,25 1
PN(N) = TNy P A 0.2 +
0,15 T
0,1 T
0,05 A

N

2 pnM=p+gN=1
n=0

N n
<n>=) npy(M=pN

on = (n?)=(n)" = JNpq

Fur groBe N gilt on/<n> oc 1/+/N . D.h. die relative Breite verschwindet fiir grof3e N.

Binomial-Verteilung fur N =10, p = 1/3

GauB-Verteilung

Fur groRe N, pN und gN reduziert sich die Binomial-Verteilung auf eine GauB-Verteilung um
den Mittelwert <n> = pN mit der Varianz o® = Npg, und n kann als kontinuierliche Variable be-
trachtet werden. Zum Beweis verwenden wir die Stirling-Formel, die sagt, dass fur grofle m gilt:

m\M
m! —> an(—) . Damit gilt
e

M — oo

p(n) =ﬁ exp[ M} mit J. dnp(n)=1

Poisson-Verteilung

Fur N — oo und gleichzeitig p— 0, so dass a = Np endlich bleibt, reduziert sich die Binomial-
Verteilung auf eine Poisson-Verteilung (z.B. radioaktiver Zerfall)
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ale™@ 0.3
p(n) = - p(n) 0,25
} 0,2
0,15
Z p(n) =1 o1
n=0 0,05
0
<n>=a
_ 2 2 _
6= <n >—<n> = () Poisson-Verteilung fir a = 2

GauR-Verteilung flr mehrere Variablen X1 ... X

Als nachstes betrachten wir mehrere stochastische Variablen x;, die charakterisiert sind durch

eine gemeinsame (normierte) GauB-Verteilung

Jdet(A) ——Z ,—a) A )}

N2 exp
(ZR)M/Z L Ij 1

Jdet(A i
= (2:::)(1\4/2) exXp __Z & Aué }
L I] 1

p(X1, . Xm) =

wobei &; = x; — aj, und A ist eine M-dimensionale, symmetrische, positiv definite Matrix. Dann

gilt fiir Mittelwert, Kovarianz und die héheren Momente
_ 1 I R e P | -1 ,-1
K> =8y, <G >=A; L <Gigi&kEm> = Aij Akm T Aik Ajm + Aim Ajk |, usw.

Zur Herleitung beweisen wir zunédchst die Relation

Jdet(A) [d“e exp{ —ETAE + bT§}=expEbTA4b} : )

(2 )M/2

Dazu ,,vervollstandigen wir das Quadrat” im Exponenten der linken Seite durch den der rechten
Seite

—%F,TAF,+bT§—%bTA_1b:—%yTAy mit y=¢ -Alb .

Weiter diagonalisieren wir die Matrix A durch eine orthogonale Transformation B=0"TAO . Mit

z=0"y erhalten wir —%yTAy = —%ZTB z . Damit reduziert sich das M-dimensionale Integral
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(unter Verwendung bekannter Eigenschaften wie detO =1; det A = detB) auf ein Produkt von M

ein-dimensionalen Gaul3’schen Integralen

'|'d g exp[——g AE+bTE— bTA Lp]= dey exp[— —yTAy] _dez exp[——zTBz]

(27’E)M/2 B (271:)M/2

\/H B, +det(A)

__[d“"z exp[——ZzI L Zi] =1f[.[dzi exp[— Biiz] =

Fur b=0 sehen wir, dass die angegebene Verteilungsfunktion korrekt normiert ist. Den Ausdruck
flr die Kovarianz erhalten wir dann, indem wir die Relation (*) nach b;j und bj ableiten und an-
schlieend b=0 setzen. Analog kénnen wir die Ausdriicke flr die hdheren Momente ableiten.

2.3 Random Walk und Diffusion

Wir betrachten den Weg eines Betrunkenen in einer Dimension (d=1). Die Wahrscheinlichkeit

fur einen Schritt der Weite a nach vorne oder zuriick istp = q = % . Nach N Schritten, n nach

vorne und N-n zuriick, ist der Abstand vom Anfangspunkt (in Einheiten von a) gleich m =n -
(N-n) =2n-N.

0a X=ma

Die Wahrscheinlichkeit, nach N Schritten bei m zu sein, ist gegeben durch die Binomial-
Verteilung

N! 1 2 m?
o= (Y- - ( i, @ 5 R

D. h. der Mittelwert ist <m> = 0 und die Varianz <m?> = N. Beachte, dass fiir gerade (ungerade)

N auch m gerade (ungerade) ist, und die Verteilung bei anderen Werten verschwindet. Fur einen
Ubergang zu einer Kontinuumsbeschreibung definieren wir x = m a und ppn(X) = py(m)/2a.

(Der Faktor 1/2 ist n6tig, weil wir in der Kontinuumsbeschreibung nicht mehr zwischen geraden
und ungeraden m unterscheiden.) Wir fuhren eine Zeit proportional zur Zahl der Schritte t = N At
ein und definieren eine Diffusionskonstante D = a2/(2At). Dann gilt

1 X2
— 20 _ - 20 =
= p(x,t) = D exp (— 4Dtj ;. mit Idx p(x)=1, <x>=0, <x>=2Dt
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p(x,t)

Y

0

o . 0 02 . . .
D.h. p(x,t) erfullt eine Diffusionsgleichung 2t p(x,t) =D & p(x,t). Diese lasst sich auf 3 Di-

mensionen verallgemeinern und erlaubt auch Berlicksichtigung von Randbedingungen und An-
fangsbedingungen

5
5 P(rt) =DV2p(ryY) .

2.4 Zentraler Grenzwertsatz

Es werden N Messungen derselben stochastischen Variablen durchgefuhrt (d.h. das Experiment
wird N-mal durchgefihrt). Die einzelne Messung ist charakterisiert durch eine beliebige Vertei-

lungsfunktion px(x) mit Mittelwert <x> und Breite <x2>—<x>2 = oy. Wir bezeichnen den Wert
der stochastische Variable bei der i-ten Messung mit x; und den durch die Summe aller N Mes-
1 N
sungen gebildeten Mittelwert mit y =N > X
i=1
Satz: Der so gebildete Mittelwert von N Messungen erfillt (y)=(x). Die Abweichungen sind

beschrieben durch eine GauR-Verteilung mit Breite oy =cx /\/ﬁ , die also mit zunehmendem N
abnimmt,

1 JN N )
py(y) = E—GXP[— 552 (y—<x>) ]

Beweis: Die Verteilungsfunktion fiir den Mittelwert y ist py(y) = jdxl... .[de 3(y — %Z Xj)
i

PXx. xX(X1, ..., XN)- Da die Messungen unabhangig sind, faktorisiert die gemeinsame Verteilung und es
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gilt py(y) = jdxl J.de S(y - %Z Xj) px(X1)... px(XN)- Die charakteristische Funktion der Ein-
i

zelmessungen ist ®y (k) = J.dx elKX 5y (x), die der Summe ist dy (k) = jdy elkY py(y), also

Oy ()= [dy e [dx, .. [dxy 5y 12 %) pxx0)- pxN)
|

dexi exp[iﬁ Xil px (i)
ik(x . K e o Ik
e >dexi expli N(Xi —(x)1px(xj) = "™ [CDX (ﬁﬂ

Fiir groRe N kann @, (ﬁ) = Idx exp[ i%(x —(x))1px(x) in Potenzen von %(x —(x)) entwickelt

werden (unabhangig von der detaillierten Form von px(x))

~ (K 1 k2 1 k2
D, (N) = 1—§m <(x—<X>)2>+... = 1——N— ol +...

. ik(x) 1 k2 ,|N 1k* ,
= lim @y(k)=e lim |1-=——o05 | =exp[-——oy + ik (X)]
N — o0 N — oo 2N

. ) N
= ovt)= [5; ooy k() —of) = el 5 ({11 aed

Normalized responce

] Min
FEsponse tme Responae time

Die Serie von Abbildungen ver-
deutlicht, wie Mitteln Uber wie-
derholte Messungen das Rau-
schen unterdriickt. Dabei ist N
die Anzahl der Messungen. Das |
Rauschen nimmt wie 1/+/N ab. " e e
(In dem Beispiel wird eine Dio- '
de immer wieder im selben An-
fangszustand  prépariert und
dann der elektrische Strom als
Funktion der Zeit gemessen.)

hormohzed response
L P

Normolized response

M
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2.5 Rauschspektrum

Im Folgenden untersuchen wir stochastische Prozesse, z.B. eine GroRe X(t) = <X> + dX(t), die
durch einen Mittelwert und zeitabhdngig Fluktuationen charakterisiert ist. Ein Beispiel ist der
Strom in einem elektrischen Stromkreis. Bei geniigender Auflésung im Experiment stellt man
fest, dass es Abweichungen des Stromes vom Mittelwert gibt. Die Fluktuationen erfullen stets
<6X(t)> = 0. Die wichtigen Grolken zur Charakterisierung der Fluktuationen sind deren Vertei-
lungsfunktion (z.B. eine Gaul’sche Verteilung) und die Autokorrelationsfunktion <dX(t) dX(t')>.
Diese hangt mit der spektralen Dichte (power spectrum) zusammen, die wir nun definieren:

Wir betrachten die Fourier-Transformierte 6X(w) = I dte @t §X(t) und

—00

<3X(0) 8X(0')> = j dt j dt' eI (5X (15X (t')).

Bei stationdren Prozessen hangt <8X(t)6X(t')> nur von t =t — t' ab, und wir konnen tber t=
(t+t")/2integrieren,

(3X(0)0X (0')) = T dTe i(@ro)t T dr e_i¥T (8X(1)8X(0)) = 7 8(w+w’) S(w)

Auf der rechten Seite fihren wir die spektrale Dichte S(w) ein. Sie ist (bis auf einen historisch
bedingten Faktor 2) die Fourier-Transformierte der Korrelationsfunktion

S(w) =2 T dt exp(-iot) (3X()3X(0))

Die Starke und das Frequenzspektrum des Rauschens werden durch eine solche spektrale Dichte
charakterisiert. Der Zusammenhang zwischen der spektralen Dichte (die auch in anderer Weise
eingefiihrt werden kann) und der Korrelationsfunktion ist auch unter dem Namen Wiener-
Khintchine (oder Wiener-Chintschin) ,,Theorem* bekannt. (Der hier nicht logische erscheinen-
de Faktor 2 riihrt von diesem Zugang.)

Beispiele sind

* thermisches, weifRes Rauschen:

Im klassischen Grenzfall (hohe Temperatur, ...) haben die Fluktuationen des Stromes I(t) =
<I> + 0l(t) durch einen Widerstand R die folgenden Eigenschaften (Nyquist Rauschen)

(81(t)) =0
(8I(1)3I(t")) = Z%T 5(t-t) = Si(e) = 4%



31
Die Korrelationsfunktion ist 5-korreliert, d.h. es gibt keine Korrelationen zwischen den Wer-
ten des Rauschstroms zu verschiedenen Zeiten. Im Fourier-Spektrum bedeutet dies, dass die
spektrale Dichte frequenzunabhéngig ist, d.h. das Rauschen ist ,,weil*“. Meist kann angenom-
men werden, dass die Fluktuationen, die herriihren von sehr vielen einzelnen Prozessen, kon-
sistent mit dem Zentralen Grenzwertsatz Gaul'sch verteilt sind. Die Stérke des Rauschens ist
proportional zur Starke der Dissipation 1/R. Dies wird in folgenden Kapiteln begriindet.

Quantenrauschen eines Widerstands R (Johnson-Nyquist Rauschen)
Allgemeiner gilt fir das Stromrauschen eines Widerstands

S(o) = 2h—(D cothh—m
R 2KT
Diese Form kann in quantenmechanischen Modellen hergeleitet werden. Wir bemerken, dass

sie sich fir 7w < kT auf das klassische, weilRe Rauschen reduziert. Unterschiede gibt es bei
tiefen Temperaturen oder hohen Frequenzen. Fir 7w > kT findet man S)(®) = 2h|oa| /R . Da-

zu ein Zahlenbeispiel: mit 7= 1,0546 10" erg sec und k = 1,38 - 1016 erg/K entspricht eine
Temperatur von T = 1K einer Kreisfrequenz @ = 1,308 1011 sec™® bzw. einer Frequenz f =
®/2n = 21 GHz.

Schrotrauschen ist assoziiert mit diskreten stochastischen Prozessen z.B. Elektronentunneln.
Dafiir gilt (siehe Ubungen)

ev.

: _ L&V eV
KT o(t-t) = Si(w) = 2 R coth —— > 2el

N = &V
<61(t)61(t)> - R coth 2KT eV > kT

Auch hierzu ein Zahlenbeispiel: mit e = 1,602 10 C und k = 1,38 - 10723 Joule/K entspricht
eine Temperatur von T = 1K einer Energie eV = 1 104 [eV] ([eV] ist hier die Energieeinheit
Elektronvolt) und entsprechenden Werten der Spannung.

1/f - Rauschen
Hier ist die Frequenzabhangigkeit des Rauschspektrums

S() « Lo

1/f - Rauschen wird in vielen Systemen bei niederen Frequenzen (o = 2rf) beobachtet, wo es
starker wird als das weiRe thermische Rauschen. In manchen physikalischen Systemen findet
man dafiir physikalische Erklarungen. Uberraschend findet man 1/f - Rauschen aber auch in
ganz anderen Féllen, z.B. bei der Analyse der Schwankungen des Wasserstandes des Nils im
Altertum, bei klassischer Musik, beim Vogelgesang und so weiter. Eine universelle Erklarung
dafiir wurde noch nicht gefunden.
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