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1  Thermodynamik (Zusammenfassung)

Ziel dieses Kapitels ist eine kurze Zusammenfassung der wichtigsten Konzepte der Thermody-
namik. Diese ist eine phanomenologisch aufgestellte, am Experiment orientierte, in sich ge-
schlossene Theorie. Als Grundlage genligen die Hauptsatze. Die Statistik, die wir in folgenden
Kapiteln behandeln werden, erlaubt es, diese Theorie von mikroskopischen Modellen herzuleiten.

1.0 Mathematische Vorbemerkung

Gegeben sei eine Funktion F(Xq,X5,...) der Variablen xq,X,,.... Das Differential von F ist
dF = Cl(Xl,X2, o) Xm + C2(X1,X2, o) dX2 + ...

Es ist vollstandig, wenn gilt

(aixl C2(X1’X2"")jx2,... = (5%2 01(X1'X2’---))X ’

Lreee

In dem Fall gilt dF:(g—Fj dx1+(a—Fj dx, + ...
X1 Xoyen X2 Xypeon

Konsequenzen:

Wenn dF ein vollstdndiges Differential ist, gelten die folgenden, dquivalenten Aussagen:
A

» Das Integral F(A)-F(B) = JdF ist unabhangig vom Weg. Nach Wahl einer festen
B

Referenz, z.B. B=0 mit F(0) = const, hangt das Integral nur vom Endpunkt A ab.

» Das Integral l&ngs eines geschlossenen Weges verschwindet, (ﬁdF =0.

Wir werden es im Folgenden haufig mit vollstdndigen Differentialen zu tun haben. Dafur wahlen
wir die Notation: dF. Andere, nicht vollstandige Differentiale bezeichnen wir mit 6F. Fir nicht-
infinitesimale Anderungen verwenden wir AF.

Die Ableitung eines vollstdndigen Differentials nach einer Variable, z.B. x;, wobei die anderen
Xy, ... festgehalten werden, cq(xq, Xo, ...) = (aF/axl)X2 _und die Variable x; werden als konju-

gierte Variablen (bzgl. F) bezeichnet.
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Wir betrachten drei Variablen, die eine Bedingung F(x,y,z) = 0 erfiillen. Dann hangt z von x und
y ab, z(Xx,y), und Funktionen dieser Variablen h&dngen nur von zwei der Variablen ab, z.B. w =
w(x,y). Es gilt

o @@ o 68,0

0 B0/ 0 6-0-80

z

1.1 Definitionen, Begriffe, Zustandsgleichungen

» Thermodynamische Systeme sind makroskopisch, d.h. sie haben sehr viele Freiheitsgrade.
(Die Teilchenzahl N ist z.B. von der Ordnung der Avogadro Zahl, N =~ A = 6,022-1023. Zur
Erinnerung: In einem Mol einer Substanz sind A Einzelteilchen, Atome, Molekiile, ... Ein
Mol von Kohlenstoff-12 (**C) wiegt 12 Gramm.)

» Ein thermodynamischer Zustand wird beschrieben durch wenige Zustandsgrolien.
Diese sind die Temperatur T, die Teilchenzahl N, die Entropie S, die innere Energie U,
bei Gasen: das VVolumen V und der Druck P,
bei magnetischen Systemen: die Magnetisierung M und das Magnetfeld H .
Daneben gibt es weitere “Zustandsfunktionen” oder “thermodynamische Potentiale” (s.u.).

» Zustandsgrofien sind extensiv, d.h. mengenartig (X =N, V, ...)
oder intensiv, d.h. Kontaktvariablen (Y =P, T, ...).

» Differentiale von ZustandsgroRen sind vollstandig. Z.B. fir U(S,V,N) gilt

du = (a—U) ds + (a—U) dv + (a—U) dN

oS VN oV SN ON SV

#&),)EEL),

D.h. die innere Energie U(S,V,N) hangt nur vom Zustand ab, nicht aber davon, auf welchem
Weg der Zustand erreicht wurde. Gleichbedeutend damit ist §du =0.

mit

» Es gibt auch GroRen in der Thermodynamik, die keine Zustandsgréfien sind, z.B. die Warme
0Q. Das bedeutet, dass in einem Kreisprozess i.a. ngQ;st. Dies ist eine wichtige Eigen-

schaft des Carnot'schen Kreisprozesses (s.u.).



» Auch die vom System geleistete Arbeit oW ist keine thermodynamische Zustandsgrofie.

Beispiele:

P.V
SW=PdV-H-dM -¢dQ ...

™7

elektrisches Potenzial Ladung
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* Im thermodynamischen Gleichgewicht erfullen die Zustandsgroflen eine Zustands-
gleichung.

Beispiel: Wir betrachten ein System mit A T Flache = Menge der
fester Teilchenzahl N, aber Druck P, Vo- Gleichgewichtszustande

lumen V und Temperatur T sind variabel. // 7
Dann ilt eine  Zustandsgleichun

J - g" _g eversibler PrgzeR
F(P,V,T) = 0, die eine Hyperflache im
Phasenraum festlegt:

-

Vv
P

» Thermodynamische Prozesse kdnnen reversibel verlaufen, d.h. quasistatisch innerhalb der

Menge der Gleichgewichtszustande. Oder sie kdnnen irreversibel sein. Z.B. eine Relaxation
zum Gleichgewicht ist i.a. nicht als Kurve im Phasenraum darstellbar.

» Die Vorsilbe “iso-* bedeutet, dass die entsprechende GroRe konstant ist, z.B. isotherm be-
deutet T = const. “Adiabatisch* bedeutet 6Q =0, d.h. keine Warme wird zugefihrt.

Das ideale Gas
Genlgend verdiinnte Gase verhalten sich “ideal”. D.h. sie erfillen die
» thermische Zustandsgleichung (Ideale-Gas-Gleichung)

[PV =NKT| k = Boltzmann Konstante = 1,38 - 1016 erg/K
=nRT n=N/A, R=KkA =ideale Gaskonstante = 8,314 Joule/K

Die Zustandsgleichung definiert die “ideale-Gas-Temperatur” in Kelvin (K) gemessen vom abso-
luten Nullpunkt. In anderen Worten, ein ideales Gas kann als Thermometer dienen. Weiterhin
erfillen ideale Gase die

 kalorische Zustandsgleichung  [Cy/ = % NKk.
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Cy ist die Warmekapazitét bei konstantem Volumen. Je nach der Zahl der internen Freiheitsgrade

pro Molekdl ist f=3, 5, ...

Das van der Waals Gas (ein Modell fur ein reales Gas mit Wechselwirkungen) erfullt die Zu-
standsgleichung (mit Konstanten a und b)

2
(P+aV—N2)(V—Nb)=NkT.

1.2  Die Hauptsatze der Thermodynamik
Als Grundlage der Thermodynamik gentigen die Hauptsétze. Diese sind:

0. Hauptsatz: Konzept der Temperatur
Es gibt eine intensive Zustandsgrofie “Temperatur, so dass Systeme, die miteinander im Gleich-
gewicht sind, denselben Wert der Temperatur haben.

1. Hauptsatz: Energiesatz, Aquivalenz von Arbeit und Warme

Wir betrachten einen beliebigen thermodynamischen Prozess. Dabei werde die Wé&rme 6Q zuge-
fuhrt, vom System die Arbeit W geleistet oder die Teilchenzahl ge&ndert. Alle Prozesse &ndern
die innere Energie (denken Sie an die Aquivalenz von Warme und Arbeit: 1 cal = 4,19 Joule)

| dU=5Q-8W +pdN .|

Die innere Energie U ist eine ZustandsgroRe, aber Q und W nicht!

2. Hauptsatz: (die Definition der Entropie folgt spéater)

» Die Entropie eines abgeschlossenen Systems nimmt nie ab

Fur reversible Prozesse gilt dS = 0.
« Agquivalent dazu gilt: Warme flieBt spontan von der hoheren zu der niedrigeren Temperatur.

3. Hauptsatz: (auch nach Nernst benannt)

S(T=0)=0

» Genauer gilt: Die Entropie eines Systems nimmt bei T=0 einen universalen Wert an (unab-
hangig von anderen Variablen) S(T=0) = const. Die Konstante kann zu 0 gesetzt werden.

« Aquivalent dazu gilt: Der Entropieunterschied zwischen Zusténden, die durch reversible Pro-
zesse verbunden sind, verschwindet bei T=0.
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Eine Konsequenz des 3. Hauptsatzes ist, dass der 4
absolute Nullpunkt nicht in einer endlichen Zahl von S(T,A)
reversiblen Prozessen erreicht werden kann. Eine
maogliche Sequenz von adiabatischen und isothermen
Prozessen (charakterisiert durch eine extensive Vari-
able A) ist rechts illustriert.

v

1.3 Der Carnot'sche Kreisprozess

Wir betrachten ein System zwischen zwei Warmereservoiren mit den Temperaturen T, > T4. (Als

konkretes Beispiel betrachten wir ein Gas mit Druck P und VVolumen V.)

Reservoir T, A

Reservoir T \V
@ (b)

Carnot’scher Kreisprozess, a) symbolisch, b) im P-V-Diagramm fir ein ideales Gas.

Der folgende reversible Kreisprozess wird durchlaufen:
1. Das System ist in thermischem Kontakt mit dem Reservoir T,. Bei einem isothermen Prozess

(hier Expansion des Gases) fliel3t die Wéarme Q5 ins System hinein.

2. Das System wird thermisch isoliert. Wéhrend eines adiabatischen Prozesses (hier weitere Ex-
pansion) sinkt die Temperatur von T, nach T;.

3. Das System ist in thermischem Kontakt mit dem Reservoir T. Bei einem isothermen Prozess
(hier Kompression des Gases) flieRt die Warme Qq aus dem System heraus.

4. Das System wird thermisch isoliert. Wahrend eines adiabatischen Prozesses (hier weitere
Kompression) steigt die Temperatur von T, nach T».
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Entlang des Kreisprozesses gilt cJSdU =0. Der 1. Hauptsatz sagt dann aus, dass wahrend eines

Kreisprozesses die Arbeit
AW = $3Q =Q+Q1=1Qz-Qsl  (Firein Gasist AW = $PdV)

gewonnen wird. Es gilt die Konvention, den Warmetransport von der Maschine aus zu messen,
d.h. bei dem beschriebenen Kreisprozess ist Q, > 0 und Q4 < 0. Das Verhdltnis zwischen gewon-

nener Arbeit und hineingesteckter Warme definiert den Wirkungsgrad

AW [Qd
T70Ql ~771Qy -

Wenn der Prozess in umgekehrter Reihenfolge durchlaufen wird, arbeitet die Maschine als War-
mepumpe.

Carnot'sches Theorem:

Bei vorgegebenen Temperaturen T, und T4 hat keine Maschine

einen hoheren Wirkungsgrad als die Carnot-Maschine.

Zum Beweis nehmen wir an, es gabe eine Maschine mit einem Wirkungsgrad n, der gréi3er ist als
der einer Carnot Maschine. Dann kénnen wir mit dieser eine Carnot Maschine als Warmepumpe

betreiben. Dies wirde bedeuten, dass ohne Zufuhr duf3erer Arbeit Warme von der tieferen Tem-
peratur T4 zur héheren T, flieRt. Dies steht aber im Widerspruch zum 2. Hauptsatz.

Eine Konsequenz des Theorems ist, dass der Wirkungsgrad der Carnot'schen Maschine eine uni-
versale Funktion der Temperaturen der Reservoire ist 1. = f(Ty, T5). Dies eroffnet die Mdglich-

keit, durch einen Carnot'schen Kreisprozess die Temperatur zu definieren. Die so definierte Skala
wird als Kelvin-Skala bezeichnet.

T 194

=1-n.= )
T, e~ |Q,|

Es ist eine Ubungsaufgabe zu zeigen, dass sie mit der idealen-Gas-Temperatur Skala iiberein-
stimmt.

. . _ . Q Q . -
Fir reversibel arbeitende Carnot-Maschinen gilt also T—2 + T_1 = 0. Dies kann fiir beliebige re-

versible Kreisprozesse verallgemeinert werden, fur die gilt
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(ﬁS?Q: O fir reversible Kreisprozesse. A i
Dazu missen wir uns nur klar machen, dass jeder
reversible Kreisprozess als Summe von Carnot-
Prozessen, gekoppelt an verschiedene Reservoire
mit verschiedenen Temperaturen, aufgebaut wer-
den kann, wie in der Skizze rechts angedeutet.

>
\Y

Irreversible Maschine haben einen schlechteren Wirkungsgrad (z.B. einen héheren Wéarmever-
lust; d.h. die ans kalte Reservoir abgefiihrte Warme |Q| wird gréf3er). Dann gilt 1 —|Q4)/|Q2o| =1

<n¢=1-Ty/T,. Beieinemallgemeinen Kreisprozess gilt daher das Clausius'sche Theorem:

c_[)&_? <0 | fir irg\%/fsrisbiIbGIe Kreisprozesse

T o
Carnot Prozess im S-T-Diagramm. L 1))
T:—- _
3 Jf >
TI__
* 7 1Q
| 1 .
| 1 -
S S,

1.4  Die Entropie

Dies fiihrt uns zur Definition der Entropie. Flr reversible Prozesse definieren wir

Q- .

_9Q 5
ds == | -

oder S(A)-S(B) = ?

B
revers.

reversibel

Fur reversible Prozesse gilt Cﬁ?Q =0, d.h. Sf)dS = 0. Damit ist die Entropie eine Zustands-
A 3Q A 3Q
ST = T

B

grofRe. Dagegen gilt fur irreversible Prozesse

B

irrever. revers.



14

Zum Beweis kénnen wir den irreversiblen Weg B — A und den

: N A 3Q B 5Q : :
reversiblen Weg A — B, fur den gilt f T =- f T irreversibel A
B A
revers. revers.
- - - : - %Q 0 ibel
zu einem irreversiblen Kreisprozess mit Cj‘) — =Y zusammen- reversie

irrever.

setzen. Im allgemeinen gilt also

0Q | .. irreversible
dSz? fur reversible Prozesse.

Fur abgeschlossene Systeme ist 6Q = 0, also gilt fiir alle Prozesse dS > 0, konsistent mit dem 2.
Hauptsatz. Im Gleichgewicht gilt dS = 0. D.h.

| Die Entropie S ist im Gleichgewicht maximal. |

Beispiele: Expansion eines idealen Gases.
Bei einem idealen Gas gilt fur die innere Energie (siehe Ubungen): U = U(T) = 5 NKkT

a) Zunachst betrachten wir eine
reversible, isotherme Expansion V; — V5.

Reservoir T

T=const =>dU=0=8Q-PdV
JAQ 1P Y2
V, 1
Die gesamte Entropie bleibt konstant ASgesamt = 0. V, \%
Also gilt ASgegeryoir =~ ASGas-

b) Als nachstes betrachten wir eine freie Expansion Reservoir T

V1 — V3 nach einem pl6tzlichen Entfernen einer
Trennwand (Joule'sches Experiment).

Hier gilt AQ =0 (plétzlicher Ubergang)

und AW =0 (keine Arbeit geleistet)

= AU=0 < T=const

Der Endzustand ist derselbe wie bei a). \A V,

Vo
Da S eine ZustandsgroRe ist, folgt  ASgas=NKkn V_1 :

Wegen AQ =0 gilt ASgeservoir = 0. D.h. die Gesamtentropie nimmt zu, ASgesamt > 0.
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c) Ein Beispiel fur eine nichtideale Maschine bildet der folgende nichtreversible Kreisprozess.

Zwischen a und b wird die Maschine an das Reser-

voir mit der Temperatur T, nicht perfekt angekop- T A
pelt —d.h. T <T, . Sie nimmt dabei die Wéarme
b _ _ |Q2|
Qo= [ TdS=(S,-S)) T, .wobei T,<T, T2+
a Tz T
auf. Zwischen b und a, wenn die Maschine nicht per- 3 b
fekt an das Reservoir mit der Temperatur Tq (also T Ty
> T,) gekoppelt ist, gibt sie Ty 1
a
Q1= f TdS=(S;-S) Tq.mit T{>T; Q, |
b | —
ab. Der Wirkungsgrad S s S
Q1+tQ; ! 2

= =1-T 4T, <1-T4T, =
n Q2 1 2 = 1712 nc

ist also kleiner als der einer Carnot-Maschine zwischen Reservoiren mit Temperaturen T4 und T».

1.5 Fundamentale Relation der Thermodynamik

Die innere Energie U ist extensiv und hangt nur von extensiven Variablen ab, d.h. U(S,V,N).
Weiterhin gilt dU ist (bei reversiblen Prozessen) ein vollstandiges Differential. Aus den Haupt-

5 . irreversible
sdtzen und 6Q <TdS flr reversiple  r0Zesse folgt

irreversible
reversible

|dU<TdS-PdV+pudN| fir Prozesse .

U, S, V und N sind alles extensive GroRen = U(AS,AV,AN) = AU(S,V,N). Diese Bedingung legt
die Integrationskonstanten fest. Daher gilt

U=TS -PV +puN Euler Gleichung
und flr reversible Prozesse
0=SdT-VdP+Ndu Gibbs-Duhem Relation .
Extremaleigenschaft: Im Gleichgewicht gilt dU = 0, aber im Allgemeinen gilt dU < 0. Daraus
folgt, dass bei festem S,V,N im Gleichgewicht U(S,V,N) minimal ist.
Die konjugierten Variablen beztglich U sind

S und T= @_ISJ) VvV undP=- @—3) , N und chemisches Potential n = @—E} :
VN S.N SAY
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Da dU ein vollstandiges Differential ist, folgen die Maxwell-Relationen

&, &), &, &, &5

oV SN oS VN : ON SV oS VN : ON SV oV SN

Was wir oben fir die innere Energie formuliert haben, gilt analog fir die Entropie S. Der Voll-
standigkeit halber sei es hier wiederholt:

Die Entropie S hangt nur von extensiven Variablen ab, d.h. S(U,V,N), und dS ist (bei reversib-
len Prozessen) ein vollstandiges Differential. Aus den Hauptsatzen folgt

irreversible
ds > idU +EdV—£dN fur ] Prozesse
T T T reversible

Extremaleigenschaft: Im Gleichgewicht gilt dS = 0, aber im allgemeinen dS > 0. Daraus folgt,
dass bei festem U,V,N im Gleichgewicht S(U,V,N) maximal ist.

Die konjugierten Variablen bezgl. S sind

1 (oS P oS n oS
U und —:(—) .,V und == (—) , N und :—(—)
T \0U VN T oV UN T ON SV

1.6 Weitere thermodynamische Potenziale

1. Innere Energie: Die innere Energie ist das relevante thermodynamische Potenzial fiir abge-
schlossene Systeme, wo Entropie, Volumen und Teilchenzahl fest sind. Im physikalischen Expe-
riment sind oft andere Variablen kontrolliert. Dann ist es angebracht, durch Legendre-
Transformationen andere thermodynamische Potenziale einzufiihren.

2. Helmholtz freie Energie: Wenn Temperatur, Volumen und Teilchenzahl kontrolliert sind, ist
es zweckmaRig, die Helmholtz freie Energie F(T,V,N) zu betrachten

FTVN)=U-TS =—-PV+uN

dF<-SdT-PdV+pdN.

Konjugierte Variablen beziglich F sind

OF oF
V,N TN TV
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Es gelten die Maxwell Relationen

&, &, §, &, &,
ov. T,N or V,N , ON TV oT VN , oN TV oV, T.N

F ist minimal flr ein System im Gleichgewicht mit festem T, V, N.

Weitere thermodynamische Potenziale mit analogen Maxwell-Relationen und Minimaleigen-
schaften sind

3. Enthalpie. Sie ist geeignet fiir Situationen, wo statt dem Volumen der Druck kontrolliert ist.

HSPN) = U+PV =TS+uN

dH<TdS+VdP+ pudN.

4. Gibbs freie Energie oder freie Enthalpie. Sie beschreibt typische Situation im Chemielabor,
wo Druck, Temperatur und Teilchenzahl kontrolliert sind.

G(TPN)=F+PV =H-TS =uN

dG<-SdT+VdP+ pdN.

5. GroRRkanonisches Potenzial. Dieses Potenzial beschreibt Situationen, wo nicht nur Wéarme
sondern auch Teilchen mit einem Reservoir ausgetauscht werden.

OTV,W)=F-uN =-PV

dQ<-SdT-PdV-Ndyu.

Konjugierte Variablen bzgl. Q2 sind

Q Q Q
TundS:—@—T) , VundP:—@—V) : uundN:—@—)
v Tu Worv
Die Maxwell Relationen sind
&) =& &), = (&) 5. (&)
ov)p ey o e mer)y o ey eV

Q ist minimal fiir ein System mit gegebenem T, V, p.
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1.7 Response-Funktionen (lineare Antwort)

Die Warmekapazitat verknupft die zugefiihrte Warmemenge 6Q mit der Temperaturanderung
dT. Zwei Relationen erscheinen moglich C dT = 8Q oder C dT =T dS. Eine sinnvolle Definition
ist aber nur maoglich fur reversible Prozesse. Also lautet die Definition

CX::T(§) , X =V oder P
T Jyn

Entweder kann das VVolumen (x = V) oder der Druck (x = P) festgehalten werden.

2
FirV =constgilt: S=- @—,ID = Cy=-T (a—';j
VN Ty N

2
Fir P = const gilt:  S=- @_CT}) = Cp=-T (%j
P.N TeN

Beachte: bei konstantem Volumen gilt auch Cy, = @—ITJ) , aber bei konstantem Druck gilt die

VN
S ou
analoge Relation nicht, d.h. Cp#|57) -
P,N
: e 1(oV
Die Kompressibilitat ist Ky=-y/ (8_P) , y=T oder S.
y,N

Der thermische Ausdehnungist o = l(@_\/) .
V\oT PN

Die verschiedenen Response-Funktionen hédngen zusammen. Unter Verwendung der Relationen
zwischen Ableitungen von Kap. 1.0 sowie einer Maxwell Relation finden wir (N ist fest):

=1 (58,7 7[&), + (), (&) o), (5,

2 2
ovV) (P _ ovy'_ 1 __ . of
dh. Cp-Cy =T (8Tj ; (GT) Pl (OT)P @vier; - Vi

Zum Beispiel gilt fur ein ideales Gas: o = 1/T, k7 =1/Pund Cp - Cy, = N k.

Eine weitere nutzliche Relation verknlpft die Abh&ngigkeit der Teilchenzahl vom chemischen

: - Lo (ON N2
Potential und die isotherme Kompressibilitat a = KT

TV
Bew.: Die Ableitung erfullt (8_N) = (6_N) (a—P) . Mit Hilfe der Maxwell Relation
ou oP O
TV TV TV
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OP ON . . . L . ON _ (oN _
(au) = (6\/) drticken wir den zweiten Term durch die mittlere Dichte (av) = (8\/) = n aus.
TV T,u T,P T,u
Lo (AN (P AV N _ (Vv
Den ersten Term schreiben wir mit (ap) (6V> (aN =-1 um als (6P) =-n (6;9
TV T,N T,P TV T,N
Mit der Definition der isothermen Kompressibilitét folgt @—ID =nvVv KT

1.8 Kontaktvariablen und Stabilitéat

1

Kontaktvariablen : Wir betrachten 2 Teilsysteme A 1
und B getrennt durch eine thermisch leitende, beweg- A : B

liche, durchléssige Wand. :

I

U=Up+Ug = const = dUp =-dUg
V=Vp +Vg = const

N=Np+Ng = const

S=Sp+Sp

ds (—GSAJ du (—asBj du (—GSAJ dv
= = + + + ...
ou AT loUu B lov A
AJ VN, B/ vg.Ng AJ U N,

1 1 Pa_Ps Ha kB
(TA_TB) dUA + (TA_TBJ dVA - (TA_TBJ dNA

Im Gleichgewicht ist S maximal, dS = 0. D.h., es muss gelten

Ta=Tg < Bei Warmeaustausch sind im Gleichgewicht die Temperaturen gleich.
Pa =Pg < Bei Volumenaustausch sind im Gleichgewicht die Driicke gleich.
ua = ug < Bei Teilchenaustausch sind im Gl. die chemischen Potentiale gleich.

Der Austausch einer extensiven GroRe zwischen zwei Teilsystemen fiihrt dazu, dass im Gleich-
gewicht die konjugierte (Kontakt-) Variable in beiden Teilsystemen angeglichen ist.

2. Ordnung: Bei Austausch von (nur) innerer Energie gilt in 2. Ordnung am Maximum

1 1 0T,

1 d%Ss. 2 2
d@s== L(dy,)" = ——(dU;
2 ;;B ouU? (dU)) 256 T2 U, (dU;)

2
Da im Gleichgewicht S maximal ist, muss d( ) S <0 gelten. Dies erfordert:
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Konsequenz: A
aZFj (53)
T(— =—T|7:] =-Cy <0
a1?) \, GIVAY

= die innere Energie F(T,V) ist eine konkave Funktion von T.

F

Analog folgt aus den Extremaleigenschaften von F(T,V), dass die Helmholtz freie Energie eine

konvexe Funktion von V ist. D.h. KT = %W >
T.N

e oV

P

>0

T | 1 .
Ahnlichqilt | — =\ (—) =-k1<0, dh. G(T,P) ist eine konkave Funktion von P.
Vv Vv TN

Beispiel (siehe Ubungen): Beim van der Waals Gas ist die freie Energie erst nach der Maxwell-

Konstruktion eine konkave Funktion.

1.9 Mischungsentropie und Gibbs'sches Paradox

Die Entropie eines idealen Gases ist

S(U,V,N) = N'sg+ NKIn [% (%) /2 ]

Zum Beweis zeigen wir, dass dieser Ausdruck mit (8S/0V) y N = P/T die thermische ideale-Gas

Gleichung PV = Nk T liefert, wahrend aus (0S/0U) v\ = 1/T die Relation U =

i N kT und

schlie3lich die kalorische ideale-Gas Gleichung folgt. Offensichtlich ist die Entropie eine exten-
sive GroRe und erfullt S(A\U,AV,AN) = AS(U,V,N). Bei einer Volumenénderung V— V' dndert

sich die Entropie alsoum AS=Nkn % :

Wir betrachten nun 2 verschiedene Gase N1, N,. Am An-
fang sind sie in getrennten Behaltern V1, V,. Nach Ent-
fernen der Trennwand ist V = V1 + V5. Die Entropie-

anderung ist die Mischungsentropie

V V
AS—leInV1+N2kInV2>0 X
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Wenn V4 und V, nun aber dasselbe Gas (also ununterscheidbare Teilchen) enthalten, darf sich
bei gleicher Ausgangstemperatur und -druck, d.h. T; = T, und P = P,, beim Entfernen der Wand
nichts dndern. In der Tat finden wir mit oben angegebener Formel, dass die Mischungsentropie
bei gleichen Teilchen verschwindet. Mit N = N; + Np, V =V + V,, U = Uy + U, und bei
gleichgewahltem Anfangsbedingungen V1/N; = Vo/N, = VIN, U1/N; = U5/N, = U/N gilt

AS:N30+NIn[% (%)ﬂz]—leo—Nlln[\N/—i E—i f/2]_N250_N2|n[\N/_§ E_z)flz]

=0.

Gibbs hatte auf dieses Paradox hingewiesen. In der klassischen Physik darf es keinen Unter-
schied machen, ob wir unterscheidbare oder ununterscheidbare Teilchen betrachten. Erst in der
Quantenmechanik lernen wir die Besonderheit ununterscheidbarer Teilchen kennen. Die N! Zu-
sténde, die sich durch Permutation von N ununterscheidbaren Teilchen ergeben, sind (abgesehen
von maoglichen Vorzeichenwechseln der Vielteilchenwellenfunktion) gleich. Dies ist in dem oben
angegebenen Ausdruck fur S berlcksichtigt.

(Bemerkung: In verschiedenen Textbiichern wird das Paradox aufbauend auf einem einfacheren
Ausdruck flr die Entropie angegeben, der aber nicht extensiv ist, diskutiert.)
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