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Kapitel 5

Leitwert als Streuproblem,
Landauer Theorie

5.1 Allgemeine Vorbemerkungen

5.1.1 Typische Lingen- und Energieskalen

Wir wollen uns in diesem einfiihrenden Kapitel zuerst mit den interessanten Lingen- und
Energieskalen beschéftigen, um den Bereich der mesoskopischen Systeme eingrenzen zu
konnen. Wir werden Metalle und Halbleiter betrachten und uns die Herstellung von Hete-
rostrukturen niaher ansehen. Wir werden Konzepte wie die Zustandsdichte einfithren und
in verschiedenen Dimensionen vergleichen.

Wir beschéftigen uns in dieser Vorlesung vorwiegend mit metallischen oder halblei-
tenden Festkorpern. Die kleinste fiir uns relevante Léngenskala ist der Abstand zweier
Atome im Festkorper, der eine atomare Lingenskala definiert. Diese liegt zwischen 1-3
A. Die Leitungselektronen im Metall oder im dotierten Halbleiter besetzen auf Grund des
Pauli Prinzips Zusténde bis zur Fermienergie, die (im nahezu freien Elektronenmodell)
mit dem Fermiimpuls verkniipft ist Fp = p% /2m. Das Inverse des Fermiimpulses ist die
Fermiwellenlénge Ap = h/pp. Diese liegt im Bereich von 1-100 nm. Der Transport von
Leitungselektronen wird durch Verunreinigungen (Fremdatome, Fehlstellen, ...) oder Pho-
nonen gestort. Die Wechselwirkung der Leitungselektronen mit den Verunreinigungen ist
i.A. elastisch, die mit Phononen dagegen inelastisch. Fine wichtige Grofle zur Charakte-
risierung des Transports ist die mittlere freie Weglénge, liy,,, auf der im Mittel kein
Stof3 stattfindet.

In mesoskopischen Systemen spielt die Systemgrofie L, z.B. die Ausdehnung einer Me-
tallinsel oder die Linge eines Drahts zwischen zwei Kontakten, eine qualitativ wesentliche
Rolle. Z.B ist sie zu vergleichen mit der mittleren freien Weglénge. Ist die mittlere freie
Weglénge viel grofler als L, so ist der Transport ballistisch, im umgekehrten Fall ist der
Transport diffusiv.

Elastische Stofle fithren zu zufilligen aber, da die Storstellen statisch sind, bei wieder-
holten Experimenten reproduzierbaren Anderungen der Elektronenzustinde und Trans-



diffusiv

ballistisch

Abbildung 5.1: Vergleich zwischen diffusivem und ballistischem Transport zwischen zwei
Reservoiren.

porteigenschaften. Sie hdngen von der Konfiguration er Storstellen ab und sind daher
spezifisch fiir die Probe (Fingerabdriicke). Inelastische Streuungen fithren aber im Allge-
meinen zu unkontrollierbaren Phasenverschiebungen der Elektronenwellenfunktion, man
sagt, die Phasenkohédrenz wird zerstort. Die typische Langenskala, auf der die Phasen-
kohédrenz zerstort wird, heift Phasenkohérenzlinge Lg. Die Phasenkohirenzldnge ist
eine wichtige mesoskopische Liangenskala. Systeme von sehr kleinen, mesoskopischen Aus-
dehnungen, wo die Quantennatur und Phasenkohérenz beobachtbar sind, nennt man daher
Quantenfallen, Quantentopfe, Quantenpunkte, Quantendrihte usw.

In makroskopischen Systemen spielen phasenkohérente Effekte keine Rolle. Sie sind
charakterisisert durch lokale Gleichgewichte. Solche Systeme spielen im Folgenden eine
wichtige Rolle als thermodynamische Reservoire fiir mesoskopische Systeme.

Im folgenden eine Tabelle mit wichtigen mesoskopischen Langenskalen:

1 A=0.1 nm Abstand zwischen Atomen

1 nm Fermiwellenléinge in Metallen

1nm-10nm mittlere freie Weglénge in diffusiven Metallen

10nm mittlere freie Weglédnge in polykristallinen Metallfilmen

10 nm-100 nm | Fermiwellenlénge in Halbleitern

20 nm-1 pm kommerzielle Halbleiterbauelemente

10 pm Phasenkohérenzlénge in sauberen Metallfilmen

100 pm mittlere freie Weglénge und Phasenkohérenzlénge in Halbleitern
mit hohen Mobilitédten, bei T' < 4 K

Imm mittlere freie Weglénge in Quanten-Hall-Systemen

Typische Energieskalen

Im Allgemeinen kann man sagen, dass physikalische Abldufe in mesoskopischen Syste-
men durch um so gréflere Energieskalen charakterisiert sind, je kleiner die damit assoziierte
Léngenskala ist. Die typische mikroskopische Energieskala ist die atomare Energieskala von
1-10eV. Sie gibt z.B. den Abstand atomarer Energieniveaus voneinander in verschiedenen
Schalen an. Die Fermienergie in Metallen, Ef, ist typischerweise von der Gréfenordnung
0.5-5 eV.



Eine wichtige Energieskala in mesoskopischen Systemen ist die Ladungsenergie, E. =
e?/20, die durch die Kapazitit C' der metallischen Probe bestimmt wird. Mit sinkender
Kapazitit wird die Ladungsenergie gréfler, und im mesosopischen Bereich kann sie zur
sogenannten Coulomb-Blockade des Transports fithren.

Eine weitere Energieskala, die mit der Ausdehnung des Systems in Verbindung steht,
ist die sogenannte Thouless-Energie, Ej. Sie steht mit einer Zeitskala ¢y = h/FEy in Ver-
bindung, die angibt, wie lange ein Leitungselektron typischerweise braucht, um die Léange
L zu durchqueren. In ballistischen Systemen ist Ey = hvp/L, wobei die Geschwindigkeit
der Leitungselektronen durch die Fermigeschwindigkeit vp gegeben ist. In diffusiven Sys-
temen gilt Ey = hD/L?, wobei die Diffusionskonstante D = vplim,/[ (fiir [ Dimensionen)
den Transport charakterisiert.

In atomaren Systemen spielt der Abstand zweier Energieniveaus ¢ eine wichtige
Rolle. In makroskopischen Systemen ist diese Aufspaltung nicht auflésbar, in mesoskopi-
schen Systemen kann sie jedoch vergleichbar werden mit anderen Groflen.

Inelastische Prozesse und weitere, die die Phasenkohérenz zerstoren, fiihren zu einer
Verbreiterung eines Energieniveaus, charakterisiert durch den Parameter . Damit Pha-
senkohérenz vorliegen kann, muss § gréfer sein als .

Makroskopisch ‘ Mesoskopisch ‘ Mikroskopisch
Festkorper, Nanostrukturen Atome,
Flissigkeiten, Gase (i.A. kiinstlich hergestellt) Molekiile

N — 00,V = 0 L ~ 10-100 nm N~1

n = N/V =konstant N>1 L~ 1A

lokales Gleichgewicht Gleichgewicht nur Quantenmechanik

in Reservioren
I=GU
Leitwert G

z.B. Spannungsabfall im Leiter
j =oE ; E=-VU
materialspezifische
Leitfahigkeit o

I=GU;G=1/R=Ac/L

G hingt von ganzer Probe ab

Ensemble-Mittelung
Selbstmittelung
rel. Flukt. SN/N ~ 1/v/N — 0

Probenspezifische
Schwankungen (Fingerprint)
z.B: Magnetowiderstand R(B)

keine statistischen
Schwankungen

Keine Phasenkohérenz:

partiell phasenkohérent

gm. phasenkohérent

L¢ < L L¢ <L L¢ > L

mittl. Niveauabstand:

§—=0 28« Ep 5>
Thouless-Energie:

Ey—0 Ey>6 keine sinnvolle Grofle

5.1.2 Systeme und Technologie
Metalle und Halbleiter

Fiir Metalle ist die Elektronendichte n ~ 10*2 cm™3, und die Fermi-Wellenlinge A\r ~ 3
A. Die Fermienergie Fr liegt innerhalb eines Bandes.



Fiir Halbleiter gilt n ~ 10 — 10" em ™3 und A ~ 100 nm. Ep liegt in der Bandliicke,
kann aber durch Dotieren an die Kante des Leitungsbandes (n-leitend) oder des Valenz-
bandes (p-leitend) verschoben werden. Die Kriimmung des Bandes an der Kante definiert
die effektive Masse der Ladungstriger. Wenn das Maximum des Valenzbandes im k-Raum
unter dem Minimum des Valenzbandes liegt, spricht man von einer direkten Liicke. Bei Si
sind sie verschoben, und man spricht von einer indirekten Liicke. Typische Parameterwerte
sind in der Tabelle angegeben.

GaAs Si
m*/me 0.067 0.19
Ap 40 nm 100 nm
limp 102 — 10 nm ~ 100 nm
Ls | 200 nm \/kp/T | 40 — 400 nm +/kg/T
direkte Liicke indirekte Liicke

Herstellung von Heterostrukturen
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Abbildung 5.2: Bei Molekularstrahlepitaxie werden Materialien auf das Substrat aufge-
dampft.
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Abbildung 5.3: Mit Hilfe der Elektronenstrahl-Lithographie wird eine laterale Strukturie-
rung erzeugt.



Bei der Elektronenstrahl-Lithographie wird zunéchst ein elektronensensitiver Film
eines “Resist”’-Materials, z.B. das Polymer PMMA, auf ein Trdgermaterial aufgebracht
(Abb. 5.2). Danach wird ein fokusierter Elektronenstrahl iiber die Probe bewegt, um se-
lektiv das geplante Muster der Nanostruktur auf den Film zu schreiben.

Der Film wird daraufhin entwickelt, die bestrahlten Bereiche verschwinden und legen
das Tragermaterial frei. Beim Metall-lift-off-Verfahren (Abbn. 5.3 und 5.4) wird daraufhin
die Probe mit Metall bedampft und schliellich der restliche Resist in einem Losungsmittel
aufgelost. Das dariiberliegende Metall kann dann durch den Lift-off-Schritt entfernt wer-
den, und nur die metallische Nanostruktur bleibt zuriick. Eine Alternative ist, erst eine
Metallschicht aufzudampfen, dann den Resist, und nach Bestrahlung mit Elektronen und
Entwickeln die freigelegten Metallbereiche mit z.B. Chlor-Ionen wegzuétzen (Abb. 5.4).
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Abbildung 5.4: Der  Prozess der  Elektronenstrahl-Lithographie. (Quelle:
http://www.shef.ac.uk/eee/research/ebl/principles.html)

5.1.3 Zweidimensionales Elektronengas

An der AlGaAs/GaAs Grenzschicht kann es zur Ausbildung eines zweidimensionalen Elek-
tronengases (2DEG) kommen. An der Grenze im GaAs variiert die Unterkante des Valenz-
bandes ungefihr linear mit dem Abstand, den wir mit z bezeichnen. D.h. es bildet sich
approximativ ein Dreieckspotenzial V (z) = a + bz fiir z > 0 und V(2) = oo fiir z < 0 aus.
Dagegen héngt das Potenzial nicht von x und y ab. In diesem Potenzial sind die quan-
tenmechanische Zustédnde lokalisiert in z-Richtung und ebene Wellen in der  — y-Ebene,
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Abbildung 5.5: Beispiel einer Heterostruktur, die ein zweidimensionales Elektronengas
(2DEG) ergibt.

d.h.
W(r) = ei(kzwkyy)%(z) (n=0,1,2,...)

Abbildung 5.6: Energien der Eigenzusténde im Dreieckspotenzial V (z).

Bei geniigend niederer Fermienergie gibt es nur einen in z-Richtung gebundenen Zu-
stand mit n = 0. Dann ist das System zweidimensional. Mit wachsender Fermienergie gibt
es mehr gebundene Zusténde, und das System wird quasi-zweidimensional und schlieflich
dreidimensional.

Durch die laterale Strukturierung z.B. mit Hilfe der Elektronenstrahllithographie lassen
sich im 2DEG weitere Strukturen definieren. Z.B. wird das 2DEG unter negativ geladenen
Metallstrukturen auf der Oberfliche weggedringt, und es lassen sich quasi-eindimensinale
Leiter herstellen. Bei geringer Breite und Fermienergie gibt es nur einen in x-Richtung am
Rande verschwindenden Zustand yo(x).

(i) = e*xo(x)po(2)

Mit zunehmender Breite oder Energie nimmt die Zahl der Zusténde zu (\ = /,00, €, ...),
und man geht zu einer quasi-eindimensionalen und schliefflich zweidimensionalen Situation
iiber.
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Abbildung 5.7: Durch laterale Strukturierung lassen sich auch eindimensionale oder quasi-
eindimensionalen Strukturen erzeugen.

5.1.4 Zustandsdichte

In einem n-dimensionalen Elektronengas koénnen sich die Elektronen in allen n Dimen-
sionen frei bewegen. Im 3-dimensionalen Fall spricht man auch von einem ”Bulk”, im
2-dimensionalen von einem ”Quantenwell” und im 1-dimensionalen von einem Quanten-
draht. Der O-dimensionale Fall wird als Quantenpunkt bezeichnet.

Die physikalische Grofie der Zustandsdichte N (E) gibt an, wie viele Zusténde sich pro
Spin in einem Energieintervall [E, E + dE] im Volumen V (Flidche A, Linge L) befinden.
Sie geniigt, wenn eine Funktion ¢g(F), die nur von der Energie abhéngt, iiber alle Wellen-
vektoren summiert werden soll. (Beispiele sind g(E) = 1, um die Anzahl der Zusténde zu
berechnen oder g(E) = E, um die innere Energie zu bestimmen.)

3-dimensional:

Ausgehend von E, = % + Eo; Eg > 0; dE = Zdp berechnen wir die folgende Sum-
me einer GroBe, die nur von der Energie abhéngt:

o8] 3 T 00

0

V o
- . E om(E — Eo)g(E
2m2h3 B dE m m( 0)9( )
=V / dE N*4(E) g(E)
Eq

Durch Vergleich finden wir die Zustandsdichte (pro Volumen)

N3(E) = 2;%3 /2m(E — Eo) O(E — Ey)

2-dimensional:
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1-dimensional:

otk = L | am aB) =L ["ap NE)(E)

N Nld(E)Z%'m'Q(E—EO)

quasi-2-dimensional:

Beim Ubergang vom 2DEG zu drei Dimensionen spielen mehrere Zustéinde in z-Richtung
eine Rolle. Die entsprechenden Zustandsdichten addieren sich auf. Asymptotisch ergibt
sich die 3-dimensionale Zustandsdichte.

quasi-1-dimensional:
Analog gibt es bei Leitern endlicher Breite einen Ubergang von 1 zu 2 Dimensionen.
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Abbildung 5.8: Energien und Zustandsdichte eines quasi-2-dimensionalen Systems

Allgemein gilt in d Dimensionen

d -
ViE) = Y | G ~ Euli)

5.1.5 Leitfahigkeit

Die elektrische Leitfihigkeit o gibt die Féhigkeit der Leitung elektrischen Stromes an. Sie
ist im klassischen Sinn des Ohmschen Gesetzes als Proportionalitdtskonstante zwischen der
Stromdichte fund dem elektrischen Feld E definiert. Fiir riumlich und zeitlich konstantes
Feld gilt 5 = 6E. Bei einem orts- und zeitabhéngigen Feld wird dies nach Fouriertransfor-
mation zu j(§,w) = 6(§,w) - E(,w). La. ist dabei die Leitfihigkeit &(¢,w) bei anisotropen
Materialien ein Tensor. Oft reicht aber zur Beschreibung ein Skalar.
Drude-Leitfiahigkeit

Das Drude-Modell beschreibt klassisch den Ladungstransport in Metallen. Es geht
dabei von einem idealen Elektronengas aus, das sich in einem Kristall bewegen kann und
verantwortlich fiir die Stromleitung ist. Wird ein dufleres elektrisches Feld angelegt, so
werden die Elektronen beschleunigt, bis sie durch einen Streuprozess nach der Zeit 7
wieder abgebremst werden.

j = n-e-v

p = mi=ebk— —7

33

Hier ist n die Elektronendichte und v die Elektronengeschwindigkeit. Die innerhalb der
Zeit T zuriickgelegte Wegstrecke bezeichnet man als mittlere freie Wegléange, | = v - 7.

10
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Abbildung 5.9: Zusténde und Zustandsdichte eines quasi-1-dimensionalen Systems

Somit lasst sich die Drude-Leitfdhigkeit fiir Gleich- und Wechselstrom berechnen.

. s 2 =g g 2
Gleichstrom: j= %E = oF = g= ”inf
s 2 =g 2
Wechselfelder: Jlw) = méiiw)E(w) = ow)= %

5.2 Boltzmann Transporttheorie

Der folgende Abschnitt stellt eine kurze Wiederholung der Boltzmann Transporttheorie
von Kapitel III dar mit einigen Ergénzungen zum diffusiven Verhalten. In der Vorlesung
wurde dies nicht wiederholt.

5.2.1 Boltzmann-Gleichung

Die Boltzmann-Gleichung beschreibt die statistische Verteilung von Teilchen in einem
Medium. Die zentrale GroSe ist f(7, p,t), die Verteilungsdichte von Elektronen am Ort 7
mit Impuls p zur Zeit t. Im Gleichgewicht wird sie durch die Fermiverteilung

1
fY(Ey) = BT
eFT 41

beschrieben. Die Dichte und Stromdichte berechnen sich aus f(7,p,t) durch Summation
iiber alle Impulse zu

S 1 o
TL(T',t) = VZf(Tapat)
p,o

-, 1 e 55
j(T’,t) = Vzapf(rapat%
p,o

11



wobei e = —|e| die Elektronenladung ist, und die Gruppengeschwindigkeit durch v, =
ﬁpEp definiert ist.

Wenn sich die Elektronen unter dem Einfluss eines dufieren Feldes E bewegen, dndert
sich die Verteilungsfunktion im Phasenraum geméf

Po oo rran— (2F
(815 + mvT +eF Vp) f(rpit) = <8t>cou (5.1)

Das StoBintegral auf der rechten Seite beschreibt die Anderung der Verteilungsfunktion
durch StoBe. Griinde kdnnen elastische Streuung an Storstellen, inelastische Streuung an

Phononen oder anderen Elektronen sein
0 0
(&), (3)
ot el—ph ot el—el

0 0
(5.0 [G).
coll 0P | elastisch

Die Berechnung des entsprechenden Stoffintegrales erfolgt in der Regel im Rahmen
der zeitabhéngigen Storungstheorie. Details sind in der Literatur beschrieben. Hier geben
wir als Beispiel das Ergebnis fiir Storstellenstreuung an Storstellen mit Dichte njy,p und
Wirkungsquerschnitt o(v¥;;7) fiir Streuung von der Richtung p im Impulsraum in die
Richtung p’ an

inelastisch

(;fhm)_ i r [ (07 £~ T

E— f(m+nimva/dQ

Timp

™
Q
—
<
Sy
=
=
=L
N—

mit
Tomp (P) = Nimp VF / dQy o (V55)

Bei der s-Wellenstreuung wird diese konstant (isotrop) angenommen. Dann reduziert sich
das Stofintegral auf

(57), =7~ ) (53

Timp

wobei

<...>=/dzf/...

Man erkennt, dass Storstellenstreuung dazu fithrt, dass eine beliebige Verteilungsfunk-
tion zu einer isotropen Verteilung relaxiert. Analog kann man zeigen, dass Elektron-
Phonon-Streuprozesse die Verteilungsfunktion auf eine thermische Verteilung, d.h. die
Fermi-Funktion, reduzieren, wobei die Temperatur die der Phononen ist. Allgemein gilt,
dass die Stoflintegrale verschwinden, wenn die Verteilungsfunktion eine lokale thermische
Verteilung ist. Dies erlaubt z.B., dass das elektrische Potential einen rdumlich variierenden
Wert hat, wie wir es fiir eine klassische Situation erwarten.

12



Abbildung 5.10: Verschobene Fermikugel im Impulsraum

Hiufig geniigt es, fiir das Stoflintegral einen Relaxationsansatz zu machen

of 1
<at> coll B _;5!}0

wobei d f die Abweichung vom Gleichgewichtswert bezeichnet, die durch die St68e zerfallt.
Je nach Fragestellung konnen in dieser einfachen Néherung Erhaltungssitze wie die Teil-
chenzahlerhaltung verletzt werden, was natiirlich ausgeschlossen werden muss. In solchen
Fillen muss das Stofliintegral sorgfiltiger ausgewertet werden.

5.2.2 Boltzmann-Leitfahigkeit

Aus der Boltzmann-Gleichung lésst sich nun die Leitfihigkeit berechnen. Wir betrachten
dazu eine stationére (zeitunabhingige) und rdumlich homogene Situation. Ein homogenes
angelegtes elektrisches Feld wird die Verteilungsfunktion im Impulsraum verschieben (Abb.
5.10), dagegen wird die Storstellenstreuungen die Verschiebung riickgéngig machen und
die Verteilung relaxieren. Entsprechend machen wir den Ansatz

I L
f(T7p’t) ~ f(E - Ep 'pdrift) ~ f0+ 6f
wobei pariy bzw. §f zu bestimmen sind.
Einsetzen des Ansatzes f = fO+ ¢ f in die Gleichung (5.1) mit dem Stofintegral (5.3)
liefert in erster Ordnung in E

1

eE -V, f0 = ———6f

Timp
und
0
of = —TimpeE-Upaa‘;

13



Damit erhalten wir fiir die Stromdichte

j o= e— va [f2(Ep) + 6f]

d3p L . 8f0
Timp 262/va (’Up . E) <_8_E>

0
= TlmpzeQ/N dE< %’;)/dfp*(a E)
™

Da die Ableitung der Fermifunktion —0f0/0F fiir tiefe Temperaturen an der Fermikante
einen scharfen Peak aufweist und weg davon verschwindet, kann die Energieintegration
leicht durchgefiithrt werden mit dem Ergebnis, dass alle Energien und Geschwindigkeiten
die Werte an der Fermickante annehmen. Die Winkelintegration 148t sich ebenfalls leicht
durchfiihren und liefert einen Faktor 1/3. Fiir Stromdichte und Leitfahigkeit folgt damit

—

7 = 2N(Ep )%FrlmpﬁzaE,
o = 2¢’N(Ep)D.

Hier ist D = Tlmp die Diffusionskonstante. Setzen wir noch die bekannten Ausdriicke fiir
Zustandsdlchte und Ladungsdichte ein, erhalten wir das bekannte Ergebnis o = ne?7iy,.

5.2.3 Diffusiver Transport

Wir betrachten eine Situation, fiir die die Storstellenstreurate 7, , sehr groff ist. Da-
durch wird eine im Impulsraum anisotrope Verteilungsfunktion schnell relaxieren, aller-
dings dndert sich die Energie dabei nicht. Wir fithren nun neue Variablen ein, die Energie
E = E, 4+ U(7) und die Richtung des Impulses p, die dies beriicksichtigen. Fiir diese
Funktion f(7, E = E, + U(7), p,t) = f(7,7,t) gilt

<§t+ Ly, +]3V>f(F,E,ﬁ,t) - (aaﬁ Py, + 2 (VU);E (VU)[‘?; o
- <;+ Ty,
e VU)[ 1£ e psii()azp]>f(  E.,1)

of T of
<8t>coll - —Timp [f B <f>} ! <m>inel

Was die Storstellenstreuung betrifft, haben wir wieder s-Wellen-Streuung angenom-
men. Da die Verteilungsfunktion f (7, E, p, t) fiir starke Storstellenstreuung annéhernd iso-
trop ist, entwickeln wir sie nach s- und p-Wellen, f(f", E.;p,t) = fo(F,E;t)+p- ﬁ(f’, E,t),
und fithren die folgenden Schritte durch:
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Abbildung 5.11: Moglicher Verlauf des Potentials U(7) in einer Dimension. Peaks stellen
Storstellen dar.

1. Mittelung der Boltzmann-Gleichung iiber p mit (f) = fo

B P oo SRR S I S O K
it (¥ I) = (V0 oy, * g ) 1) <<(‘%>>

(%)
ot inel
2. Multiplikation der Boltzmann-Gleichung mit p und anschlielende Mittelung

%@@.fl» +<ﬁ<z-v7«f0)> ——T:np ((5-71)) +<ﬁ <g{> >

inel
TV

-~

=1 PEy, .f :ﬁfi-VU Klein, da O(E2)

1 1PF
» grof 35 Vo

— fi klein

37’imp

1 . _
35y klein, da 7, -

Diese Gleichung 148t sich ndherungsweise nach dem anisotropen Anteil 16sen

—

pPr
fl ~ _Timpivv"f(]-
m

Auf diese Weise erhélt man eine geschlossene Gleichung fiir den isotropen Anteil, die man
als Diffusionsgleichung mit dem Diffusionskoeffizienten D = %U%Timp auffassen kann

9 2, _(9fo
gifo = PVrfo= (at)
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Abbildung 5.12: Ein Punktkontakt in einem 2-dimensionalen Elektronengas

5.2.4 Sharvin-Leitwert eines Punktkontaktes

Wir betrachten einen ”Punktkontakt” in 2 (oder 3) Dimensionen mit geringer Breite W
(oder Querschnitt A). Er verbindet zwei Halbraume (L fiir x < 0 und R fiir z > 0), an
die verschiedene elektrischen Potenziale +£eV/2 angelegt sind. In diesen Reservoiren sind
die Verteilungsfunktionen Fermifunktionen mit den entsprechenden elektrochemischen Po-
tenzialen. Elektronen, die durch den Punktkontakt propagieren haben die entsprechende
Verteilung. Der Strom fiir den 2-dimensionalen Fall ist daher

()
I

“p_; dp
2e |:/pz>0 W’Upr(Ep) + /pz<0 vafR(Ep)

2
= 2 / d’p by [fO(Bp — eV/2) — fU(E, + eV/2)]
pe>0

(2mh)2

Damit wird der Gesamtstrom durch den Punktkontakt
1 [/ 2d 0 0
I= 26W2— dpcosp | dEN*Y(E)v [f(E, —eV/2) — fU(E, + eV/2)]
T J—7/2

Die Winkelintegration liefert einen Faktor 2, die Energieintegration ist beschrinkt auf die
Nihe der Fermikante und liefert einen Faktor vp N24(Eg) eV . Somit gilt

2
I=2W Q—UFNM(EF)eV =Gy
T
mit
m  Whkp 2é?

2 2

2d 2 2d 2

= 2 —upN*““(Ef) = 2 — V) —— =

G W 27TvF (Er) W 27TUF27rh2 T h
Wkrp 2

T Rk
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Der erste Term vergleicht die Breite des Kontaktes mit der Fermiwellenldnge. Der
zweite Term fiihrt einen ” Quantenwiderstand” ein
h
Rk = — =25,8..kQ, (5.5)
e

der auch bei dem von K. von Klitzing gefundenen Quanten-Hall-Effekt eine Rolle spielt.

Fiir 3 Dimensionen findet man analog G3¢ ~ A k% 2/Rk.

5.3 Leitwert eines 1-dimensionalen Leiters

5.3.1 Leitwertquantisierung

Wir betrachten nun einen eindimensionalen Leiter (im Sinne, dass in die 2 anderen
Raumrichtungen die Elektronenwellenfunktionen im Grundzustand sind) zwischen 2 Re-
servoiren auf den Potenzialen +eV/2. Der Strom ist nun

dp dp
] = Bl il
> I:/pz>0 QWhvpr(Ep) " /pz<0 QWhvpr(Ep)}
2
- 3"’ dEN'Y(E) [f°(E, — eV/2) — [*(E, + €V/2)]
2e 2 1 dFE
5 | Bk amjap dp |

FU(By — eV/2) = f(By +eV/2)]

In der letzten Zeile haben wir die 1-dimensionale Zustandsdichte und die Gruppenge-
schwindigkeit jeweils durch Ableitungen der Energie nach dem Impuls ausgedriickt. Be-
merkenswerterweise kiirzen sich die Ausdriicke weitgehend gegeneinander, so dass alle Ma-
terialeigenschaften herausfallen wie z. B. die effektive Elektronenmasse. Das verbleibende
Integral liefert nur einen Faktor proportional zu eV, und wir erhalten

e2

I1=2—-V.
h

D. h. der Leitwert eines 1-dimensionalen Leiters ist gegeben durch den Quantenwiderstand

e2 2
G=92-~- =", 5.6
W B (5.6)
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eV | eV
“L=EF+_ —_— I d uRzEF—_

w(F)=€" X, (y)do(2)

Abbildung 5.13: Die Wellenfuntion in einem eindimensionalen Leiter

Ein einfaches Beispiel bildet das Konzept eines eindimensionalen Leiters, der sich zwi-
schen zwei Reservoiren befindet. Die Reservoire unterscheiden sich durch unterschiedliche
elektrochemische Potentiale p1 und ps. Der Leiter hat eine Ausdehnung in y-Richtung
von d, wie in Abb. 5.13 dargestellt. Die Wellenfunktion des Elektrons wird dann durch
folgende Gleichung beschrieben

k() = exp(ik)xn(y)po(2)-

Dabei gilt fiir die Bewegung in y-Richtung und deren Energie

2 2
—sin ™y, g -
Xa(y) Smdn’E" 2m(d>'

Die Gesamtenergie des jeweiligen Zustands berechnet sich dann zu

h2k?

Eyy, = Eg+ EY) +

Betrachten wir zunédchst nur n=1, also den Grundzustand in y-Richtung.

I = 26% > wpfulp) + > vpfr(p)

p>0 p<0
Qe;/dE NY(E)v, [fo <E+ e;/> —f° (E— e;)]

Bei der Berechnung des Stromes I muss der Faktor 2 fiir den Spin und die Elektronenla-
dung e beriicksichtigt werden. Die Differenz der Summen erhalten wir aus der Wahl der
x-Richtung, da nur Elektronen im Leiter zum Strom beitragen, die entweder von links mit
positivem Impuls p > 0 oder von rechts mit negativem Impuls p < 0 kommen.

Wir beriicksichtigen, dass die Gruppengeschwindigkeit v, = aa—% ist, und sich in 1
Dimension die Zustandsdichte schreiben léasst wie
ld( ) _ l 1
2th OE/0p

18



D.h. das Produkt aus Gruppengeschwindigkeit und Zustandsdichte ist nur eine einfache
Konstante. Damit l4sst sich das Problem weiter vereinfachen

1 1 eV eV
I = em/dEaE/apaE/ﬁp [fo (E+2) —f0 (E— 2)]

2eeV e2
A . V =GV.

Fiir eine eindimensionalen Leiter hat er Leitwert einen universellen Wert G = 2¢?/h =
1/R, der unabhingig vom Material ist. Derselbe quantisierte Leitwert tritt auch beim
Quanten-Hall-Effekt auf, der von von Klitzing entdeckt wurde. Der Wert des entsprechen-
den Widerstands ist

h
Rk = — = 25,8... k.
(&

Quasi-eindimensionaler Leiter Gehen wir nun von der Betrachtung von n = 1, also ei-

N(E)
A

E

\J
tn

E+EY E+EY Eq+EY

Abbildung 5.14: Zustandsdichte und Energien eine quasi-1d Leiters

nem ”Kanal”, iiber zu einer Betrachtung mehrerer Kanéle ny in einem quasi-eindimensionalen
Leiter. Jeder Kanal 1 < n < np habe die Eigenschaft

Ey+EY < Ep.

WEeil fiir jeden Kanal das Produkt aus Zustandsdichte und Gruppengeschwindigkeit kon-
stant ist, folgt daraus, dass jeder Kanal gleich viel zum Gesamtleitwert von

22

beitrigt.
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5.3.2 Barrieren im Leiter

Als nichstes wollen wir uns mit dem Problem auseinandersetzen, was der Leitwert ist, wenn
im Leiter Barrieren auftreten. Diese konnen beispielsweise durch gezielte Strukutierung im
2DEG oder durch Storstellen entstehen.

E
elkx—b' —Pte"“
el W 07
re <—
}x
@ E V(x)
A
R PO e N S L
- . (k4+*) sinh? (o )+ (2k k)}
> X
by £
A V(x)
WKB: T%exp(—ZJ‘fdx\/zmwTM)

(c) E
Vix)
V(x)=V(0)—%mw§xz
1
T=
\ i 1+exp(2n(v(0)_E))
hw,

Abbildung 5.15: Beispiele fiir Barrieren und die Transmissionswahrscheinlichkeiten.

Wie wir anhand der Beispiele sehen, ldsst sich ein Transmissionskoeffizient (Reflek-
tionskoeffizient) finden, der angibt wie viele Elektronen die Barriere iiberwinden (an ihr
reflektiert werden).

Fiir einen Kanal gilt dann

9 2
G = %T(EF).

Der Trnsmissionskoeffizient hdngt von der Energie ab. Betrachten wir mehrere Kandle, so

20



h i ! '

Jeder Kanal trigt also mit dem jeweiligen Energie-abhéingigen Transmissionskoeffizient als
Gewichtungsfaktor zum Leitwert bei.

Die Formeln zeigen, dass G und R = é auch fiir "= 1 endlich sind. Das wére dadurch
erkldrbar, dass man sagt, der Punktkontakt trenne die beiden Reservoire ab. Eine weitere
Frage, die sich daraus ergibt, ist die nach dem Ort der auftretenden Dissipation aufgrund
des nichtverschwindenen Widerstandes. Diese findet in den Reservoiren statt.

Wie wir im néichsten Abschnitt jedoch sehen werden, postulierte Landauer, dass der
Leitwert gegeben ist durch

Das bedeutet, dass der Leitwert G bei einer idealen Transmission von T = 1 unendlich
wird, wihrend fiir den Widerstand R = G~ = 0 gilt.

5.3.3 Die Formel von Landauer, 2-Punkt- gegen 4-Punkt-Messung

Wir betrachten einen Zweipunktkontakt, jedoch erweitern wir ihn um zwei Spannungs-

messkontakte mit den chemischen Potentialen py, und pg, wie in Abb. 5.16 gezeigt. Wir
2

betrachten einen Kanal, fiir den Landauer G4p = 2%% postuliert. Der Vorteil dieses Pos-

tulats ist, dass fiir T' = 1, also ideale Transmission, G4p = oo ist.

Reservoir

/ idealer Leiter \
¥
My T 5 Hy
Hy Mg

Abbildung 5.16: Der Leitwert eines Zweipunktkontaktes ohne zusétzliche Spannungsmess-
kontakte ist definiert durch Gop = el/(p1 — p2). Fithrt man wie dargestellt zusétzliche
Spannungsmesskontakte ein, so erhalten wir ein 4-Kontakt-System mit einem durch
Gup = el /(ur — pr) definierten 4-Punkt-Leitwert.

Im Weiteren stellen wir nun die Verteilungsfunktionen f*(E) fiir links und f#(F) fiir
rechts der Barriere auf (Abb. 5.16). Jede der Verteilungsfunktionen hat dabei einen nach
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rechts — und nach links < laufenden Anteil.

FUE) = S (E) + £ (B))
P E) = E - )
frB) = RfE— )+ Tf(E — p2)
FRE) = L)+ £ (B)
FE) = TE—m)+ RfFOE — o)
FR(E) = P - )

fL(-— A fL-y th-— J\fR-}
o TN //———1\\
T |
‘ R=1-T S
) r4)
Hi  H» Ha Hy Hy My Hz  Hyq

Abbildung 5.17: Die Verteilungsfunktionen links und rechts der Barriere fiir jeweils
Vorwérts- und Riickwértspropagation.

Die chemischen Potentiale der Spannungsmesskontakte werden so eingestellt, dass kein
Nettostrom flieit. Hierzu muss das Potential bei einer beliebigen Verteilungsfunktion f(E)
gewihlt werden als i = [;° dEf(E).

Um dies zu beweisen, beobachten wir zunéchst, dass fiir fO(E) = {exp (%) +1}71 of-

fenbar i = p. Beim Spannungskontakt L in Abb. 5.16 fordern wir, dass I = Q—he [dE[f(E)—
fUE —p)] = %[ dEf(E) — pr] verschwindet. Somit muss p, = i = [ dEf(E) gewéhlt
werden. Analoge Schliisse gelten fiir andere Spannungskontakte.

Nun koénnen wir gz, und pgr sowie deren Differenz berechnen.

i =y [AB (B + ()

pr = g+ R+ To) = Sin(1+ ) + o1~ R

PR = %(TM1+RM2+M2)=%[M2(1+R)+M1(1—R)]
po—pn = 3 — )0+ R) = (1= R)] = R — po)
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Ausgegangen waren wir von Gaop = m = %T fiir einen Zweipunktkontakt. Das

Ergebnis fiir einen 4-Punkt-Kontakt, bei dem zusétzlich zwei Spannungsmesskontakte links
und rechts des Streuers eingebaut werden, lautet

I I 1 22T
(ne —pr)/e (1 —p2)/eR  h R

und bestéatigt das Postulat von Landauer.

5.4 Multikanalproblem

Wir wollen nun das 1-Kanal-Problem auf ein Multi-Kanal-Problem erweitern. Im All-
gemeinen gilt ndmlich, dass eine einlaufende Welle im Kanal n in anderen Kanélen m
transmittiert werden kann bzw. in andere Kanile n' reflektiert werden kann. Um dies zu
illustrieren betrachten wir das System aus Abb. 5.18 und stellen die Wellenfunktionen der
Elektronen fiir die Bereiche “weit 17, “eng” und “weit 2” auf. In der Nidhe der Grenzen
gibt es auch zerfallende Wellen mit imaginirem Wellenvektor.

y
L.
Uy X1 X3 i,
‘)W1 ‘—])"2 ‘)LIJOM
1 eng 2

Abbildung 5.18: Weite Zuleitungen in Bereichen 1 und 2 sind durch einen engen Leiter
miteinander verbunden.

weit 1:
v (z,y) = o0 (@) + i@, y) + i, (@)
. B2k
oW (@,y) = XP)e**, Ep=ec,+ o
ik h2k2,
V(e y) = Y ey @)e T B = ey 5t
n’ m
2.2
(1) _ (1) K, 1nx _ h Hn”
wdecay(x’y) - ch”nxn” (y)e T EF—En”_ m
eng:

H ) = SO e + ]
p

+ Z X](jng) (y) [ap/enp/x + Bp/eﬂsp/x]
p
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H2k2 h?K2,

mitEFZEP"—T,mp:Ep/—

2m

weit 2:

VO (2,y) = Pi(a,y) + i, (2,y)

(2) Z (2) (0 \ ikma h2kZ,
wout(‘r’ y) = — tmnXm (y)e ’ Ep=c¢en+ om
2,2
(2) _ (2) —Ryp! T _ _ h R
wdecay ("L" y) - E / Cm/n X (y)e , Ep=ep om

Die Randbedingungen bei x; folgen aus der Stetigkeit der Amplituden und deren Ablei-
tungen,
YW (@1 —0,y) = 0 fiir y > yp oder y < 1

W (@1 —0,9) = 99 (@1 +0,y) und 'O (2 = 0,y) = "9 (21 +0,y) bei y € (y1,v2)
und analog bei x».

Dieser Satz von Gleichungen fiir die Koeffizienten ist numerisch 16sbar. Damit l4sst
sich dann der Leitwert berechnen,

2¢? 2¢? 5  2¢?
— § — § - T
Gop = A a T.(er) = A [tmn|® = A Tr{t't}

n,m

mit 7,, = Y, |tmn|?. Ein einlaufender Kanal n trigt also zur Amplitude der auslaufenden
Kanéle m bei.

5.5 Adiabatische Einschniirung

In diesem Abschnitt betrachten wir einen Leiter mit einer langsamen Variation des Durch-
messers und untersuchen die Konsequenzen fiir den Leitwert.

Abbildung 5.19: Eine adiabatische Enschniirung in einem Leiter.

Wir nehmen an, dass das Potenzail in y-Richtung steile Wénde hat,

0, |yl <d(x)/2

00, sonst.

U(z,y) = {
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aber die Breite d(x) langsam, d.h. adiabatisch, von z abhéingt. Konkret nehmen wir an,
dass die Kriimmung p der Variation grof ist im vergleich zu d.

Das System wird durch folgende Gleichung beschrieben
h2
o (024.33) + U] vilenn) = Bn(o.o).
Wir machen den Ansatz

YE(@,y) =Y np(@)xn(y; )

Dabei hingt x,(y;x) nur parametrisch von x ab. Aufgrund des Kastenpotenzials in y-
Richtung ergibt sich folgende Nidherungslosung
d(z)

+
Xn(y; ) = sin (Wyd(g;; ) mit n=1,2,...

Dabei 16st ., (y; ) folgende Eigenwertgleichung

h2
{_maj + U(z, y)} Xn(Y; @) = Up(z)xn(y; 2)

2
mit Up(z) = % (%) . Wir werden sehen, dass Up,(x) ein effektives Potenzial fiir ein

verbleibendes 1-dimensionales Problem darstellt.

Setzen wir unseren Ansatz in die Schrédingergleichung ein, so erhalten wir

{—2}1(82+82)+ny]2%1; )xn(y; ) EZ%E ) Xn(y; 2)
= En:xm(y; z) [—;na% + Un(x,y)} Unp(z) + ; <—2}i> [2 (81,%15(95)) ((,i;xn(y; $)>

82
+ %E(af)aman(y;l’)}

Multiplikation mit x7,(y; «) und Integration iiber y liefert

2
Z 5n’n {—;;nag + Un(x):| wnE =K Z 5n nwnE ) + Z )\n’nwnE(m)

mit
2

2
Zx\nnwnE . Z/ dyx (y; [ (ixn(y;x)) £;+§ﬂxn(y;w)] Unp(@).

A beschreibt hierbei die Ubergiinge n <+ n’. Fiir die adiabatische Einschniirung d/o < 1

ist Aprp, klein (vgl. Born-Oppenheimer Néherung) und wird vernachlissigt. Das verbleiben-
de Problem,

[ i 502+ Up(x )] Ynp(r) = Efnp(z)

ist eindimensional in dem effektiven Potential U, (x). Fiir dieses effektive 1-dimensionale
Potenzial konnen wir nun wieder die Transmissionskoeffizienten bestimmen

In Abb. 5.20 ist die Situation fiir 71 ~ T5 ~ 1 und 0 < T3 < 1 skizziert. Die Kanile
offnen sich fiir einen breiter werdenden Kontakt nacheinander (Abb. 77).
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Abbildung 5.20: Verlauf des effektiven Potenzials U, (x) fiir zwei verschieden breite Ein-
schniirungen.

}EF

Abbildung 5.21: Sukzessives Offnen der Transmissionskanéle.

5.6 Multi-Kontakt-Systeme

Wir diskutieren nun Multi-Kontakt-Systemene, wie das 6-Kontakt-System in Abb. 5.22.
Fiir die Beschreibung eines solchen Systems benttigen wir die Transmissions- und Refle-
xionsamplituden fiir Uberginge von Kontakt o nach Kontakt § aus Kanal n nach Kanal
m7

B« Ba . Lo _ joo
tm(—n tmnv Tmn = tmn

Fiir den Leitwert benotigen wir die Transmissionswahrscheinlichkeit Tig,(E) von « nach

’ Ng Na No No
Tﬁa Z Z |t5a ) Z Z |Tmn - OlOé(E)
m=1n=1 m=1n=1

Den gesamten Strom I, berechnen wir iiber die energieaufgelosten Teilstrome i, (E),

ia(B) = 53 (Ta(B)al B) —~ Tup(E) f5(B)

I, = /dE io(E)

Wir berechnen den linearen Leitwert, d.h. wir nehmen an, dass die Potenzialdifferenzen
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x=6 o=5

Abbildung 5.22: Leiter mit 6 Kontakten.

klein sind, pq =~ Ep. Darum gilt
0f°(e)

Oe e=E—FEp

fa(B) = f(E — Ep) — (a — EF)

Im Gleichgewicht gilt fiir alle o, dass po = € also fo = fs. Aus

ia(B) = = " (T3l E) ~ Tug(E)f(E — Er) =0

B#a
folgt
> TpolE) = Top(E
BFa B#a
und somit 2
e
Z Top(E — fa(E)].
575a

Fiir den Strom im Kontakt « erhalten wir daraus

o o e (<) b

pF#a

2¢? Mo — Hp
= — Tog(Bp)——
h Z Oéﬁ( F) e

p#a

_ Ha — Hp
— ZG -

B#a
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mit Gog = %Ta/g(Ep). Wenn wir insgesamt N, einlaufende Kanile haben, gilt N, =
> Bta T + Re. Damit 148t sich der Strom noch weiter umformen zu

2¢?
Io = T Z Top(Er)(pa — pp)/e
BFa

2¢? Ha I
= T(Na - Ra)? - Z Toeﬂ(EF)jB
B#a

Als Konsistenztest priifen wir die Stromerhaltung > I, = 0.

SNn, = %e [Z(Na —Raita =) ) Taﬂuﬂ]

a fta

e Zﬁ;ﬁa T3a o

_ %6 [NQ_RQ—ZTM]M:O.
o ot B

Dieser Ausdruck zeigt auch, dass eine konstante Verschiebung aller p, den Strom nicht
dndert, so dass man eines der pu, = Er setzen kann.

Wir wollen nun zwei Beispiele diskutieren, um Anwendungen des Formalismus kennen-
zulernen.

2-Kontakt-System Wir betrachten das in der Abbildung dargestellte System. Es gelten
die Relationenh :—IQZI, T12:T21 :T, N1 :N2:N:1, R1 :RQZR:N—T

1 2

Abbildung 5.23: 2-Punkt-Geometrie

h
—I = (N — -T
% ( R)Ml 2
h

——1 = (N — -T
% ( R)MQ M1

Die Differenz der beiden Gleichungen liefert
h
2l = (N = R)(u1 — p2) + T(p1 — pi2)

= (N=RA4T)(u1 — p2) = 2T (p1 — p2),
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und somit

I 2¢2
—_— = —T =0
(n1 — p2)/e h

Die Addition liefert dagegen die triviale Beziehung

0 = (N-—R)(m+p2)—T(p + p2)
T

4-Kontakt-System Wir betrachten nun ein System mit jeweils zwei Strom- und Span-
nungskontakten. Die Spannungskontakte sind nur schwach angekoppelt (die Messung der
Spannungen soll die Situation miglichst wenig verdndern) und wir nehmen an, dass sie
symmetrisch angekoppelt sind, d.h. 7 = T3 = Ty < 1 (also auch Rz = R4). Wir mochten
Gup = el / (3 — p14) bestimmen.

Stromkontakt Stromkontakt

Hy ‘ H;

1 1
- i ——

Hy U,

Spannungskontakte

Abbildung 5.24: 4-Punkt-Geometrie

h
%I = (1 —Ri)p1 — Tiopo — Tizps — Thapea
h
—%I = (1= Ro)po — Torpn — Toguz — Toapia
0 = (1—R3)usz—Taip1 — Tsopo — T3apta
0 = (1—Ra)pa —Typr — Tugpo — Tyzps

Wir schétzen die Transmissionen ab:
Ty = Ty =T+ 0(?)
Ty = TI'=T35 =Toa =Ty
Ty = 7+Rr=TyH="Ts="Ts
Tay = 72T =T =0(r?) < 1.
Unter Vernachléssigung der Terme O(7) ergibt sich aus der der Differenz der ersten beiden
Gleichungen (5.7) und (5.7)
2h
5ol = (1= R — p2) = Tra(uz — pua) + O()
= (1= R+T)(u1 — p2) =2T (11 — p2).
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Die Differenz der letzten beiden Gleichungen (5.7) und (5.7) liefert

= (1 - R3)(us — pa) — Ta1(p1 — p2) — Ta2(p2 — p11)
= (T3 +Tes + @3)(#3 — pa) — (Ts2 — T31) (2 — p11)

~0
T30 — T3
s = 22— ) = Rps — m).
13 — fa Tos 7 T1 (2 — p1) = Rpz — p1)
Somit gilt
I 2e?
Gop = < -
1 — 2 h
el el 2e2T
Gap = = =—=.

pa—p3 R —p2) h R

5.7 S-Matrix fiir Streuung

Wie kénnen wir den Transport in Systemen beschreiben, die sich z.B. als Reihenschal-
tung vieler Streuer auffassen lassen? Hierbei stellt sich das Konzept der Streumatrix, kurz
S-Matrix, als niitzlich heraus, das die Amplituden einlaufender Wellen mit denen der aus-
laufenden verkniipft. So lassen sich Subsysteme durch S-Matrizen charakterisieren und die
Transporteigenschaften des gesamten Sytems ergeben sich aus einer geeigneten “Matrix-
multiplikation” der S-Matrizen. Im Folgenden wollen wir die Eigenschaften der S-Matirzen
genauer untersuchen.

Yy

L) X
q}z‘Ln S w;uz
g - -~ Y

Die von links und rechts einlaufenden Wellen seien

Np
_ Zanezknmxn § :a e —ik], :EX;L )
n=1

xn(y) und x/,(y) beschreiben die Komponenten der Wellenfunktion senkrecht zur Trans-
portrichtung. Die auslaufenden Komponenten sind

out Zb e zknw out Zb/ —ikl x / )
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Die Anzahl der einfallenden und der auslaufenden Komponenten kann gleich angenommen
werden. (Wenn erforderlich kénnen zusétzliche Amplituden ein- oder auslaufender Wellen
als verschwindend angenommen werden.) Wir erhalten die S-Matrix

by S11 . SN, S1Np+1 . S1,N.+Ng ay
by, | Snga oo SNy, SNy Np+1 -+ SN N.4Ng an,
/ - !
bl SNL+1,1 LRI SNL+1,NL SNL+1,NL+1 LRI SNL+1,NL+NR al
/ !
N SNy +Ng1 -+ SNp+Ng,Np SNy +Ng,Np+1 - SNL+Ng,Np+Ng AN,

In kompakter Form ldsst sich dies schreiben als b = Sd mit an,+; = a; und by, 4; = U/

bzw.
( " > S( o >
br aR

mit ar; = a; und agr; = ag und dhnlichen Relationen fiir by, und bg. Die Elemente der
S-Matrix lassen sich geméfl der Verkniipfung der ein- und auslaufenden Komponenten als
Reflexions- oder Transmissionsamplituden interpretieren.

/ /
T11 e T1,Ny, le11 s tl,NR
/ /
g — Npa1 .-+ TNp,Np tNL,l tNL,NR
e / /
tin ... ting ™M1 -+ TinNg
t t ] )
Ngr,1 .- UNg,Np Ngr,1 *** '"Npg,Ng

Fiir mehrere Kontakte lédsst sich dies verallgemeinern, indem ein zusétzlicher Index
eingefiihrt wird fiir den jeweiligen Kontakt S;; = Sag,mn, wobei in dieser Schreibweise o, 3
die Indizes fiir den Kontakt (“lead index”) und m,n fiir die transversale Mode bzw. den
Kanal (”channel index”) sind.

Stromerhaltung: Nun zeigen nun, dass die Unitaritdt der (geeignet normierten) S-
Matrix aus der Stromerhaltung folgt. Wir gehen aus vom Ausdruck fiir die (Wahrscheinlichkeits-
)Stromdichte

7= %Re [w*(—ihﬁ)w} .

Jede einlaufende (auslaufende) Mode trigt somit einen Strom |a,,|? - hk# (bze. |by|?- M#)
Es interessieren uns die Moden, deren Energie bei der Fermienergie liegt. Wir miissen also
noch die Zustandsdichte (pro Spin und Volumen) N'¢ = 2m/(nh2k) beriicksichtigen. Die
Summe der einlaufenden Strome (bei vorgegebener Energie) muss aufgrund der Teilchen-

zahlerhaltung gleich der Summe der auslaufenden Stréme sein

Ng Nq
Zaz ’CL ‘2 % 2m _ Zi: ‘b ’2 % 2m
— " m  wh?k v " m  wh2k
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Dies konnen wir kompakt umschreiben wie
b b=atstsazat-a

Wir erkennen, dass die Unitaritiit der S-Matrix, STS = 1 = SST, die Stromerhaltung
garantiert.

Zeitumkehrsymmetrie Die Zeitumkehr wird realisiert durch die Konjugation der Wel-
lenfunktion (s. S. Datta, Electronic Transport in Mesoscopic Systems, Kap. 3.1) bei gleich-
zeitiger Umkehr evtl. vorhandener externer magnetischer Felder. Aus b = Szad folgt

%k I L Q%
a=S_z —SiBSBa,

weil sich die Rollen von ein- und auslaufenden Wellen vertauschen. Somit ist

Sy= <Sj§>_l — 5T

wegen der Unitaritdt der S-Matrizen. Fiir B=0 folgt daraus, dass S = ST symmetrisch
ist. Fiir den Leitwert ergibt sich wegen Sz = Sfé auch tog.mn(B) = tgamm(—B) und

somit Gop(B) = Gga(—B).

Wir wollen nun zwei Beispiele diskutieren. Zunéchst soll die allgemeine Form der Streu-
matrix fiir einen Kanal hergeleitet werden. Danach motivieren wir an einem Beispiel ein
weiteres Mal, wieso die Wellenzahlen k bei der Normierung der unitédren S-Matrix wichtig
sind.

Streumatrix fiir einen Kanal Wir schreiben die S-Matrix als

r t
S_<t 7“’)’

wobei t = [t|e'™, ¢/ = [/|e¢™, r = |r|e’® und ' = |r/]e?.

Aus der Unitaritét von S ergeben sich Beziehungen zwischen den Matrixelementen

ot rot 2+t 7t +t" N1 (1 0
STS = = = :
t/* ,r/* t ,r,/ t/*,r +T/*t ’t/‘Q + ‘7’/‘2 0 1
Somit gelten |r|? + [¢t|?> = 1 = [/|? + |/|? und r*t' +t*r" = 0. Die letztere Beziehung liefert
Ir|t'| = |t]|r'| und —p+ 7" = =7+ ¢ + 7(2n 4+ 1) mit n = 0,+1,42,.... Weiterhin liefert

t rot ot 2+ ¢ rt*+tr™* N1 (1 0
S5 = / E— = * 1 41% /12 2 = )
t r t* r tr* 4+ 't |r']% + |t 0 1
also |r|? + |#/|* = 1 und rt* + #'r"* = 0. Daraus folgt mit den aus vorherigen Beziehungen,
dass [r2 = |72, [t =|¢'|Pund o — 7 = 7' — o' + 7(2n + 1).
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Somit sind nur 7, g, ¢’ sowie [t| = /1 — |r|? freie Parameter. Die S-Matrix lésst sich
als umschreiben

r|ete  —|t|eilete)—ir ord [ |rletE el tS
S = =e' 2
T\ e e )T e
Die Streumatrix im 1-Kanal-Fall kann also immer in folgender Form darstellt werden
; r —t
S=e¥ .

2
G= Q%Tr(ﬂt).

Der Leitwert ergibt sich als

S-Matrix bei Wellenvektor-” Mismatch” Wir wollen hier diskutieren, wie die Streu-
matrix fiir ein Problem aussieht, bei dem sich die Wellenvektoren der propagierenden Mo-
den in der linken und rechten Elektrode unterscheiden. Zur Vereinfachung konzenrieren
wir uns auf eine Mode und betrachten die in der Abbildung dargestellte Situation, bei er
das Potential beim Durchgang von links nach rechts einen Sprung um Vj aufweist.

-

Die Wellenfunktionen auf der linken und rechten Seite miissen jeweils folgenden Glei-
chungen geniigen

K2 9 K2 9
(-2395) Y = EYp, (—ax + Vo) Yr = EYg.
m 2m
Wie {iiblich bietet sich der Ansatz an
'@DL(-T) — eikm + T,/e—ikm’ ¢R($) — t/eik/m'
Die Anschlussbedingungen fiir x = 0, der Stelle des Potentialsprungs, lauten

Yr(z —07) =yp(z = 07), Yr(z = 07) =gz — 0F).

Setzen wir den Ansatz ein, erhalten wir hieraus folgende Relationen fiir die Parameter r
und ¢
1+r=t, ik(1—1")=ik't.
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Auflosen liefert dann
2k , k- k'

t = = :
K+ kT TRk
Wir stellen fest, dass
no e (k=K + 4k?
v = ——"——#1.
Definieren wir dagegen
k/
=7 t=t=
r=r, 1/ ’
so gilt
K (k— k)% + 4k'k
2 2 2 12
P P2 = P 4 P = e = L

wir wir es aufgrund der Erhaltung der Teilchenzahl erwarten.

5.7.1 Reihenschaltung

Wenn wir komplexere Systeme untersuchen mdochten, ist es sinnvoll diese Systeme in Un-
tersysteme aufzuteilen, deren S-Matrizen wir einfach aufstellen kénnen. Die S-Matrix des
Hauptsystems lésst sich iiber eine geeignete Verkniipfung der S-Matrizen der Untersyste-
me erhalten. Wir betrachten die Reihenschaltung und suchen die Streumatrix Sio fiir das
System aus Abb. ?7.

S12
- Sl - Sz [ S
i
: -
Xo

Abbildung 5.25: Leiter, der sich als Reihenschaltung von von Streuern mit jeweiligen S-
Matrizen beschreiben lésst.

Fiir einen einzelnen Steuer gilt b= Sb bzw.

out in
ay, _g ar
aout - a

R R

Wir definieren nun die Matrix M, die die Amplituden der Wellenfunktionen der linken
und rechten Seite verkniipft ar = May, (statt denen ein- und auslaufender Wellen bei S)

bzw. genauer
out imn
o) =M L
ain - aout .
R L

Aus den Relationen fiir die S-Matrix
a™ = ra +taly

a®t = ta +r'al}
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folgt fiir die Komponenten der Wellenfuktion auf der rechten Seite

tt—orr’
out __ mn o _out
ap = 7t/ ar, + p ay,
. ro. 1
in  _ ' _in — out
aR = t, aL =+ t, aL .
Damit ergibt sich fiir M
out tt'—rr’ 1’ in
alz'%n = v q aol{tt .
R v v )\ 0L
—_————
M

Die M-Matrix des gesamten Systems ist die Multiplikation der einzelnen Matrizen.
M12 = M2MpropM17

wobei die Propagation um xy durch

eikxo 0
Mprop = ( 0 e—ikzo )

beschrieben wird. Ausmultiplizieren liefert also Mis, woraus Si2 durch geeignete Kombi-
nation der Matrixelemente erhalten werden kann.

Fiir das hier diskutierte System kann man die Transmissions- und Reflexionsamplitu-
den schneller auf direktem Wege erhalten.

1 b be™ Iy
e > —_—
D [E s
- - -
Y2 a ae ™
Wir erhalten bei diesem Vorgehen
T2 = 11+ t'la
t12 = theﬂmo
b = ti+7ra
ae—ikxo — ,rQbeika:o
Aus den Beziehungen folgt
a = rgbe%kxo
b (1 - 7"17“26%’“0) = 1
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und schliefllich

t12

12

1

1 — 7 roe?ikzo

tiro eZikzo

1 — 7 roe?ikzo

tl t2 e’ikmo

1 — 7l roe?ikzo
2ikxg

t1th roe
r1+ 12

1 — rfroe2ikzo

Das Ergebnis 148t sich physikalisch interpretieren, {iber folgenden Zusammenhang

1 — 7 roe?ikzo

n=0

e n
= E (Tll 7’262””0) .

Wir erkennen, dass sich die Transmissions- und Reflexionsamplituden ¢12 und 715 jeweils
als Summe aller transmittierten bzw. refektierten Wege auffassen lassen.

t, 1,
L= >
t
b,
A R —
— B
1 tz
+ —
i

Fiir die Transmissionswahrscheinlichkeit erhalten wir

T
1 + R1Ry — 24/ R1R3 cos ¥

Tio = |t12]?
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mit ¥ = 2ikx + arg(rjr2). Die Reflexionswahrscheinlichkeit ist dagegen Rip = |ria]? =
————
Pitp2
1 — T1o und der Quotient liefert

T2 T3 _ T
Ris 1—-T\Ty,+ RiRy —2/RiRycost9 Ry+ Ry —2/RiRsycos?

Somit betréigt der 4-Punkt-Leitwert

2¢2 T
Gioap = o Rilfg
a1 _ 7‘R1+R2—2\/MCOSI9
12,4P 262 T1T2
und der 2-Punkt-Leitwert
o1 _ h 1+ R1Ry — 2¢/Ri1 Ry cos¥
12,2P 262 T1T2 :

Im Gegensatz dazu liefert die klassische Addition von Widerstédnden der zwei Streuer

h (Ri Ry h Ri+Ry—2RiRy  h Riga
2e2 T T 22 ThTh  2¢? TlQ,cl .

—1
G12,cl,4P

mit T12,cl = T1T2/(1 — R1R2) und R12,cl =1- T12,cl =Ry + Ry — 2R1R2/(1 — R1R2).
Man erkennt, dass die klassische Addition nicht zum demselben Ergebnis fiihrt wie die
mesoskopische Addition.

5.7.2 Reihenschaltung fiir viele Kanile

Wir wollen die Reihenschaltung von Streuern fiir den Fall mehrerer Kanéle erweitern,
wie es in Abb. 5.26 angedeutet ist. Die beiden Streuer seien durch folgende S-Matrizen

out in

- AR ,1 a1 in
E— -
an oy 1
in out
out alR,l a2L;1 out
-] -
Ay, - Ax 1
— =
Sy S,
- -
out in
- IR, m ., me i
—_— =
alL,n a2R n
in aout
out alR,m _iL,m' a;;f "
1L, n ,

Abbildung 5.26: Reihenschaltung zweier Streuer im Fall mehrerer Kaniile.
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beschrieben

out in out in
AR a1ra 3R 1 AoR,1
aout ain aout ain
1Rn -9 - 1Ln 2R,n’ -9, . 2R,/
aout — 1 ain ) aout = 2 ain
10,1 1R,1 20,1 2L,1
CLout ain bout ain
1L,m 1Rm 2L.m/ 2R,m/
Fiir die Amplituden gilt aé”LZ- = ei‘baf}%i, a?]‘“ = ei‘ﬁagzﬁi mit i =1,...,m und m = m’.

Wir schreiben dies kompakter als alﬁ = Pa‘l’}% und azﬁg =P ag}jt mit den m x m-Matrizen

P und P, die die Propagation von links nach rechts und umgekehrt beschreiben.

Um die Transmissions- und Reflexionsamplituden von S5 zu erhalten, miissen folgende

Koeffizienten eliminiert werden: a$%f, al%, a3%’, a¥}. Mit der n x m-Matrix S; und der

m x n'-Matrix S5
T1 tll T9 t/2
S = S =
' (tl 7"'1)’ ? (t2 rh

t12 = t2 [1*’/”1P,T‘2P]_1t1

erhalten wir schliesslich

rig = 1+t P'roP [1— 1 P'ryP] 1.

5.8 Resonantes Tunneln

In mesoskopischen Systemen mit einer Doppelbarriere treten Effekte wie resonantes Tun-
neln auf. Eine mogliche praktische Realisierung wiren z.B. in einem diinnen, dreilagi-
gen GaAs/AlGaAs/GaAs-Sichtsystem. Wiren der Abstand zwischen den Barrieren nicht
im Bereich von mesoskopischen Langen, wire nach dem Ohmschen Gesetz der Strom
proportional zur Spannung. Es zeigt sich im mesoskopischen Bereich jedoch, dass Ab-
messungen der Schichten von Bruchteilen der deBroglie-Wellenldnge zu anderen Strom-
Spannungscharakteristiken fithren. Resonantes Tunneln wird durch den Wellencharakter
der Elektronen hervorgerufen, welcher zu einer Energieequantisierung in beschrinkten
Systemen fiihrt.

In Abschn. 5.7.1 haben wir die Transmission fiir zwei Streuer hergeleitet und kénnen
dieses Resultat nun direkt tibernehmen,

_ T
1 + R1Ry — 24/ R1R5 cos ¥

T12

mit ¥ = ¥(E) = 2kxo+p) +p2, E = % und k = 7v2;l”E Offensichtlich wird T}2 maximal
fiir cos ¢ = 1.

Der Einfachheit halber nehmen wir hier an, dass
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Abbildung 5.27: Leiter mit zwei Barrieren mit Transmissionswahrscheinlichkeiten 77 und
T5. An solchen Systemen kann resonantes Tunneln beobachtet werden. Typischerweise gilt
T, Ty < 1.

L. p} =p2=0,

2. Ty, T, unabhéngig von E (grofie Hohe der Barriere).

Es existieren Energien E' = E,,, bei denen cos 9(E,) = 1. Die Bedingung fiir diese “quasi-
gebundenen Zustédnde” bzw. Resonanzen lautet

Zo

also die bekannte Teilchen-im-Kasten-Relation. Wir entwickeln 9(E) = 2zov2mE /h der
Néahe von F,

1E-FE
VE=\E,+-—=—"+...
et

Fiir cos¥(F) folgt
1

cosd(E) = 1-— 5[19(E) —9(E,)]?
B 1 (zg —FE—E,\"
= 15 (et )
= 1 m‘r(Q) (E B En)2
- Rm B,

Weiterhin entwickeln wir den Nenner der Transmission unter der Annahme, dass 17, Ty <
1 bis in zweiter Ordnung.

1+ RiRy—2VRiRy = 14+(1-T)1-Ty)—2/(1—-T1)(1—T3)

T T? T, T2
= 1+1-TT1-LH+1NTHh—-211————... 1——-—-—=_..
+ 1 2+ 1112 < 5 3 )( 5 3

T2 T§ NT
~ 2—T1—T2+T1T2—2+T1+T2+Il+12— 122
(Ty + T»)?
4
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Fiir die Transmission ergibt sich somit

T2(E) = (T14T5)? +1;1x§i (B-E2)?°
1 h2 E,
T E) Tunnelresonanz
A
I
E T

n

Abbildung 5.28: Transmission in der N#he einer Resonanz. Die Transmission besitzt dann
die Form einer Lorentz-Kurve. Fiir den Fall symmetrischer Barrieren 77 = T» ist die
Transmission im Maximum Ty (E) = 4T1T/(T1+1%)? = 1, obwohl T1, T, < 1. Resonantes
Tunneln ist beim Elektronentransport durch Quantenpunkte beobachtbar.

Durch Umschreiben erhalten wir
4Ty ir?

Tio(E) =
12(E) (T) + T2 112 + (B — E,)?

Offensichtlich ist die Transmission in der Ndhe der Resonanzen also eine Breit-Wigner-
Funktion mit

(T1 + T)?E,h?
2x8m
r, = I'i1+19
h 2EN ho,
iy =T
2z m 2z

Hierbei entspricht I'; /h der Rate fiir das Uberwinden der Barriere i = 1,2

Fi T hvn
h \ﬁ/ 2xg
“escape”-Wahrscheinlichkeit ~~~
“attempt”-Rate

5.9 Ubergang von kohirentem nach klassischem Verhalten

Dieser Abschnitt beschiiftigt sich mit dem Verlust der Phasenkohiirenz und dem Ubergang
zum klassischen Verhalten. Wir kénnen dies im Rahmen eines 'toy-Modells’ (Biittiker,
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1988) beschreiben. Dazu gehen wir von folgendem Bild aus (siehe Abb. 5.29): In Reservoi-
ren wird die Phasenkohérenz zerstort. Die Idee bei dem hier betrachteten System ist es,
einen Teil der Elektronen zum Reservoir p propagieren zu lassen, vom dem die Elektronen
inkohédrent wieder eingespeist werden. Hierbei fliele kein Nettostrom zur Probe I, = 0.
Durch den Parameter ¢ 148t sich der Anteil der so raus- und reingestreuten Elektronen
kontrollieren. Fiir die S-Matrix Sp dieser Weiche zum Reservoir p gilt (Biittiker, 1988)

out in in
5 d 0 V1—¢ 0 —\eE I

et | g cin V1—¢ 0 —Ve 0 cn
equt | TR e | T Ve 0 V1—¢ 0 i
out i

s cir 0 VE 0 Vi-¢ cr

Wieder ist Sg unitér, also SDSE' =1.

I :
H in in in out, 1in in
L @, ! & ¢y 'b] b, H»

-
-

ouf oun out in 1gouf out
a, a, ¢, Ay YA ¢ b b,
- L 4 1

By ,

Abbildung 5.29: Zur Simulation von Dekohérenz nehmen wir an, dass ein Teil der Wellen
in ein zusédtzliches Reservoir mit Potenzial p, propagiert und gleichzeitig ein Teil aus
dem Reservoir phasen-inkohérent zuriickfliest, so dass der Nettostrom zu diesem Reservoir
gleich 0 ist.

Zur Vereinfachung nehmen wir an, dass die Phasen, die bei Propagation von Streuer
1 oder 2 zu O aufgesammelt werden, gerade ¢/2 = kxg sind. Damit erhilt man

tge’% V1—¢ ei%tl

hz = 1—etyI—¢ ei%r’leig VI—celsry
ei@mtltg
-1 e?%(1 —e)rire
tiz = ei.wzﬁtl
1 — e (1 —e)rire
VEEW 2yt 2\ [T — et/ 2t
e = 1 — e (1 —e)rir
Vee 2y ew/Q\/meW’/Qt’Q
fes = 1 — e (1—e)rir
P2\ [eth,
loa =

1 — e (1 —e)rir
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Fiir die Transmissionen, Strome und Spannungen erhélt man folgende Ausdriicke

T1T2(1 — 8)
T, = TZE
\2\2 = |1- em(l — 5)7”17"2]2 =1+(1- 5)2R1R2 —2(1 —€)\/R1Ry cos(2p + 0} + 02)
1 T
Tp1 = |7§13|2 + |t14’2 = W(ETI + 6( )RQTl) ‘ZP [1 + (1 — E)RQ]
TS
Tp2 = |t23| + |t24’2 ‘Z‘Q (5T2 + 5( )Rng) ‘ZP [1 + (1 — E)Rl]
2¢2
Iy = 2TV = V) + Tya(Vy — Vo)) =
V. — VlTpl + VQTpQ
o= e e
Tpl +Tp2
2¢2
L= - [Tp(Vi = V) + Ta(Vi = V)] =
2¢? [ < V1T1+V2T2) ]
= — Ty |Vi—- 2 )| +T(Vi - Vo) | =
3 1wl W Ty + Tho 12(V1 2)
2¢2 T1,15
— T p-—4p
N — W1 = Va) [ 12 + 7T1p +T2p]
Der Leitwert ist darum
2¢? T, T
G = T+ 2P
12,2P 3 [ 12 T1p+T2p]
2e2 VT 14+ (1 —e)R1][1 + (1 — &) Ro]

~ Th |z [(1_€)+6T1[1+(1—5)R2]—i—Tg[l—i—(l—e)Rl]

Wir betrachten, wie sich der Leitwert mit ¢ dndert.

Fall € = 0: Das System ist also kohérent.

w1
h 14+ RiRy — 2/R1Rycos?

Gi22p =

Fall € =1: Es gilt |Z| =1, T12 =0, Tj1 = T1, Tp2 = T und somit

262 T1T2
h Th+1T5

h 1 1
-1 o
Cidwr = g (7 7;)

Das so gewonnene Ergebnis entspricht der inkohédrenten Addition der Widersténde, also
dem klassischen Verhalten.

Gi22p =
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Zerstorung der Phasenkohirenz Die Phasenkohérenz der propagierenden Elektro-
nen wird aufgrund der Wechselwirkung mit unkontrollierten Freiheitsgraden zerstort. Die
Léngenskala auf der dies passiert wird mit [, bezeichnet. Sobald die Abmessungen L ei-
nes Leiters diese Phasenkohérenzlinge [, iibersteigen, muss bei der Leitwertberechung der
Verlust der Phaseninformation beriicksichtigt werden. Das obige Beispiel zeigt, wie wir
das theoretisch modellieren kénnen.

Qualitativ konnen wir wie folgt vorgehen: Man zerteilt zur Bestimmung von G(L >
l,) den Draht in Segmente der Linge l, (Abb. 5.30). Nun berechnet man G~1(I,) un-
ter Annahme dass der Transport innerhalb jedes Segments phasenkohirent erfolgt. Die
inkohdrente Addition der so erhaltenen Teilwiderstéinde ergibt den Gesamtwiderstand

G HL > 1,) = iG*l(zga).

Streuer

Abbildung 5.30: Zur Bestimmung des Widerstandes eines Leiters mit einer Lénge L > [,
wird dieser in Segmente von der Grofle der Phasenkohérenzlénge zerlegt.

5.10 Anderson Lokalisierung

Im letzten Abschnitt dieses Kapitels beschéftigen wir damit, wie mehrere hintereinan-
der befindliche Barrieren den Transport beeinflussen. Dies ist ein Modell fiir einen 1-
dimensionalen Leiter mit Storstellen.

Wir hatten gesehen, dass der Widerstand von zwei hintereinanderliegenden Streuern
gegeben ist durch

h
-1 _ —1
Gap = 2¢29
gfl Ry + Ry —2y/Ri1Rycosv

T\ Ty
Wenn die Phase 9 zufillig verteilt ist, ergibt sich im Mittel fiir cos? = 0 und

_ Ri+R
<g 1> = }171122 = Rl/Tl +R2/T2 +2R1R2/T1T2 .

Beachte, dass sich dieser Widerstand vom Ohm’schen (als Summe der 4-Punkt-Widersténde)
unterscheidet, g(;}llm = Ry1/T1 + Ry /T». Nur fiir R; < 1 gilt <gf21> ~ g&llm.
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Wir iterieren diese Formel, um den Widerstand einer Serienschaltung von n Barrieren
plus einer (n 4 1)-ten zu bestimmen,

(L) = Ry .+ Rpga
el Tln : Tn+1

Fir R, < 1 und T; = 1 ist

1 R
1\ _ -1 n+1
1 1 Rpiq

- <gn >1 - RnJrl Tln

Diese Rekursionsformel schreiben wir um als Differentialgleichung (mit R,, = R)

Lot = o VR

Tl..,n
Rl...n + Tl...n

= R|{g,")+ 7

= R[2(g,") +1]

Als Losung erhdlt man
(eQR” — 1) )

N |

(g, 1) =

Somit wichst der Widerstand (g, ') eines 1-dimensionalen ungeordneten Systems expo-
nentiell mit der Lange L x n. Dieser quantenmechanische Effekt ist als Anderson Lokali-
sierung bekannt. Das hier diskutierte einfache Modell kann die Thematik nur anschneiden.
Offensichtliche Fragen sind: Was geschieht in mehr als 1 Dimension? Was sind quantitative
Konsequenzen? ...
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