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3. Boltzmann-Transporttheorie
3.1 Die BBGKY-Hierarchie und die Boltzmann-Gleichung

Die hier beschriebene Hierarchie ist benannt nach Bogoliubov, Born, Green, Kirkwood und

Yvon. Ein klassisches statistisches Ensemble mit N Teilchen und Zustéanden, die als Punkte im
6N-dimensionalen Phasenraum (X1, Xo, ..., Xp) Mit Xj = (rj,p;) dargestellt werden, kann durch die

Gibbs'sche Verteilungsfunktion p(xy, ... XN, t) beschrieben werden. Dies ist die Wahrscheinlich-
keitsdichte, Teilchen 1 beim Ort ry mit Impuls p4, Teilchen 2 beim Ort r, mit Impuls po, ... zu

finden. Mittelwerte beliebiger physikalischer GréRe kénnen damit berechnet werden,
(O(t)) = _[dxl dXy ... dxp O(Xq, - Xp) P(X1er Xpir 1) -

p(xt) erfullt die Liouville-Gleichung
d 0 N .
0= EP(X,t) = [a + z (r, Vi 4D .Vpi)] p(X,t) .
=1

Das System sei beschrieben durch die Hamilton-Funktion
H(pj, i) = Z[ + U(rj] + _Z V(ri-rj)
I¢J

= Fi=vi=VpH;  pi=-VeH=Fr)+ ) Kri-r).

j;ﬁl

Fir das hier betrachtete Gas gilt v, =p, / m, aber wir werden sehen, dass dies nicht immer gelten
muss. Die Ableitung des Wechselwirkungspotentials definiert Kj;. Damit gilt

= Q + Z (V VI’ +F(r) Vp )] p(Xl - XN» t) - - Z K(ri—rj) .Vpi p( X1y XN,t) .

]¢I

Fur viele Zwecke genlgt es, reduzierte Verteilungsfunktionen zu betrachten. Beispiele sind die
Einteilchen-Verteilungsfunktion, d.h. die Wahrscheinlichkeitsdichte, irgendeines der Teilchen bei
X =r, p zu finden

N
fr,p. ) =fi(x, ) = (> 8x-x)) =N jdxz...de p(X, Xo... XN, 1)
=

oder die Korrelationsfunktion (n-Teilchen-Verteilungsfunktion), d.h. die Wahrscheinlichkeits-
dichte gleichzeitig Teilchen bei X5 ... X, zu finden
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N!
£ (Xq, oo X 1) = mjolxn+1...<z|xN P(X1s cons Xy s X 1) -

Damit konnen wir einfache physikalische Grof3en, z.B. 1-Teilchen-Grof3en wie
Teilchendichte n(r, t) = Id?’pf(r,p,t)
(Teilchen)Stromdichte j(r, 1) :jdsp %f(r, p, t)

oder 2-Teilchen-GroRen wie die mittlere Wechselwirkungsenergie bestimmen.

Entsprechend kdnnen wir die Liouville-Gleichung integrieren. Formales Integrieren liefert

0
[a +Vi .Vrl + F(rl) 'Vp1]f1 (X]_, t) =- IdXz K(rl - r2) . Vpl f2 (Xl, X2, t)

z K -r)(Vp, —ij)Jfn (X1, X, 1)

i-ﬁ-%(v V. +F(r)-V )+i
ot &/ VR 25

n
=- Zl Ian+1 K(rl - rn+1) . Vpl fn+1 (Xl, Xn+1, t) .
=

Auf der linken Seite berticksichtigen wir durch F ein Potenzial sowie &ullere Krafte (s.u.). Ein
Problem macht die Wechselwirkung, die mehrere Teilchen koppelt und verantwortlich ist fir die
Kerne K(rj — rj), aufgrund derer die Gleichung fur f, auch an das jeweils hohere f,., koppelt.
Dies ist die BBGKY-Hierarchie. Um ein geschlossenes System zu erhalten, missen wir diese ap-
proximativ abbrechen. Eine solche Approximation stellt die Boltzmann-Gleichung dar

(%-{-V'Vr + F(r)vpjf(rlp’t) = [%f(r’p’t)]

coll

Das Problem ist nun, das ,,StoRintegral“ auf der rechten Seite, das von den Wechselwirkungen
herriihrt, zu bestimmen.

Die Boltzmann-Gleichung war fiir verdinnte Gase entwickelt worden. Sie ist aber auch geeignet

zur Beschreibung von Elektronen (Quasiteilchen) in Festkdrpern. Das periodische Potenzial fiihrt
auf Blochzustdnde mit Gitterimpulsen p =%k und Spin ¢ sowie die Bandstruktur mit Einteil-

chenenenergien e,,;. Die Geschwindigkeitv,,; =V&,,; weicht i.A. von p/m ab. Durch F

werden dann nur noch &ullere Kréfte, z.B. angelegte elektromagnetische Felder fur Teilchen mit
e _— . . :

Ladung e, F = eE(r) + E(VX B) beriicksichtigt. Im Folgenden konzentrieren wir uns auf ein

entartetes Elektronengas, d.h. e > kgT, mit den damit verbundenen mdglichen Néherungen.
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3.2 Elektron-Elektron StoRRe

Wir betrachten nahezu freie Elektronen mit Gitterimpulsen p = 7k und Spins o und abgeschirm-
ter Coulomb-Wechselwirkung,
1 4rme?

VK)= =— ———
(k) Qk2+k}2F

k'c' Die Ubergangsrate von den Zustanden k ¢ und k's' nach
k"o und k™c" ist gemall der Goldenen Regel (Born'sche
Né&herung)

k''oc 271 2
WkG,k'cs'—)k"c,k"'G' = 7 |<k "o,k"c'[V ke, k ch'>|

xO(gy +€ —Epn —Em)

Bei der Berechnung des Matrixelementes mussen wir die Ununterscheidbarkeit der Elektronen
bei gleichem Spin berlcksichtigen. Damit wird es (siehe TKM | Kap. 2)

(K"o,k"s'[V]ko,K'") = Syaie krak [VI(K = K") = 8 V(K = K™)] .

Im Jellium-Modell bleibt der Impuls bei dem Ubergang erhalten. Eigentlich gilt dies in einem
Festkorper nicht, da k nur modulo reziproker Gittervektoren (Umklapp Prozesse) erhalten bleibt.
Hier wollen wir diese Komplikation ignorieren. Zur Vereinfachung werden wir im Folgenden die
Spin-Quantenzahl und die entsprechende Summation nicht anschreiben.

Im StoBintegral beriicksichtigen wir die moglichen Ubergange. Analog zu dem, was wir von der
master-Gleichung her kennen, gibt es Ubergange weg vom betrachteten Ausgangszustand
(,Rausstreuung’) oder in diesen hinein (,Reinstreuung’). Zusétzlich zu der oben angegebenen
Rate W mussen wir aber noch durch Verteilungsfunktionen bertcksichtigen, ob k und k' am
Anfang wirklich besetzt waren [— fi fi'], und wegen des Pauli Prinzips, ob die Endzustande k"
und k™ frei sind [— (1-f) (1-f)]. Wir nehmen weiter an, dass sich f(p, r, t) im Ort tber die
Reichweite der Wechselwirkung und auch in der Zeit nur langsam &ndert. Dann ist fur alle
Verteilungsfunktionen in den StoBintegralen r und t dasselbe und wir schreiben zur
Vereinfachung nur f(p,r,t) — f . D.h.

of
(—k] = - > [Wikeokee fic fie (1= Fier) (1 = i)
ot el—el k' k" k"

~ Wik Fier fie (1= fi) (L= Fie)] -
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Hierbei beschreibt der erste Term ,Rausstreuprozesse' aus dem betrachteten Zustand k, der zweite

Prozesse, die in das betrachtete Niveau Kk 'reinstreuen’. Es gilt die ‘Mikroreversibilitat', d.h. die
Ubergangsmatrixelemente fiir die Raus- und Reinstreuprozesse sind gleich, Wk k™ =

Wik kk'- Verwenden wir noch die Impulserhaltung, so kdnnen wir schreiben

of 2 . 2
(_k] =_ T Z |V(q) —SGG.V(k -k'+ C])| 8(8k T e “Ek4q _Sk'—q)
Ot Jolel h

x[fk fie A=) A= fg) = fiaq fieg @=T) (1—fk.)}

Die Elektron-Elektron-StoRe erflllen die folgenden Erhaltungssatze:

f
- Teilchenzahl ; [a—k] =0
ot el—el

of
- Impuls ; k(a—r} =0 (Gilt nur solange Umklapp-Prozesse ignoriert werden.)
el—el

of,

- Energie ; €k {—j =0.
ot
el—el

AuBerdem ist bei Spin-unabhangigen Wechselwirkungen der Spin erhalten.

3.3  Storstellenstreuung und Elektron-Phonon-Streuung
Storstellen werden durch ein Potenzial Z Uimp(r-Ry)  beriicksichtigt und fiihren in
J

Storungstheorie auf ein weiteres StoRintegral. Die goldene Regel liefert die Rate fir die Streuung
eines Elektrons an einer Storstelle von k nach k'

X

' 21 ,
W™, = == Nimp (K" Ui 1KO[2 8 — £c) - | Uimp
|
Damit wird das StoRintegral > >
ko kK'c
o) [WI™ i (1-fie) = WM™ fie (1-fi)]
—< == W k@ -y -wW P fie (1-F)

Wegen der Mikroreversibilitat heben sich die Terme oc f, f, . gegenseitig weg. Dann gilt
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of 27 .
K == = Nimp X Uimp(k = K)I? 8(ex - &) [fic = fiel -

Sk -:Sk

of,
[KJ- = —Nimp] 92, Vg 0O Ify ~fi 1|
imp

Hier haben wir die Dichte der Storstellen njmp, den Streuwinkel 8y und den Wirkungs-
querschnitt fur Streuung an einer einzelnen Storstelle o(6y) multipliziert mit der Geschwin-

digkeit der Elektronen eingefuhrt. In Born'scher Naherung ist der Wirkungsquerschnitt gerade
proportional zu |Uimp(k — k)|2. Die Integration erfolgt iber alle Richtungen des Impulses dQ. =
SinBy e dOy e doyy. Der erste Beitrag des Integrals definiert eine StoRrate (inverse Lebensdauer)

Damit gilt

of 1
(a_kj == fic+ Nimp [ 4. VE 5(O1c) Fie|
t imp imp EK'=eKk

Oft verwenden wir eine Approximation: Bei s-Wellen Streuung ist o(6) = const. Dann gilt

ofy _ 1
(Elmp— T [fk— (i 1,

wobei (fy) = %Iko.fk.| den Mittelwert von fy Uber die Richtung des Impulses bei
T EK'=EK

fester Energie bezeichnet.

Die Storstellenstreuung erflllt die folgenden Erhaltungssatze:

- Teilchenzahl ; My =0
ot imp

of,

- Energie ; € (—j =0
ot )
imp

Der Impuls der Elektronen ist aber nicht erhalten, sondern kann an das Gitter abgegeben werden.
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Elektron-Phonon Stol3e

Bei Stoflen mit den Phononen wird Energie und Impuls ausgetauscht. Beim Stol3prozess eines
Elektrons von k nach Kk’ wird entweder ein Phonon mit Impuls q = k'—k absorbiert oder mit q =
k—k' emittiert. Uberlegungen analog zu den oben geschilderten fiihren zu den StoRintegralen

df . )
Gfe] =3 - wiE el
teph %
df, i
(EL_W =- g do K, (,s,co){[f8 (=F, o) ~Forno 1= fe) | (no +1) . q

+[f, (1—f8+h®)—f8_h®(1—f8)]nm}

In der zweite Form haben wir explizit die Prozesse mit stimulierter und spontaner Emission eine
Phonons mit Frequenz o, die proportional zur Dichte bzw. davon unabhdngig sind, oc(n(D +1),

und die Absorptionsprozesse, ocn, getrennt geschrieben. AuBerdem haben wir uns auf die
Energieargumente beschrankt. Die Winkelmittelwerte sind im Kern Kel-ph (e,m) absorbiert. Wenn

die Phononen thermisch verteilt sind und n, =————— -eine Bose-Funktion, gilt das
e B -1

detaillierte Gleichgewicht (siehe Statistische Physik) und

el-ph

n —ho/kT '
o __g "B bzw. %: exp [(ex — ex)/ksT] .

o1 Wy

Bei den Elektron-Phonon StéRen bleibt — wenn wir nur die Elektronen betrachten — nur deren
Teilchenzahl erhalten.

Im Allgemeinen brauchen die Phononen nicht im Gleichgewicht sein. In diesem Fall betrachten
wir ein gekoppeltes System von Boltzmann-Gleichungen fir die Elektronen- und die Phononen-
Verteilungsfunktionen.

Relaxationsraten und Relaxationszeitapproximation

Wenn das System im thermischen Gleichgewicht ist, also die Verteilungsfunktion eine Fermi-
. 0. . : L . . :
Verteilung fy ist, verschwinden alle StoRintegrale. Dies gilt auch, wenn die Verteilungsfunktion

ein lokales Gleichgewicht beschreibt, z.B.

-1 le.
f:(.e. _ eXpsk—hk-v(r)—;,t(r)Jrl . ofy -0
kB T(r) ot
coll
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mit ortsabhdngiger (und u.U. auch zeitabh&ngiger) Verschiebung im Impulsraum um mv(r),
sowie chemischem Potential p(r), und lokaler Temperatur T(r).

Wenn die Abweichungen vom lokalen Gleichgewicht klein sind, kdnnen wir die StolRintegrale in
5 = fi— .

linearisieren und erhalten

f
[a k} =L oy + [dk* W . fic .
coll

ot Teol

Hierbei beschreibt der erste Term 'Rausstreuprozesse' aus dem betrachteten Zustand k, der zweite

die Prozesse, die in das betrachtete Niveau k ‘reinstreuen’. Diese sind i. A. ein Integral Uber die
Verteilungsfunktion mit geeigneten Kernen W) - und entsprechend schwer exakt auszuwerten.

Die StroRrate 1/t , definiert durch den ersten Term, ist ein Integral der StoRkerne. Bei der
Stérstellen-Streuung ist 1/tjyp eine Konstante. L.A. ist die Rate jedoch temperatur- und

energieabhangig. Z.B. gilt wie im vorigen Kapitel gezeigt, fur die Elektron-Elektron-

Stolrate o< (g —aF)Z +(kgT)? und firr die Elektron-Phonon-StoRrate

1
Tel-el(€k: T) Tel—ph(gva) .
(e —eF)3+(kBT)3. Diese Abhéngigkeiten sind im Wesentlichen durch den Phasenraum fir die

Streuprozesse bestimmt.

Eine weitere Auswertung der Boltzmann-Gleichung erfordert Approximationen. Haufig ver-
wendet man die sogenannte Relaxationszeitapproximation

of
(_k] = Lgfk
ot coll

Teoll

Die Relaxation erfolgt zum lokalen Gleichgewicht. Diese Approximation ist oft qualitativ
ausreichend, solange keine Erhaltungssatze verletzt werden. Sie beschreibt aber, wie das folgende
Beispiel zeigt, die Streuprozesse zu pauschal.

3.4  Elektrische Leitfahigkeit

Mit Hilfe der Boltzmann-Gleichung kénnen wir die verschiedenen Transportprobleme diskutie-
ren. Wir berechnen zundchst den elektrischen Strom je =€ Z Vi Tic fur Teilchen mit Ladung e
kKo

(d.h. fur Elektronen ist e = -|e|) als lineare Antwort auf ein angelegtes elektrisches Feld E. Als
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konkretes Beispiel beriicksichtigen wir hier nur die Storstellenstreuung im stationédren Fall eines
raumlich homogenen Problems. Dann reduziert sich die Boltzmann-Gleichung auf

of
EE.kak: —k

In linearer Ordnung spalten wir fi = fﬁ + 6fy. Dann gilt

of°

k
e E-ngk =-Vg nimpIko. o(Okk) [ka - ka-] .

k
In der Relaxationszeitapproximation reduziert sich die 4 y
rechte Seite der Boltzmann Gleichung auf -3f, /7, 0o - - J 0
n f / \ ¥+ 6f
Mit 1/, = Vg Nimp 2 [5in6 d0.(6) , und wir finden
| L] »
0 J
- 0
8ty = € E-vic Ty (-00 /08, ). \ y ky
N ~
T

Wir kénnten nun leicht den Strom und die Leitfahigkeit jo = & E berechnen. Dies diskutieren wir
aber anhand einer besseren Ndherung fir die Verteilungsfunktion.

Fir eine sorgfaltigere Analyse der Boltzmann-Gleichung machen wir den Ansatz (der sich, wie
im Folgenden zu sehen ist, als richtig herausstellt),

— tr 0
8ty = e Ewvi T (010108, )
wobei die ,, TransportstoRzeit“ ritr;p eine noch zu bestimmende Konstante ist. Einsetzen liefert
‘E = Vg Nimp © [, 6(Okie) E- (Vi - 4
Vk'E = VENimp Timp J. k- 0(Okk) E- (Vik— Vi) - Yk

Mit vy in z-Richtung und E in der x-z-Ebene lautet dies E

2n T
VEE,=VE Nimp rit[rnp J. do jsine d0 () (VeE, — VEE, c0os® — VEE, sind cose) .
0 0

Der letzte Beitrag im Integral verschwindet. Also gilt fur die Transportstof3zeit

1/

imp

T
= VE Njmp 27 j sind do o(0) (1 - coso) .
0
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Die Transportrate unterscheidet sich von der 'Rausstreurate’ l/rimpim StoRintegral (inverse

Lebensdauer des Zustands) um den Faktor (1 — cosO) im Integral. Dieser berlicksichtigt, dass
Streuprozesse mit 6 = ©t den Transport und Widerstand starker beeinflussen als solche mit 6 = 0.

" : ot
Nur fiir s-Wellen-Streuung mit o(6) = const gilt Tirmp = Timp-

Aus der Verteilungsfunktion folgt dann der elektrische Strom
of9 ~
2 . - =
j =€ Tlmp EG VK (Vk E) ( askj ocE .

definiert. Flr isotrope Systeme gilt 6 .=8 o

Hier haben wir den Leitfahigkeitstensor o
ap af

ap
2e2
und o = g Tlmp jds D(e) v2(-0f°(e)/ &) . Im Rahmen der Sommerfeld-Entwicklung (d.h. fur

KgT « gg) finden wir

2_tr
imp

—26 D(SF)VF i 262D(8 )D=
F - *
m

3 Timp

o(ep) =

Wir bemerken, und das werden wir im Folgenden nutzen, dass die Leitfahigkeit (e.) von der

Fermienergie abhangt. Im zweiten Ausdruck haben wir die Diffusionskonstante D = vF Tlmp /3

eingesetzt. Die dritte Form ist die Drude-Formel, wie sie fiir nahezu freie Elektronen mit Dichte n
und effektiver Masse (m*vk = k) gilt.

In der oben andiskutierten Relaxationszeitnaherung hatten wir fir die Leitfahigkeit denselben

Ausdruck erhalten, aufler dass anstelle von Tump die StoRzeit des Rausstreuterms Timp stande. Da

fur Storstellenstreuung die Rate meist nur ein Fitparameter ist, spielt der Unterschied zwischen
den beiden Raten meist keine Rolle. Eine ahnliche Analyse fur Elektron-Phonon-Streuung flhrt
aber zu Raten mit verschiedener Temperaturabhangigkeit, d.h. zu einem messbaren Effekt.

Wir konnen die Herleitung auf zeitabhdngig elektrische Felder erweitern. Dann erhalten wir nach
Fourier-Transformation, je(®) = 8(@) E(w), eine frequenzabhéngige Leitfédhigkeit. Fir isotrope
Systeme erhalten wir

ne’ 1

m —|0)+1/T|mp

o(w)=
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3.5 Warmeleitfahigkeit und thermoelektrische Effekte

Wir betrachten nun Situationen, wo es neben dem elektrischen Feld eE auch ein rdumlich variie-
rendes chemisches Potential und Temperatur, Vu und VT, gibt. Wir betrachten wieder nur kleine
Abweichungen von einem lokalen Gleichgewicht charakterisiert durch lokale Parameter p(r) und T(r)

fle.(k,r) = [e(er(D)/keT(r) + 1]_1

fl€-(k,r) geht in die linke Seite der linearisierten Boltzmann-Gleichung (%E-Vk + V-V ) fle.

ein. Daraus folgt

of° e~ M
oo Vi [eE - Vi —=5— VT] = Ve nimp [ Ay 5(04ic) [5ic - 8fic] -

Das elektrische Feld tritt in Kombination mit dem Gradienten des chemischen Potentials auf. Die
Summe ist der Gradient des eichinvarianten elektrochemischen Potentials. In Analogie zum oben
verwendeten Verfahren finden wir sofort die Lésung

o0

o Sk H
oep Timp VK [EE-Vu +

ofy = — -vN)]

mit dem oben bestimmten T:rmp . Damit wird der elektrische Strom und Warmestrom

je =2e ; Vk 6fk

of
= 2e tf [ de, [dQ, D(ey) { J Vi Vi [eE-Vu+ “(—VT)]
Oy
q =2 ; Vi (ex — 1) 8fy

afo
= Imp Idakdek D(Sk) _—k Vk V- [eE V},l+

e — VD] e-n).

Wir flihren die Tensoren Kn ein mit den Komponenten
0

A of
(Kn)aﬁ = |mp J.dgkIko D(ey) [a}vk VkB (e — "

Dann gilt das folgende wichtige Schema



- 11

. X Vi, e -
jo = €2 KO(E—T“) + =Ry (-VT)

_ . Vi, 1
jq = eK, (E—T“) + 2Ry (-VT)

Wir werten die Integrale aus fiir eine isotrope Fermi-Oberflache. Dann gilt (Rn )aB = Kp 8gp- IM

Rahmen der Sommerfeld-Entwicklung ersetzen wir die Zustandsdichte durch ihren Wert an der
Fermi-Oberflache und die Geschwindigkeit durch vg. Dann brauchen wir

Tds(—%]zl ; _]id (—%}(e—u):o ; ng(-%]( —uy’ :“_;(kT)Z.

Somit gilt
Plimp 1
Im
KO = ZD(SF) 3 = ? G(SF) )
VF2 T_tr 2
Imp 7
Kz =2D(ep) —3 —(kT) (kBT) 2 o(er) ,

wahrend das Integral K; = 0 verschwindet. Dies gilt solange wir nahe der Fermi-Kante D(g)v2 =
const setzen. In dieser N&herung gibt es keine thermoelektrischen Effekte. Wir finden sie erst,
wenn wir K sorgfaltiger auswerten, indem wir die Zustandsdichte D(g) v2 um die Fermi-Kante

entwickeln, D(g)v2 = D(ef) v,2: + (e —&p) % [D(s)v2]|8:8F . Dann gilt
t of 2
Ky= 21 j de [— = }( ) 2 [D(s)v ]|8=8F

=2 Ty = )2 S IDEVA,., = T2 —cs(e>|

E=€p

T‘_
3
Der Ausdruck fur Ky ist nun von Null verschieden aber klein, solange kgT/eg « 1.

K, und damit thermoelektrische Effekte verschwinden auch, wenn "Teilchen-Loch Symmetrie"”

vorliegt, d.h. wenn Elektronen oberhalb der Fermi-Kante dieselben Eigenschaften (Zustands-
dichte und Geschwindigkeit) wie Lécher unterhalb haben und D(g) v2 symmetrisch in € ist. In
anderen Worten, thermoelektrische Effekte beruhen auf der Asymmetrie zwischen Teilchen und
Lochern.
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Wir erhalten also die folgenden Transportkoeffizienten:

1) Elektrische Leitfahigkeit &

Wenn nur ein elektrisches Feld E angelegt ist, gilt jo =6 E mit &= e? ko-

2) Thermische Leitfahigkeit « (der Elektronen)

Nun sei ein Temperaturgradient VT aufgepragt. Dies bewirkt einen Warmestrom j, = -k (VT),
wobei k die thermische Leitfahigkeit ist. Aus den oben gegebenen Relationen schlieRen wir, dass
K(E=0) = K of T ist. Das Verhaltnis zwischen Warme- und elektrischer Leitfahigkeit ist

212
~ meke .
K =73 o2 To.
Dies ist die Aussage des Wiedemann-Franz-Gesetzes.
Ein typisches Experiment wird allerdings bei j, = 0 durchgefihrt, d.h. ein elektrisches Feld stellt
. . ~ 1 - .
sichso ein, dass eK o E =7 K VT. Dann ist der Warmestrom

K, K:1K 1 -
- 10 1 = _
jg= T2 —LVT - 3 RV T=-k VT,

und der so erhaltene Wert von «

K, -

N
A
° L
HX

1 R2
T T

Weicht, wenn auch nur geringfiigig von K oI T ab.

3) Thermoelektrische Koeffizienten

Es gibt eine ganze Reihe von thermoelektrischen Effekten. Sie sind alle schwache Effekte (kleine
Spannungen, ...), da K4 klein ist. Beispiele sind
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a) Seebeck Effekt

Hier untersucht man einen offenen Stromkreis be-
stehend aus zwei verschiedenen Materialien A und

B, an die ein Temperaturgradient angelegt ist. Da
Je = 0 ist, stellt sich wieder ein Feld so ein, dass

~ 1 - . :
eKoE == K ,VT. Dann gilt fiir die Thermokraft 1

T
Q ,definiert durch

A A

1 -~
E=QVT, Q=¢7 KotKy .

Aufgrund der Thermokraft misst man eine
Spannung (fur isotrope Materialien)

S Sy So
V= jds-E = jdsEB+J‘dsEA+J'dsEB =(Qa—-Qp) (T2-Ty),
S0 5 S

die proportional zur Temperaturdifferenz und der Differenz der Thermokréfte ist. (Hier ist T(x;) =
T;, i=0,1,2, siehe Skizze.)

b) Peltier Effekt

Ein elektrischer Strom ist i.a. verbunden mit einem Warmefluss. Wir betrachten eine Situation
ohne Temperaturgradient, VT = 0, aber E # 0. Dann gilt j;=eK4E, und jo=eKgE, also

A~ ~

.1 1. A
Der so definierte KoeffizientIT wird als Peltier Koeffizient bezeichnet.

¢) Thomson Effekt
Die Energiedichte q = ; (g, —p) f andert sich durch Warmestréme und Joule'sche Warme-

produktion

d . 1 .
ot =Vig* (E-¢5 Vi) e.

Eine etwas mihsame Rechnung liefert dafr



e~ d d :
et DT 2T ).

Wechseln wir die Richtung von jo, dann &ndert auch VT-j, das Vorzeichen. Dies bedeutet,

dass %(tl‘ nicht symmetrisch ist.

Im magnetischem Feld gibt es eine ganze Reihe weiterer Effekte: Nernst, Ettinghausen, Righi-

Leduc Effekt, die hier nicht weiter diskutiert werden.

Symmetrien der Verteilungsfunktionen

Wir konnen verschiedene Nichtgleichgewichtssituationen erzeugen, die sich in der Symmetrie

der Verteilungsfunktion unterscheiden.

k

Zugeflgte Teilchen ergeben eine Af(ﬁk)
Verschiebung des chemischen / MYJ“ op
Potentials o >
o0
of =dp (— agkj :
'Heille' Elektronen sind beschrieben Af(gk)

durch 8T (>0)
ot /

RN
>

S S g (Ci s
s (28]

Ein elektrischer Strom verschiebt die A f(Sk)

Kk

Verteilung /
of

of ocEvk(—gkj :

Ein Warmestrom, z.B. bedingt durch A f(gk)

einen Temperaturgradienten, ist /
beschrieben durch

of9

of ¢ VT Vk (Sk— },l) (—glj .
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3.6 Onsager-Relationen

Bei der Thermodynamik irreversibler Prozesse spielt die Entropieproduktion eine wichtige Rolle.
Sie kann als bilineare Form in verallgemeinerten Stromen und verallgemeinerten Kraften

entwickelt werden, %S :Zjn -F, . Weiterhin gilt zwischen Stromen und Kréaften die lineare
n
Relation j, = Z L,mFm - Fur ein solches Schema fand Onsager, dass die Matrix der Lp;,, symme-
m

trisch ist, Lnm = Lmn -

Beispiel: thermoelektrische Koeffizienten

.« . E-Vule Jjg) . E-Vule . 1
S = — T " +V == = 7+ V] =
le T [T] Je T Ig T

. ~ - -~ 1
= Je = Lee E+“/e + LeqV (?j

] ~ E-Vule ~ 1
quLqe++ quV[?].

Die oben beschriebene Ldsung der Boltzmann-Gleichung lieferte in der Tat, konsistent mit den
Onsager-Relationen, dass die nebendiagonalen Koeffizienten gleich sind, Eeq = ﬂqe= Te Ky,

Die anderen Koeffizienten sind Lee = T €2 K 0 qu =T K 2.

3.7 Boltzmann-Gleichung im Magnetfeld

Im elektrischen plus magnetischen Feld lautet die Boltzmann-Gleichung

0 e 1 of
[a VK-Vt %(E+EVKXB) : Vk] fi = (G_'L(j ".
co

Wir linearisieren und suchen eine stationdre, homogene Ldsung unter Verwendung der Relaxa-
tionszeitnaherung fir das StoRintegral

of° 1
= eE-vkgk+%(vka)-Vk8fk=—; Of .

0
Hierbei haben wir verwendet, dass (vi x B) - V) 0 = (v x B) - vy %k = 0. Mit dem Ansatz:
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0
ofi=etvi-F [%] und Ak =m*v,sowie (AxB)-C=(BxC)-A=... erhaltenwir
€k
et
v-E:v-(F+ p Bij *).
m-c

Der Ansatz liefert die Stromdichte (fiir isotrope Materialien) j=e >, v, &fx = op F mit oy
k
net . . .
=T Durch entsprechendes Summieren der Gleichung (*) (ohne vorherige Auflésung nach

F) erhalten wir

1. et 1 . ~ .
E=—J] +———Bxj=p]
c,” meco,

Diese Relation definiert einen spezifischen-Widerstandstensor f) Mit B in z-Richtung und vy

et . .
= o B finden wir

E-yBxE+y°BB-E
1+y°B®
daraus j = & E und den Leitfahigkeitstensor G bestimmen. Dieser ist (fir B in z-Richtung)

Wir kdnnen die Relation (*) auch invertieren, mit dem Ergebnis F = , und

1 v O

o= 602 -y 1 0
1+y 2

0 0 1+y

Wir betrachten nun eine typische Hall-

Geometrie wie dargestellt. Die zu j 7/E}y7 | /
[~ ]

parallele und senkrechte Komponenten I
des Widerstandtensors liefern dann

E = P =
I Pol + Po o0
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ec. 1 _. .
Ei:EH_m*c 5o Bj =AHBJ.
. . . et 1 1 - .
Die so definierte Hall-Konstante ist also Ay =%~ — = .~ . Sie hangt ab von der Dichte

und dem Vorzeichen der Ladungstrdgern. lhre Messung erlaubt es, Eigenschaften der

Ladungstrager zu bestimmen. Die Spannung quer zur Probe (mit Breite w, Dicke d und
Gesamtstrom | =w d j) istdann E; w = Uy = Ry |, mit dem Hall-Widerstand Ry = Ay B/d.

Der Widerstand in Transport-Richtung (parallel zu j) ist in dem Grenzfall, den wir hier
betrachten, nicht beeinflusst durch ein magnetisches Feld. D.h. der Magnetowiderstand, der die
B-abhangigen Abweichungen bezeichnet, verschwindet.

3.8  Wigner-Funktion

Im Prinzip konnen wir, &hnlich wie die Boltzmann-Einteilchen-Verteilungsfunktion f;(r,p,t) aus

der klassischen Gibbs'schen Verteilung durch Ausintegrieren der anderen N-1 Teilchen erhalten
wurde, auch in der Quantenmechanik verfahren. Ausgangspunkt ist dann die Dichtematrix p(t),

deren Zeitentwicklung aus der Liouville-Gleichung folgt ih%ﬁ(t) = [I:L;S(t)] :

Betrachten wir zunéchst ein einzelnes Teilchen, dessen Zustand durch eine Dichtematrix be-
schrieben ist. Dann kdnnen wir das Matrixelement

CPIAMI Y = 3 wor) (0 [P Ny ()

n,n'

auch in Schwerpunkts- und Relativkoordinaten ( R+r/2 |p(t)| R-r/2) betrachten. Wenn wir viele

(N) Teilchen haben, kénnen wir aus der Dichtematrix eine 1-Teilchengrof3e dadurch erhalten,
dass wir eine Spur tber die anderen N-1 Teilchen bilden

FA)red (t) =t N-1 {ﬁ(t)}
fL R = (R+1/2] pog(t) | R-112) .
Nach Fourier-Transformation bezuglich r erhalten wir daraus die sogenannte "Wigner-Funktion”

f Rk = j d3relkr (R+r/2|p, (1) | R-1/2) .

Sie hat formale Ahnlichkeiten mit der Boltzmann-Verteilungsfunktion. Die Dichten im Orts- oder
Impulsraum sowie die Stromdichte
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_ . o Ak
NRY = (Rpeg(MIR) = | a7 RKD

I ERCIFMOILSE j d®R f, (R,

3
d—‘)‘sfn—k fL(RKD

iRY= | o

kdnnen korrekt aus fl(R,k,t) gewonnen werden. Bei diesen Grofien wird entweder tber den

Impuls oder Gber den Ort integriert. Die Unscharferelation in der Quantenmechanik verhindert
jedoch, eine Groflie einzufuhren, bei der sowohl Ort als auch Impuls festgelegt werden.
Entsprechend ist die GroRe fl(R,k,t) nicht allgemein als eine Verteilungsfunktion zu inter-

pretieren. Man findet unter anderem, dass fl(R,k,t) negativ werden kann. Aus diesen Griinden

hat die Wigner Funktion i.A. keine einfache anschauliche Bedeutung, sie charakterisiert aber den
quantenmechanischen Zustand des Systems. In der Festkorperphysik hat sie keinen grofl3en
praktischen Nutzen. In der Quantenoptik hat eine ahnliche GroRe in einer Basis von sogenannten
kohdarenten Zusténden eine groliere Bedeutung.



