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Kap. Il Wechselwirkungen in Festkdrpern und 2. Quantisierung

Im Festkorper betrachten wir lonen und Leitungselektronen. Die ersten bilden ein regelméafiiges
Gitter, abgesehen von Storstellen durch Fremdatome oder Gitterfehler und ihrer Schwingungen
um die Gleichgewichtslage. Die Leitungselektronen kdénnen sich relativ frei bewegen. Der
Hamilton-Operator des Gesamtsystems
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setzt sich zusammen aus der kinetischen Energie der lonen (hier betrachten wir nur eine lonen-
sorte mit Masse M), ihrer Wechselwirkung (abhangend von allen lonenkoordinaten R = {R;}),

der kinetischen Energie der Elektronen und ihrer Wechselwirkung (abhéngend von r = {r;})
sowie der Wechselwirkung zwischen Elektronen und lonen V(R,r). Fir punktférmige lonen gilt
J ZJ e2 ZJ 62

U(R) = Z#Zy' R;~Ry] und  V(R,r)= — 2|r_RJ|

Bei ausgedehnten lonen kann die van-der-Waals- oder Austauschwechselwirkung zu komplizier-
teren Ausdrucken fihren.

2.1 Adiabatische Naherung (Born-Oppenheimer)

Die sehr unterschiedlichen Massen und Beweglichkeiten von Elektronen und lonen ermdéglichen
eine Naherung in mehreren Schritten:

1.) Die leichten und beweglichen Elektronen sehen in niedrigster Ordnung ein statisches Gitter
der schweren und langsamen lonen. Sie stellen sich sehr schnell auf die aktuellen Positionen der

lonen und beeinflussen dadurch auch deren Wechselwirkungen (Abschirmung). Aus diesem
Grund setzen wir an, dass die Gesamtwellenfunktion faktorisiert W(R,r) = ¢r(r) x(R). Die

Elektronenwellenfunktion ¢ (r) hdngt parametrisch von den lonenkoordinaten R ab. Die Wellen-

funktion der lonen wird zwar durch die Elektronen beeinflusst, deren Eigenschaften sind aber in
einfacher N&herung durch die lonenkoordinaten bestimmt. Daher héngt x(R) nur von R ab.

2.) Bei vorgegebenen lonenkoordinaten ergibt sich also folgendes Eigenwertproblem
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fUr die Vielteilcheneigenzustande ¢g A(r) und -energien EER',A der Elektronen. Im idealen perio-

dischen Gitter, wenn die lonen nicht ausgelenkt sind, R = Ry, sind die Eigenzusténde einzelner
Elektronen Bloch-Zustdnde, charakterisiert durch Wellenvektoren (Kristallimpuls p=rnk),
Bandindex und Spin, A =p,n,c. Die zugehorigen Eigenenergien definieren die 'Bandstruktur’
€pn,o- Einfache Grenzfalle sind die ,,nahezu freien Elektronen® oder die Ergebnisse des tight-

binding Models. Die Gesamtwellenfunktion der N Elektronen ist dann als antisymmetrisiertes
Produkt der Einteilchenwellenfunktion, d.h. als Slater-Determinante darstellbar. Sie und die
gesuchte Gesamtenergie der Elektronen hdngen dann von den Besetzungszahlen
A:{np,n,c} mit nyn o =0,1ab,

el
ERo{pnc anncspnc mit > npno=N.

p.n,c

Bei der Berechnung der Bandstruktur wird die Elektron-Elektron-Wechselwirkung nicht oder
bestenfalls approximativ beriicksichtigt. Es bleibt ein Problem diese Wechselwirkungseffekte zu
beschreiben. Dies kann aber hdufig im Rahmen einer Stoérungstheorie angegangen werden.

3.) Im Prinzip kénnen wir auch die Eigenenergien und -zustdnde der Elektronen fiir beliebige
lonenkoordinaten R berechnen. Fir das folgende genugt es anzunehmen, sie seien im
Grundzustand. Das Ergebnis bezeichnen wir mit E%' und ¢r(r). Dann bleibt fur das gekoppelte

System aus lonen und Elektronen das folgende Eigenwertproblem

H ¢r(r) x(R) = {Z v IR * Er }<I>R(r) 1(R)  =E¢r(r) z(R)

_ L5 , 0x(R) 245 (1) ?tg (1)
_¢R(r){;2M +U(R) + Eg } 2(R) - ZzM{ oR, OR, R ORj :

Der erste Term liefert das Eigenwertproblem fiir die lonen
p2
{3 2% + UsR} (R =E1(R).
7 2M

Dabei ist die effektive lonenwechselwirkung Uq¢(R) wesentlich durch die Elektronen beeinflusst
Uetf(R) = U(R) + Ef:e', und zwar wird sie durch die Elektronen abgeschirmt. Diese abgeschirmte

Wechselwirkung klingt genitigend schnell ab, so dass eine Entwicklung in den lonenauslenkungen
Q(t) = R(t) - Ry gemacht werden darf. Eine harmonische Entwicklung von U.¢(R) in diesen
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Auslenkungen und anschlieende Diagonalisierung fuhrt dann auf die Beschreibung der Gitter-
schwingungen durch Eigenmoden mit

2
P
Hesf = Z{?qM_)\ +% M @é,x Qé,x }
q.A

Die Eigenmoden sind Bloch-Zustande, charakterisiert durch die Wellenzahl g und Polarisations-
index A = I, t1, to fir longitudinale und zwei transversale Auslenkungen. I. A. gibt es sowohl
akustische wie optische Phononmoden. Hier beschranken wir uns auf die akustischen.

4.) Der gemischte Term des Eigenwertproblems beschreibt die abgeschirmte Elektron-Phonon
Wechselwirkung. In Stérungstheorie behandelt (s.u.) fihrt sie zu Ubergangen zwischen den
Eigenzustanden. Zur Abschétzung der Starke betrachten wir das Matrixelement

2
¢R() V' (R) aX(R) ¢;(r)—a ;’;gr) Ix*(R)IZ}-
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Der erste Term enth&lt einen Term proportional zu %Idr |(1)R(r)|2 der verschwindet, da ¢r(r)

normiert ist. Der zweite Term ist um einen Faktor m/M kleiner als die elektronische kinetische
Energie. H; kann daher in Storungstheorie behandelt werden.

Storstellen im Gitter oder Gitterfehler werden durch ein Storstellen-Potenzial beschrieben

imp

V(R,r) =V(Rg,r) +V (1) .

Dieses wird ebenso wie die Elektron-Elektron und Elektron-Phonon Wechselwirkung meist in
Stérungstheorie behandelt.

Fur die weitere Beschreibung dieser und weiterer Effekte ist der Formalismus der sogenannten 2.
Quantisierung sehr ndtzlich.

2.2 Phononen

Die Moden der Gitterschwingungen - in harmonischer Naherung sind dies alles harmonische
Oszillatoren - sind durch Wellenzahl q und Polarisation A beschrieben. (Der Einfachheit halber
betrachten wir hier nur akustische Phononen. Die Verallgemeinerung ist offensichtlich moglich.)
Ihre Zustande und Energien sind durch die Anregungszahlen ng; =0,1,2 ... beschrieben (Fock-

Raum) und die Gesamtheit der Moden durch
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Fur jede Mode g,A koénnen wir, wie bekannt vom harmonischen Oszillator, Auf- und
Absteigeoperatoren, a:M und R einfihren. Ihre Wirkung in der Basis der Besetzungszahlen ist

+
P INg, o Ng ) =«/nq’x+1 INg, s NgatL, )
Ay N, s Ng ) = AINga N1y -y N1y

Sie erfullen die Vertauschungsrelationen
+ 3 o+ + _
[a-qlx y aqll}\’l ] _ Sqq' 87\‘7\" f [an\‘ y aq‘,?m'] = [an\‘ , aq'l}\" ] = O .

Der Operator Mg = a;,x a2 zahlt, wievielfach die Mode q,A angeregt ist. Entsprechend gilt flr

den Hamilton-Operator

+ 1
q.A

Weitere Operatoren kdnnen mit Hilfe der Erzeuger und Vernichter geschrieben werden. Z.B. ist
die Amplitude der Gitterschwingung am Ort R mit Polarisationsrichtung &

+ igR
2M o N (aqxx-l-a—q,?w) € :
q,

Qu(R) = fﬁ S &g
q

Jede Anregung einer Mode g, A kann auch als ein Phonon mit Wellenvektor g und Polarisation
A interpretiert werden. Die Zustdnde des Gesamtsystems sind charakterisiert durch die Angabe
der Zahl der Phononen in den verschiedenen Moden. Die Auf- und Absteigeoperatoren werden

. +
dann zu Phonon-Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren 8, und 8, -

2.3 Bose-Teilchen

Auch fur Teilchen mit Masse bietet sich eine Darstellung von Energie, Teilchenzahl und
Zustanden durch Besetzungszahlen n, = 0,1,2 ... an (Fock-Raum). Wenn wir, dartber hinaus,

analog zum Beispiel der Phononen Erzeuger und Vernichter fur Teilchen einfuhren, kdnnen wir
beliebige Ein- und Mehrteilchenoperatoren umschreiben. Dies wird im Folgenden gezegt.

Wir gehen aus von einer Basis gebildet aus den Eigenzustanden des wechselwirkungsfreien
Systems
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Bei unterscheidbaren Teilchen st die Gesamtwellenfunktion dann ein Produkt
Aoy =|Ag)y -2 ); .., was bedeutet, dass das Teilchen 1 im Zustand 24 ist, ... , das

i
Teilchen i im Zustand 2, .... Wenn die Teilchen ununterscheidbar sind und der Bose-Statistik
gehorchen, muss die Wellenfunktion durch Summieren Uber alle Permutationen symmetrisiert

werden. In der Besetzungszahlendarstellung geben wir nur an, wie haufig jeder Zustand A besetzt
ist. Dabei gilt fiir Bose-Teilchen n, =0,1,2,... Damit gilt

Ho|{”x}>:E{n

| |{nx}> mit E{nk}:;sxnx

A

Fur die Zustande gilt nach geeigneter Normierung

1

|{nx}>=|n1,...,nx,...>OCW;PMP...,M,...}

(Die Normierung ist etwas subtil und wird hier nicht weiter erldutert. Siehe z.B. Schwabl,
Quantenmechanik fur Fortgeschrittene fur weitere Details.)

Wir fiihren nun Erzeuger und Vernichter fur die Bose-Teilchen ein mit den Eigenschaften

ay [Ny, Ny =M+ ng, . m i+
ak|n1,...,nx,...>:\/a|n1,...,nx—1,...>

und den damit konsistent zusammenhangenden Vertauschungsrelationen
[ax,ax} = [a{,aﬂ =0; [a;\,aﬂ =80
Offensichtlich ist n, =ajya, ein Zahloperator und es gilt
Ho=> & aya, und N=) aja, .
A A

Mit Hilfe der Erzeuger und Vernichter kdnnen wir aber auch beliebige Operatoren umschreiben,
z.B. einen Einteilchenoperator, auch wenn er nichtdiagonal in den Basiszustanden ist (aber hier
der Einfachheit halber fiir alle Teilchen i gleich)

N
T:Zti(r‘i,pi,...)
1=1

Mit i.A. nicht-diagonalen Matrixelementen t; ;. = . (A|t;|1"), =Id3r(p;(r) t;(r,p)@y(r)
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D.h. t; ="t |A) (A bzw.T:kallthk,Zi:M)i (]

AA

Nun gilt

. Jn,+1
Zi:mi (% ||n1,...,nx,...,nx,...>:nxﬁhl,...,nx+1,...,nx—1,...>

Der erste Faktor n,, zdhlt, wie oft die Einteilchenwellenfunktion |}U>i in der Vielteilchenwellen-

funktion vorkommt und so das Skalarprodukt einen von Null verschiedenen Wert annimmt. Da
durch das Skalarprodukt diese Einteilchenwellenfunktion wegféllt, nimmt n,,um 1 ab. Anderer-

seits kommt eine Einteilchenwellenfunktion im Zustand |7L>i hinzu, und n, nimmtum 1 zu. Das

Verhaltnis der Wurzeln beriicksichtigt die veranderte Normierung. Der neue Zustand auf der
rechten Seite incl. der Vorfaktoren kann aber auch als aja,.|n,,...,n,,...,n,,...) geschrieben

werden. Daraus schlieRen wir dass

Zi:|7“>i (M| =a5a,
und

_ +
T= %:'tx,x' aja,. .

Der Operator bewirkt Ubergange von Zustanden A nach ' mit den Amplituden t)..r» was durch

Vernichten und gleichzeitiges Erzeugen eines Paars von Teilchen in den entsprechenden
Zusténden dargestellt werden kann.

Analog gilt (hier ohne Herleitung; unten folgt eine detaillierte Herleitung fiir Fermionen) flr

einen Zweiteilchenoperator F :EZf(Z)(ri,r-) , dass
i#]

£(2

+ +
V,p> ay ayapay

1
F=2 2,
;\,M,V,p
Der Operator bewirkt Ubergange von 2 Teilchen aus den Zustanden p,v nach p,A mit den
Amplituden

<}\”M f(z) V,p> = J.d31‘i J.dsrj @;(ri )(P;(rj)f(z) (ri’ rj)(pv(ri)(Pp(rj)

2.4. Fermi-Teilchen: Elektronen im Festkdrper

Auch fir Fermionen bietet sich eine Darstellung von Energie, Teilchenzahl und Zustdnden durch
Besetzungszahlen und ein Umschreiben in 2. Quantisierung an. Wir gehen aus von einer Basis
gebildet aus den Eigenzustdnden des wechselwirkungsfreien Systems
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Die Zustédnde und Quantenzahlen hangen ab vom konkreten System. Im idealen Gitter sind die

Eigenzustande einzelner Elektronen Bloch-Zustande, charakterisiert durch Wellenvektoren
(Kristallimpulse), Bandindex und Spin, A =(p,n,c), und die zugehorigen Eigenenergien
definieren die 'Bandstruktur' &p , 5. Im Folgenden betrachten wir der Einfachheit halber nur ein

Band und unterdriicken den Bandindex.

Zusténde des Vielteilchenproblems kdnnen als antisymmetrisiertes Produkt (Slater-Determinante)
der Einteilchenzustande mit |K>i, oder einfacher durch die Angabe der Besetzungszahlen der

Einteilchenzustande beschrieben (Fock-Raum) werden
|n1, ey My ey

Fur Fermionen gilt das Pauli Prinzip, und jeder Zustand kann maximal einfach besetzt sein, d.h.
esgiltn, =0,1.

Auch flr Fermionen filhren wir Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren ¢, undc, ein, die

die Besetzungszahl eines Einteilchenzustands erh6hen oder erniedrigen

+ va
¢y Ing,....,n,=0,..0 =) [|n;,..,n,=1..)
I
c Iny,...,n,=1..) =) |n;,...,n,=0,...)
¢y In,...n,=1..) =¢,|n,...,n,=0,..) =0
P

Der Faktor (—1)¥<* st nétig, um den Vorzeichenwechsel der Vielteilchenwellenfunktion bei

Vertauschen von zwei Fermionen korrekt zu liefern. (Offensichtlich war hier eine zunéachst
willkirlich wéhlbare, aber dann feste Reihenfolge der Zustdnde nétig.) Die Erzeuger und
Vernichter von Fermi-Teilchen erfullen die Antivertauschungsrelationen

+ _ _ + + _
[C)\l, C}\"}-F - 87\‘7\" , I:C)\‘1 Cw}_'» - [C}L, CX'J-{— - O .
Der Operator n, = c;C C, zahlt die Besetzung des Zustands A. Der Teilchenzahl- und Hamilton-
Operator wechselwirkungsfreier Elektronen kdnnen daher einfach geschrieben werden als

+ +
A A

bzw. fiir Bloch-Zustande (hier nur ein Band) bei Bericksichtigung des Spins
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pYG pyc

Anstelle der Erzeuger und Vernichter im Fockraum (Besetzung der Einteilchenzustdnde) kénnen
wir auch entsprechende ,,Feldoperatoren* im Ortsraum einfiihren. Mit o, (r) =(r|1)sei

vr(r) = ;c; @, () ;y(r) = ;cx @, (r)

bzw. fir die - haufig verwendete - Basis aus ebenen Wellen und Spinoren

—ipr/n  T*.

+ 1 + 1 iprin
vy (r) =—=2 Cpse Xo + Vo(N=—=2 Chce" " x
c /Q_ Zp: p.c c c 0 % p.c

(¢

Hier bezeichnet yden Zustand im Spinraum. Flr Spin-1/2-Teilchen ist es ein zwei-kompo-

nentiger Spinor, z.B. XF =(1,0) und XI* =(0,1). (Zur Unterscheidung vom Wechselwirkungs-

potenzial ist im Folgenden das VVolumen des Systems mit Q bezeichnet.)
Die Feldoperatoren erfillen die Antivertauschungsrelationen
[w(r)y* ()]s =8(r-r) s Ltk = [w(n)w(r)]+=0

bzw. wenn wir den Spin explizit schreiben
+ + +
[w (0w (M 1=80—) 86o 3 v (n) wo(r) e = [y () W (r)],=0

Dies folgt aus WO =2 (e, 0], 0,0 0 3(r)
A

=Y 0, (1) ¢ ,(r) = 8(r-r).
)
Mit Hilfe der Feldoperatoren kdnnen wir auch weitere Operatoren ausdriicken. Zum Beispiel ist
der Operator fur die lokale Teilchendichte

p(r) = y*(r) w(r) bzw. bei Berlicksichtigung des Spins p(r) = wz;(r) ys(r).

Zur Begrundung zeigen wir, dass der Erwartungswert dieses Operators im Fock-Raum mit dem
Erwartungswert in der Gblichen Darstellung (1. Quantisierung) ubereinstimmt: Ublicherweise
wirden wir den Teilchendichteoperator eines N-Teilchensystems wie folgt schreiben:

p(r)= Y 8(r-r)
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Wir bestimmen seinen Erwartungswert in einem Zustand CDM,M,_._’KN(rl,rZ,...FN) , bei dem N

Fermionen die Zustande Aq, Ay, ..., AN besetzen. In der Darstellung durch Wellenfunktionen ist
® eine Slater-Determinante aufgebaut aus genau diesen ¢, (r;). Wegen deren Orthogonalitat gilt
J

<@|p(r) |®> = j d®r,...d% ®;l,k21_..,kN(rl,r2,...,rN) [X 8(r-r)] D5 g (FLT2TN)
|

2

=Y Jo, O

1=1
Andererseits gilt p(r) = y*(r) y(r) = Z c{ Cy (p;(r) ¢,.(r). Fur den Erwartungswert dieses
Wy

Operators fur einen Zustand im Fock-Raum |”x1:1'”x2:1’ “ANZL 0, 0,... >, bei dem die

Zustande Aq, Ay, ..., Ay besetzt sind und alle anderen leer (wir haben die Zustédnde 0.B.d.A. so

angeordnet) finden wir

- — - + — — -
%; <m =1n =1 ...m =1,0,0,..[cy ¢ [y =Lmy =1, ..y =1,0,0,... >

* 2 N 2
xe Mo = > o ()] =X 1o (0]
besetzte Zustande i=1 !

Offensichtlich tragt in der Doppelsumme nur A = A" bei, und wir erhalten dasselbe Ergebnis wie
zuvor, was die Aquivalenz der Darstellungen demonstriert.

Analog konnen wir jeden Einteilchenoperator, den wir von der (blichen Quantenmechanik her
kennen (1. Quantisierung), durch einen entsprechenden Operator in 2. Quantisierung schreiben:

o0=3 o p)o OO Jary'm 00 rp) vir) =30 cic;.
i=1

. D * 1
mit 0, = [d 0,(1) 0(rp) 0,(r) = (1|OP 1)

Ein Beispiel bietet die kinetische Energie. Durch Feldoperatoren ausgedriickt bzw. in der Basis
der ebenen Wellen-Zustande und - jetzt explizit berticksichtigt - Spinoren ist sie

2

N pi
T:Zz N 2jd3rwc(r)—vz 4 —ZZm 0o Cpo -
i=1 po

Storstellen im Gitter filhren zu einem extra Potenzial VIMP(r) firr die Elektronen. Der entspre-
chende Beitrag zum Hamilton-Operator lautet
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L= 3 + im i
Hetimp = . JAr () VITR(e) () X yimp
I
imp + ;
= > V. . c _cC. , !
opo p-p° “pc “p.c p ,O ‘: p,G -
wobei qump = éjdsr VIMP(r) eld" die Fourier-Transformierte des Storstellenpotenzials ist.

(Hier und im Folgenden definieren wir die Fourier-Transformation so, dass die Dimension, hier
Energie, erhalten bleibt. Dies ist aber in der Literatur nicht einheitlich so. Tatséchlich wird dort
haufig, um dem Problem elegant aus dem Weg zu gehen, das Volumen Q=1 gesetzt, und erst in
Endergebnissen wieder Q eingesetzt.)

Im Allgemeinen wird Hg.jmp storungstheoretisch behandelt und fuhrt zu Ubergéngen zwischen

den ungestorten Zustanden p und p'.

Die 2. Quantisierung erlaubt es auch Mehrteilchenoperatoren bequem darzustellen. Z.B. ist die
Elektron-Elektron-Wechselwirkung beschrieben durch den Hamilton-Operator

Horer = > Y V(- = Z [dr[a v ¥ler) o) pr) - p(r) 3]

i#]

wobei p(r) =2 ps(r) die totale Elektronendichte ist. Mit den Feldoperatoren ausgedriickt wird
(o}

Hotel = 23 [or [d V=) w2 wite) w(r) w0

1 el-el +
> Z 'Vq Cpa.6 Cpqo Cpio Cpoo
pp q,c0

Die Ordnung der Erzeuger und Vernichter wie

angeschrieben ist zu beachten. Die Vertauschung p,c
dieser Operatoren hat auch den Term p(r) d(r-r")

in dem oben angegebenen Hamilton-Operator

weggehoben. Die Wirkung der Erzeuger und

Vernichter ist in dem Diagramm rechts dargestellt. p+q,c

Vgl'el ist die Fourier-Transformierte der Elektron-Elektron-Wechselwirkung. In Thomas-Fermi-

Né&herung (s.u.) gilt fir die abgeschirmte Elektron-Elektron-Wechselwirkung
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(g hat die Dimension eines Impulses, daher der Faktor hz.) Die Wechselwirkung Hg|.¢| wird

h&ufig in Stérungstheorie beriicksichtigt.

Die allgemeine Ubersetzungsregel fiir 2-Teilchenoperatoren lautet

o? =y 0Pripirpy = 2 [ e w5 v )0 Epir ) vy(r) vyl

I?':j

(2)
> 0 c.ep C, Cs
afyd

mit 0 = (a,

* * 2
@ = (0plo@[s.3)= [¢*r[d ou(r) op(r) OPrpirp) os(r) o (r) .

Elektron-Phonon-Wechselwirkung. Ausgangspunkt ist die lonen-Elektron-Wechselwirkung,

die durch die Gitterschwingungen beeinflusst wird, Z V(R;-r)= Z V(Ry+Q, (Ry)—r;). In
Ji Ry
einer Entwicklung in der Auslenkung der lonen finden wir fir den Term erster Ordnung

Hetpn = &' 3 p(1) Qu(Ro) VR VR,

Nach Einsetzen der Feldoperatoren sowie des oben

o p ptq
gegebenen Ausdrucks fur die Auslenkung und nach >
Ubergang in die Fourier-Darstellung erhalten wir daraus g‘:;:lih

el-ph
Hel—ph = Z qu Cg+q,o Cho (aq,x +aiq’x)-

pg,cA
Die hier auftretende Elektron-Phonon-Kopplungskonstante ist

nN

el-ph_ I
h\2Mo

Y q- &g V() .

q.r

Auch die Elektron-Phonon-Wechselwirkung hangt wvon der abgeschirmten Coulomb-

232
Wechselwirkung V(q) = _1 Zadne ab. Die Starke der Wechselwirkung kann so

Q q’+q3

abgeschétzt werden. Oft wird allerdings gel Phals Fitparameter genutzt.
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2.5 Fermi-Gas und Hartree-Fock Naherung

Im Folgenden betrachten wir einen idealisierten Festkorper mit einem sehr schwachen
Kristallpotenzial, so dass wir die Elektronenzustande als ebene Wellen annehmen kénnen und der
Fermi-See eine Kugel ist. Fir dieses System wollen wir den Einfluss der Elektron-Elektron
Wechselwirkung untersuchen. In der Energiebilanz ist dann aber auch die Wechselwirkung der
Elektronen mit den homogen verteilten lonen und die der lonen untereinander zu
berucksichtigen. Das Modell wird als Jelium Modell bezeichnet. Wir nehmen an, dass kein
Magnetfeld anliegt und entsprechend die zwei Spinzustéande entartet sind.

A) Wir betrachten zunédchst ein Gas von N wechselwirkungsfreien Elektronen. Im
Grundzustand besetzen sie die Zustande innerhalb des Fermi-Sees (fiir den betrachteten Fall eine
Fermi-Kugel), d.h.
|(D0>: H C?(_,O'|O>
KI<kg,o
wobei |0) der Vakuumzustand ist. Offensichtlich gilt
1 fur |[k|<k
n, ={(d,lct ¢ |d,)= F
k,o < 0| k,o k,o‘| 0> {0 fiir |k|>kF

Damit gilt fur die Teilchenzahl und Erwartungswert der kinetischen Energie

dk 1 3
a0 O(ke —k) =7 Ok

N:énk‘a =20

Kk’ n°Q ¢ dk 3
E(O) :<q)o|éﬁ|q)o>:? WkZG(kF_k):gsFN

Wir fiihren einen typischen Abstand r, zwischen den Elektronen ein tber 4?nrO:% bzw. den

dimensionslosen Parameter r; =1, /a,, dem Verhdltnis zwischen r, und dem Bohr‘schen Radius

U3 ) 2/3
a, =/ (me?). Damit wird kg :(9_7:] 1 und O :E—E(g—nj LZN .
4 K= 1 2a, 5\ 4 Iy
Fur das wechselwirkungsfreie Gas kdnnen wir Korrelationsfunktionen berechnen. Beispiele sind
a) Der Einteilchenkorrelator
G (r—=1)=(Pg |wa (D4 ()| @)

ist die Amplitude flr den Prozess, wenn bei r* ein Elektron entfernt wurde, eines bei r zu finden.
Fur freie Fermionen finden wir daftr

N1 —ikr+ik'r _ d3k_ -ik(r-r)
Gc(r_r)_alg(;e ikr+ik'r <®O|C;’6Ck"0|®o>_ké[k':(27)3€ ik(r-r
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—ln 3(sin X — X CoS X)

X3

Damit erhalten wir Gy(r—r)

mit X=Kg|r-r'].

b) Der Zweiteilchenkorrelator

Gc,G' (r — r') = <(D0 |\V; (I') \V;, (r‘) \Ilc' (rV) Vo (I') | (D0>

ist die Wahrscheinlichkeit bei r' ein Elektron mit Spin ¢' zu finden, wenn bereits eines bei r mit
Spin o vorhanden ist. Fir freie Fermionen finden wir

2)? 2\ 1
n_ N — —i(k—k)r-i(g-q)r' + .t
gG’G' (r - r) - (Hj GG’G' (r - r) - (Hj g k z ¢ <q)0 |Ck’ccqacchvsclckvac

Kadg

Dy ).
Fur verschiedene Spins, ¢ # ¢' tragen zur Summe nur k’=k und gq'=q bei, und wir erhalten
2
v 2 1 +

050 (T—1)= (HJ oF %ﬁ <(Do |nk,0nq,0' |(Do> =1
Fur gleiche Spins, o =c' erhalten wir dagegen

+ 4+

<(D0 |Ck,ccq,6 “q.0 k.o |(D0> = Oy kBq,q0 ~ Ok g0k g )Mk 5 N0

Damit folgt (siehe Ubungen)

2 . 2
, 2 1 itk (P 1" 9(sin X — X cosx
gc,c(r—r){—j — 1— g ik-a)r r))=1— ( - )
NJ Q7 ki<kgTal<ke

X
4 :
:1—n—zG§(r—r)

mit x=Kg|r-r'|. Fir r-r'=0 verschwindet die 2-Teilchen-Korrelationsfunktion. Das Pauli-

Prinzip bewirkt, dass keine zwei Teilchen an derselben Stelle sind. Fir Abstdnde groRer als 1/kg
geht der Korrelator schnell (mit schwachen Oszillationen) gegen 1.

goer (x — x')

05 F

00

4”7
. |x —x'



- 14

B) Als néchstes betrachten wir ein Fermigas mit Coulomb-Wechselwirkung. Wir vernachlés-
sigen weiterhin die Effekte des Kristallpotenzials, daher heil3t das Model auch Jellium-Modell.

h22

= X[ v { +um(r)} v_(1)

+23 [or e VR mr) Wl o) vr) v o)

Dabei ist die Wechselwirkung der Elektronen mit den lonen beschrieben durch

2
Uiy () =—[d°R n,,, (R)|ri—R|

2

Die 2. Zeile gilt, wenn die lonen homogen verteilt sind (Jellium). Die Wechselwirkungsenergie
der Elektronen mit den homogen verteilten lonen ist dann

=—n, U, mit Uo_jol3

Eetion= O|ZJ.d3rwc(r)Ulon(r)\yc(r)|(I) >——nn QU,

Wenn wir noch berlcksichtigen, dass die lonendichte gleich der Elektronendichte ist,
Ni,, =N = N/V, erhalten wir E -n*QU,.

el- |on

Als néchstes betrachten wir die Korrektur zur Grundzustandsenergie auf Grund der Elektron-
Elektron Wechselwirkung. In fiihrender Ordnung Stérungstheorie finden wir

el-el = (Po FYs(OY (I Vo )Ye (T
E |Z d*rd’ yg () ('>| Yo ()6 (1)| Dy )
= Z EIJ.dSrd3r'
”d3rd3 T |(n —ZG (r— r)j

2
n .
| _gG’G'(r_r )

Die Energie kann einfach durch den oben berechneten Zweiteilchenkorrelator ausgedriickt
werden. Der erste Beitrag ist der sogenannte Hartree-Term. Sein Wert ist

— A2
EHartree_n QUO/2 _eﬁék_tiv_)o'

Er beschreibt die Wechselwirkung der Elektronen mit der mittleren Dichte aller anderen

Elektronen. Allerdings ist er effektiv gleich 0. Denn die Summe aus Hartree-Term, der
Wechselwirkungsenergie der Elektronen mit den lonen E ; ,=-n 2QU, bei Nion=N=NNV
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sowie die (hier nicht naher betrachteten) Wechselwirkungsenergie der lonen untereinander
E ;n QU, ergibt 0.

el-ion

Der zweite Beitrag zum Erwartungswert der Grundzustandsenergie ist der sogenannte Fock-
Term. Er entsteht auf Grund der Mdoglichkeit, identische Fermionen mit gleichem Spin
auszutauschen,

Erock = Ids ZG ()

2
——Ng—nde e {sin(kF|r|)—kF|r|cos(kF|r|)}
") (ke |r])®
3e? 0,916 2

:—N—k —’ ENS
4n 2a,71;

exch

Zusammen finden wir also fir die Grundzustandsenergie

2,21 0,916 | €
E:N(Skin_"gexch):N[ 2 - r JZa
S S

Wir sehen, dass wir effektiv in dem Parameter rs entwickelt haben, d.h. die Entwicklung

ausgehend von freien Elektronen ist gut fir Systeme mit hoher Elektronendichte. Bei niedriger
Dichte und grofRen Werten von rs kénnte ein ganz anderer Zustand, z.B. der Wigner-Kristall, d.h.

ein Gitter von lokalisierten Elektronenladungen realisiert sein. Dieser ist allerdings in natlrlichen
Festkorpern nicht beobachtet worden.

Das oben erwahnte gegenseitige Wegheben der Wechselwirkungsenergien homogen verteilter
lonen und Elektronen kann effektiv dadurch berticksichtigt werden, dass im Wechselwirkungs-
Hamilton-Operator der Term mit g=0, weggelassen wird,

1 el'el + +
Hel-el = > 2. Vg Cheqo Cpge S Cpo
p,p.9#0,0,0'

Damit konnen wir die Korrektur zur Grundzustandsenergie noch einmal explizit ausrechnen:

e2 A
2Qkkq¢000 q

E

elel = —(® O|Ck+q o Ck_q.o' k'’ ko @)

Da g=0 ausgeschlossen ist, tragen in der Summe nur k'—=q=k mit o =¢" bei. Damit gilt

2

e 4
Eel-el :_Ek,;),c qTC< |nk+qc nkc|(D >
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e? 4n

= _Ekll(';(:GW((DO | nk'lc nk,cs |CD0>
J' d°k _[ d3k’ 1
kSkF (27[)3 k'ng (27‘5)3 |k _k ||2

= —471e’Q)

Das Integral kann explizit ausgewertet werden:

31
[— jdkk'zjdcose -
k'<kp (2m) |k—k'| 47t k% +k'2 — 2kk'cos 0
k
L e Lo fkek| ke (10 1-x7 14+x])
—ngkk —In k|~ 222 (2+ In el 2 F(x)

mit x=k/kg.. Wir definierten flr spéater die ,,Lindhard Funktion* F(x). Sie nimmt vom Wert 1 bei
x=0 Uber ¥ bei x = 1 nach 0 mit wachsendem x ab. Bei x=1 ist die Ableitung singular.

F(z)

1

0.8
0.6
0.4
02
02 04 06 08 1 12 14
Damit erhalten wir
e 2o Ke Ak +k2 k2 lke +K|
el-el 2 3 |k —k|
n k<kF( )
1/3
k 2 2
_ 3Ne2 F__iNe (Q_nj :_Ne_0916
4 b 47 agl 4 2.':10 Ig

also dasselbe Ergebnis wie oben.

Einteilchenenergien

Mit den so gewonnenen Erkenntnissen koénnen wir auch verstehen, dass die Energien der
Einteilchenzustande durch die Wechselwirkung modifiziert werden. Wir machen dazu eine
Molekularfeldndherung, um das Produkt aus 4 Erzeugern bzw. Vernichtern in Hge durch
Produkte aus je einem Erzeuger und Vernichter gekoppelt an ,Molekularfelder* — d.h im
Allgemeinen selbstkonsistent zu bestimmende Mittelwerte — zu ersetzen.
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1. Das generelle Schema besteht darin, ein Produkt von Operatoren AB wie folgt zu ersetzen:

Unter der Voraussetzung, dass die Operatoren nur wenig von ihrem Mittelwert abweichen (dies
erfordert, dass wir die richtige Physik erkannt haben!) schreiben wir A=(A)+(A—-(A)) und

vernachléssigen quadratisch kleine Terme. Damit erhalten wir AB~—(A)(B)+A(B)+B(A).
Der erste Beitrag ist trivial und wird haufig nicht angeschrieben.

- + + - I - - - -
2. Bei den 4 Operatoren Cy ., ; Cy_q & Ckr Ck g IN Hel-el MUssen wir noch entscheiden, wie wir

sie paaren wollen, um dann nach dem oben erlduterten Schema vorzugehen. Das Kriterium ist,
dass der Erwartungswert eines Produktes von 2 Operatoren groR ist. Es bietet sich an, nur
Erwartungswerte eines Produktes von einem Erzeuger und einem Vernichter zu betrachten (das
gilt nicht fir Supraleiter!). Naheliegend ware <ch’+q’G ck,6>zu wéhlen. Dies ist aber eine

schlechte Wahl; denn der Erwartungswert verschwindet im Grundzustand, weil wir in Hgj¢), Wie
oben diskutiert, g=0 ausschlieRen. Eine bessere Wahl ist <c;+q’G ck.,0,>, was flr k'=k+q mit

o = ¢ 'einen endlichen Wert im Grundzustand liefert.

D.h. wir schreiben, nach Vertauschen der Reihenfolge gemaR der Fermi-Statistik
+ + o[t + s +
Ck+a.0 Ck-g.0' Cko Ckio ® <Ck+q,c Ck',c'> kg0 Ck.o <Ck'—q,o' Ck,0>ck+q,c Ckio

Estragen nur k'=k+q mit o =c"' bei und beide Terme gleich, sodass gilt

2e 47
H,, =— —<c+ c > c, ¢
el-el 20 k,c;l,c q2 k+q,0 “k+g,0 / ¥k,c “k,o

D.h. wir erhalten
_ +
Ho +Heper = X & Sko S0
k,c
mit den renormierten Einteilchenenergien

_nk? 2e% 4

= =N S 0(pe— |k +
n?k?  2e°k;

= - F(k/k
2m ( 2

mit der oben definierten Lindhard-Funktion F(x).
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Das hier beschriebene Verfahren kann dahingehend verallgemeinert werden, dass man die
Blochzustdnde im Kristallpotenzial plus dem oben angeschriebenen Molekularfeld, also eine
bessere Néherung fir die tatsachlichen Wellenfunktionen als die ebenen Wellen, benutzt. Der
Erwartungswert des Molekularfelds ist dann selbstkonsistent zu bestimmen. Dies ist, was als
Hartee-Fock Methode bezeichnet wird.

2.6 Stollraten

Oft genligt es im Festkorper, die Wechselwirkungen stérungstheoretisch zu behandeln. Sie flhren
dazu, dass Elektronen mit einer gewissen Rate aus einem gegebenen Zustand gestreut werden.
Die Rate kann mit der goldenen Regel berechnet werden.

Als Beispiel betrachten wir hier den Effekt der P,o; pZG
Elektron-Elektron-Wechselwirkung velel
1 el-el
Hel_el = E Z Vq C;‘Fq,ﬁ C;-_qlcv va’ov Cp,G \
pp'd,c0’ P04, P,0,

Zuné&chst bestimmen wir die Rate fir die Streuung aus einem gewissen (besetzten) Einteilchen-
zustand pyoq mit Energie g1 in den Endzustand p;'cq mit Energie €', wobei gleichzeitig ein

anderes Elektron von p,c, mit Energie €, in den Endzustand p,'c, mit Energie &,' gestreut wird.
Naturlich muss dazu der Zustand p,c, besetzt sein, und die beiden Endzustdnde wegen des Pauli

Prinzips unbesetzt. Da die Coulomb-Wechselwirkung nicht vom Spin abhéngt, &ndert sich der
Spin der Teilchen nicht. Die goldene Regel liefert die Rate fiir diesen Ubergang
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2n 1 1 1 1
Woio, pio, = 7 |(P1'01, P2G2l Hel-el P10, P202) [* 8(e1 + 2~ &1~ £2)
_)
P20, P20,

wobei das Matrixelement zwischen Anfangs- und Endzustand das Folgende bedeutet und liefert

(n. =1n =1

.= : =0, n =0, ...|Hgle;|n . =0,n_. =0
PG, P,G, D0, | el eI| pLo;

1 n -
P10y Pyco

, nplcl_l’ npzc2 =1, ...y

1 el-el .
= 2 Z ' < | Vq Cp+q,6 Cp'—q.c’ Cp',c' Cp,ol >
ppq,co

el-el 5 VeI-eI 5
P1-P1 ~ Y040, pzl—pl] p1+pP2,P1*tP2

Die Impulserhaltung, die schon im Hamilton-Operator explizit ist, spiegelt sich im Matrixelement
wieder. Die beiden Beitrage ergeben sich aus der folgenden Uberlegung: Wir wahlen z.B. p =p,

und p'=p, (die Alternative p=p, und p'=p, liefert im Endergebnis einen Faktor 2). Dann
muss bei verschiedenen Spins, o, # G,, fir die Impulse p+q=p;" und p’~q=p,’ gelten, d.h.
p1 + p2=p1’ +p2’ und g = p1'- pz1. Bei gleichen Spins, o, =o,, kann zusatzlich p+q =p,’ und
p’'—q = p; gelten, d.h. wieder p; + p, = p1’ + po’ aber diesmal g = p,’— p;. Die veranderte
Reihenfolge der Operatoren fuhrt zu einem Vorzeichenwechsel.

Die Lebensdauer eines Elektrons im Zustand p;o4 ist bestimmt durch die Rate, dass das Elektron
aus dem Zustand pioq in irgend einen anderen Zustand p;'cq gestreut wird, und auch der
Anfangs- und Endzustand des Streupartners ist beliebig. Wir summieren daher tber all diese
Zustande, haben aber zu berticksichtigen, dass diese entsprechend der Fermi-Statistik und
Temperatur besetzt waren bzw. als Endzustand zur Verfiigung stehen. Die gesuchte Rate ist daher

o= 2 Woo py 162 [ fer)llL - )]

. P101
P1P2:P2:%2  pys, s,
_2n IVeI-eI 5 Vel-el |28
- 7 . Z P1=P1 ~ ®cy0, Y P2P1 p1+P2,\P1+P2
P1.P2.P2,0;

x f(e2) [1 - f(e1)I[1 - f(ex)] 8(e1 + 2 —&1' - €2) .

. . . do, . .
Zur weiteren Auswertung schreiben wir z: Ids D(e) J.4— , wobei D(g) die
p T

energieabhangige Zustandsdichte der Elektronen ist. Die wichtigste Energie- und Temperaturab-
hangigkeit kommt von den Fermi-Funktionen. Daher kénnen wir zur Vereinfachung das Matrix-
element und die Winkelintegrationen durch Konstanten ersetzen. Auch liegen typische Energien
nahe der Fermi-Energie (d.h. D(¢) = D(eg)). Die Streurate eines Elektrons mit Energie ¢ ist also
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5 1= const [de, [de, f(er+ep—e) [1 - f(er)I[L - (e2)] -

Bei tiefen Temperaturen liefert dies rgl (T=0)= % const (¢ - gp)2 , wéhrend fir Elektronen an

der Fermi-Kante € = e gilt rgFl(T) = Y const (kT)2. Zusammenfassend gilt also
T (T) =% const [(e - £p)2 + (KT)2]
€ F y

Wir sehen, und das ist ein wesentliches Argument fur das weitere VVorgehen (Quasiteilchen und
Landau Fermiflussigkeitstheorie), dass die Rate nahe der Fermikante und bei tiefen Temperaturen
auf Grund der Einschrankungen durch das Pauli Prinzip klein sind.

2.7 Thomas-Fermi-Theorie der Abschirmung

Die nackte Coulomb-Wechselwirkung ist langreichweitig, aber Abschirmungseffekte machen die
Wechselwirkung effektiv kurzreichweitig. Als Beispiel betrachten wir nahezu freie Elektronen,
und wir nehmen an, dass die lonenladungen homogen verschmiert sind (Jellium-Modell). Im
Mittel ist die Ladungsdichte gleich Null.

Wir bringen nun eine Testladung in das System p,(r)=qd(r). Im Vakuum erzeugt dies ein
Potenzial ¢(r) = g/|r|. Im Festkorper fuhrt die Coulomb-Wechselwirkung aber zur AbstoRung

anderer Elektronen, sodass ein positiver Hintergrund der homogen verschmierten lonen in der
Nachbarschaft der Testladung Gberwiegt. Dies bewirkt die Abschirmung.

Angenommen ¢(r) andert sich langsam, und dass die Elektronen lokal im Gleichgewicht mit dem
lokalen elektrochemischen Potenzial p—e¢(r) sind. Dann ist

B _ 1
(Npo(N) = fleps —ed(r)) = Jepned(mVkT

Dies bedeutet eine Anderung der lokalen Elektronendichte

5p(r) = (&) dn(r) = ‘Ee 3 (8Npe(r) ) :‘Ee > [feps - e0(r) - f (epo)]

p.c p,c
= (-e) [de2 D(e) [f(= — ea()) - f ()] = (&) 2D(ef) eq(r) .

Die letzte Form gilt fir Metalle, wo wir fir kgT<ep nur die Zustandsdichte (pro
Spinkomponente) an der Fermi-Kante D(eg) brauchen.
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Die so erzeugte Ladungsdnderung bewirkt gemaR der Poisson-Gleichung wiederum eine

Anderung des Potenzials. Wir miissen also eine selbstkonsistente Losung finden fiir

V2¢(r) = —4n p(r) =—-4nq 3(r) + 4ne 2D(ef) ed(r)

= (V2-1/05 ) o(r) = - 4nq () .

1
Hier haben wir die Thomas-Fermi-Abschirmlange A+ = ———— eingefihrt. Fir Metalle
9 MFZ [ore?Dien) T

ist Arp typisch von derselben GréRenordnung wie die atomaren Abstande. Die Ldsung der

Poisson-Gleichung im Fourier-Raum lautet

1 4nq
K= =,
9= 5 k% +1/20%

Nach Rucktransformation finden wir das abgeschirmte Coulomb-Potenzial (Yukawa-Potenzial)

o(r) = ie_“'l/}‘fTF )
Tl

Fur die Abschirmung in Halbleitern gilt eine &hnliche Relation. Dort ist die Elektronendichte ge-
ring, und die Maxwell-Boltzmann-Statistik kann verwendet werden.

= o= |qT|e‘|'r|/7‘D mit  Ap= /%;m

Die Abschirmldnge wird nun Debye-Lange genannt. Sie hdngt nicht von der Fermi-Energie
sondern von der Temperatur ab. (n) ist die temperaturabhéngige Elektronendichte.

2.8 Quasiteilchen und Landau Theorie der Fermi-Flussigkeiten

Obwohl die Wechselwirkung zwischen den Teilchen eines Festkorpers i.A. nicht exakt behandelt
werden kann, genligt doch oft eine effektive Beschreibung mit nahezu unabhangigen
Quasiteilchen. Dafur gibt es folgende Griinde:

1) Die Einteilchenenergien kénnen stark von der Energie freier Teilchen abweichen; denn das
periodische Potenzial der lonen fiihrt zu einer i.A. komplizierten Bandstruktur ¢ npc -

In Halbleitern sind wir aber hauptsachlich an Zustdnden an der Bandkante eines Bandes n
interessiert. (Wir schreiben im Folgenden den Bandindex nicht mehr.)
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2
, wobei die effektive Elektronenmasse i.a. von

— An der unteren Bandkante gilt eps = ¢ + 2p
e

der freien Elektronenmasse abweicht, mg ;%5 m.
2

— An der oberen Bandkante gilt eps = &y — 2p_ wobei die effektive Lochermasse i.a. von der

m
h
freien Elektronenmasse abweicht, my ;% m.

In Metallen interessieren die Zustédnde in der N&he der Fermi-Energie.

Der Fermi-See ist i. A. nicht mehr eine Kugel. Ein Apy

Beispiel ist rechts dargestellt. Das VVolumen des Fermi-
Sees, QF, hangt mit der Dichte zusammen

QF.
3 ~<F
(2nth) Px

In der Néhe der Fermi-Kante ist die Energie einfach
charakterisiert durch die Fermi-Geschwindigkeit

€po = &F + VE'(P — PF)
sowie die Zustandsdichte (pro Spin) D(ep).

Der Zusammenhang zwischen pg und ve pg =m*vg definiert eine weitere effektive Masse m*,

die allerdings von den oben erwahnten Bandmassen abweicht.
2) Die Wechselwirkungen sind abgeschwacht durch Abschirmungseffekte (s.0.).

3) Die StoRprozesse sind eingeschrankt durch die Energieerhaltung und das Pauli Prinzip. Die

goldene Regel liefert die Streurate fiur den Ubergang eines Quasiteilchens von einem
herausgegriffenen Zustand p;o; nach irgendeinem Zustand p;'c; wahrend ein anderes

Quasiteilchen von irgendeinem Zustand p,c, nach py'cy gestreut wird

—_, 2 1 1 1 T 1 1
o = et D P12l Helel 101 P2) [2 8(eq + &2 — &1' — &5") f(e)[1-F(e1 ) [1-F(e2)] -
t h P2.P1P2'02

Wegen des Pauli Prinzips liegen bei T = 0 die Energien aller Zustdnde ¢4, €, €1', €5' nahe e.

Dies schrankt die moglichen Streuprozesse stark ein. Als Ergebnis (s.0.) ist die Rate flr die
Streuung eines Elektrons mit Energie ¢ nahe der Fermi-Kante mit anderen Elektronen klein,

Tt (T) o (e - sp)? + (KT)2.

Ahnliches gilt fir die Streuung an Phononen, namlich ;" (T) «c (¢ — ep)2 + (KT)3.
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4) Bei hoher Elektronendichte n ist die mittlere Coulomb-Wechselwirkung der Elektronen
schwach gegen die kinetische Energie. Beide hdngen ab von der Dichte

2
2;\ ~ a2 nl/3 h 21203
e“/ry =e4n , e =—1(3an )
< > F 2m( )

D.h. die Wechselwirkungsenergie ist kleiner als eg, solange der mittlere Elektronenabstand rq
2

klein ist gegen den Bohr'schen Radius ag = = 0,529...,& . Genauer gesagt, solange

33 3n 3
fo= \/ 47n <4 V2 2.

5) Es besteht eine 1:1 Beziehung zwischen den angeregten Zustdnden des wechselwirkenden

e2

Systems und den angeregten Zustdnden des wechselwirkungsfreien. (Wir kdnnen uns vorstellen,
dass die Wechselwirkung langsam eingeschaltet wird, d.h. alle Zustande entwickeln sich kon-
tinuierlich.). Dies hat die folgenden Konsequenzen:

— die Quasiteilchen sind Fermionen
— weiterhin sind die Einteilchenzustdnde beschrieben durch Bloch-Zustande mit p,c.

— Die durch die Besetzungszahlen [{nys}) ; nps = 0, 1 charakterisierten Zustande stellen eine

Basis der Vielteilchenzustande dar. Auch die Energie hangt davon ab E = E({npc}). Wenn wir

die Energie wie folgt schreiben E({npc}):ancspc miissen wir beriicksichtigen, dass die
po

Einteilchenengerien i.A. wiederum von der Besetzungszahl aller anderen Zusténde abhéngt.

1 fiir p e Fermi-See
—Im Grundzustand gilt n%_ = { Pe .

po 0 sonst

Angeregte Zustande sind Teilchen- oder Lochartig v, = Ny, —n

o _ |1 "Elektron"
po '

Pe ™ 11 "Loch"

Im thermischen Gleichgewicht ist die Verteilungsfunktion die Fermifunktion abhangig von den
Einteilchenenergien
()=
Po/ ™ epe/kgT 4
Die oben gegebenen Argumente sind die Grundlage der Landau Theorie der Fermi-Flissig-

keiten. Wie wir am Beispiel der Hartree-Fock Naherung gesehen haben, hangen die
Gesamtenergie und Einteilchenenergien von der Zahl der anderen Quasiteilchen ab. Wenn wir
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also die Besetzungszahlen um d8n,, andern, erwarten wir (nach Landau) dass sich die
Einteilchenenergien &ndern, ¢ :sg?+88 wobei

0y poc

1
O€pg =NZ foo.pio Mg
p'c'

wobei  f ein  mikroskopisch berechenbarer bzw. phanomenologisch bestimmbarer

po.p'c’
Wechselwirkungsparameter ist. Er hangt wegen der Austauscheffekte vom Spin ab. Solange
keine Spinrichtung ausgezeichnet ist (ohne Magnetfeld) gilt

_£S v a
fpc,p.c. = fp,p. +00 fp,p.

Gewohnlich wird der dimensionslose Wechselwirkungsparameter FpS,{C? =D(ep) f;ﬁ-‘ betrachtet.
AuRerdem, da p und p* in der Regel an der Fermikante liegen, hangt Fpsﬁ nur vom Winkel

zwischen p und p*“ ab, und es bietet sich eine Entwicklung in Legendre Polynome an,

/ < /
F¥8(cos6, ) = I;(m +1) R¥4 P (cos6, ),

sowie weitere darauf aufbauende Entwicklungen in Kugelflachenfunktionen.

Siehe Ubungen fiir Beispiele.



