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1. Elektron-Phonon-Streuung (8 Punkte)

In der Vorlesung wurden die Stoßraten für die Elektron-Elektron-Streuung betrachtet.
Analog soll hier die Elektron-Phonon-Streuung untersucht werden. Diese wird durch
den Hamilton-Operator

Hel−ph =
∑
p,q,σ

gel−phq c†p+q,σcp,σ(aq + a†−q)

beschrieben.
Im Folgenden werden dabei Phononen im Debeyemodell betrachtet (~ωq = c|q|).

(a) (4 Punkte) Bestimmen sie die Raten W+
pσ→p′σ (W−pσ→p′σ) für die Streuung von

Elektronen von pσ nach p′σ unter Absorption (Emission) eines Phonons. Betrachten
Sie die Matrixelemente

〈npσ = 0, np′σ = 1, nq ∓ 1|Hel−ph|npσ = 1, np′σ = 0, nq〉 ,

und zeigen Sie, dass damit die Streuraten durch

W±pσ→p′σ =
2π

~
∑
q

|gel−phq |2δ(εp′ − εp ∓ ~ωq)δp±q,p′x2q,± (1)

gegeben sind, mit der Definition xq,+ =
√
nq, xq,− =

√
nq + 1.

(b) (1 Punkt) Erläutern Sie, warum die Lebensdauer eines Elektrons im Zustand pσ
bei der Streuungen an Phononen durch die Rate

τ−1pσ =
∑
p′

(
1− f(εp′σ)

)
(W+

pσ→p′σ +W−pσ→p′σ) (2)

bestimmt ist.

(c) (3 Punkte) Ersetzen Sie nun nq durch die thermischen Besetzungszahlen Nq =
〈nq〉 und zeigen Sie, dass dann W+

pσ→p′σ/W
−
p′σ→pσ der Bedingung des detailierten

Gleichgewichts genügt.

(d) (Extra) Wir wollen nun eine explizite Lösung für die Lebensdauer τ−1p,σ im Grenzfall
kleiner Temperaturen für ein freies entartetes Fermigas finden. Für die Kopplungs-
konstante soll dabei gel−phq = g0 angenommen werden. Wir ersetzen auch wieder nq
durch die thermischen Besetzungszahlen Nq = 〈nq〉. Nehmen sie an, genau wie in
der Vorlesung für die Elektronen-Elektronen-Streuung diskutiert, dass die Impul-
serhaltung und die Winkelabhänigkeit in eine Konstante zusammengefasst werden
kann (siehe Skript Seite II-13). Diskutieren sie für welche Energien εp für T = 0 gilt
τ−1p,σ ∝ (εp − εF )3 (nehmen sie dabei an dass die Zustandsdichte um die Fermikante
konstant ist). Versuchen zu dann zu zeigen das für Temperaturen kBT � ωD (ωD
ist die Debye-Frequenz) an der Fermikante ungefähr gilt τ−1pF ,σ

= τ−1(εF ) ∝ T 3.



2. Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren (3 Punkte)

Für einen Fermionischen Vielteilchenzustand sind die Erzeugungs und Vernichtungs-
operatoren definiert durch,

c†λ|n1, . . . , nλ = 0, . . .〉 = (−1)
∑
ν<λ nν |n1, . . . , nλ = 1, . . .〉 (3)

cλ|n1, . . . , nλ = 1, . . .〉 = (−1)
∑
ν<λ nν |n1, . . . , nλ = 0, . . .〉 (4)

c†λ|n1, . . . , nλ = 1, . . .〉 = cλ|n1, . . . , nλ = 0, . . .〉 = 0 (5)

Zeigen sie damit, dass die die Operatoren cλ und c†λ die Antivertauschungsrelation

{cλ, c†λ′} = δλ,λ′ (6)

erfüllen.

3. Streuung an einer magnetischen Störstelle (9 Punkte)

Wir betrachten nun die Streuung von Elektronen an einer magnetischen Störstelle. Die
magnetische Störstelle befindet sich am Ursprung des Koordinatensystems r = 0. Die
Störstelle hat einen Spin S und koppelt an die Spins s der Elektronen des Leitungsban-
des. Dies kann durch folgenden Hamilton-Operator beschrieben werden,

HK = −JS · s δ(r) . (7)

Hierbei soll immer angenommen werden dass der Vektor S (kein Operator) sich bei
einer Streuung nicht verändert.

(a) (3 Punkte) Schreiben die den Hamilton-Operator (7) in der Form der 2ten Quan-
tisierung in der Basis der ebenen Wellen. Es kann dabei hilfreich sein wenn sie
folgende Relation S · s = S−s+ + S+s− + Szsz benutzen. Eine andere möglich-
keit den Hamilton-Operator (7) kompakt zu schreiben, besteht darin sich folgenden
Vektor zu definieren,

~cp =

(
cp,↑
cp,↓

)
. (8)

und den Hamilton-Operator in 2ter Quantisierung als Funktion dieses Vektors zu
schreiben.

(b) (1 Punkt) Wie muss die Lebensdauer (2) modifiziert werden, wenn wir eine magne-
tische Störstelle betrachten?

(c) (2 Punkte) Berechnen sie nun die Streuraten Wp↑→p′↑ und Wp↑→p′↓.

(d) (3 Punkte) Finden sie eine explizite Form für die Lebensdauer τ−1p↑ bei Temperatur
T = 0. Nehmen sie dabei an das wir Elektronen in einem freien Elektronengas
betrachten.


