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1. Zweiatomige harmonische Kette (3 + 5 + 2 = 10 Punkte)

Wie in der Abbildung dargestellt, betrachten wir eine eindimensionale Kette mit Git-
terkonstante a. Die Einheitszelle dieses Gitters besteht dabei aus zwei unterschiedlichen
Atomen der Masse m1 und m2 mit einem Gleichgewichtsabstand a/2. Die 2N Atome
können sich auf der x-Achse dämpfungsfrei bewegen, die Kopplung der Atome wird
durch identische Federn mit der Federkonstante K beschrieben.

Es sollen die klassischen Bewegungsgleichungen

m1ün = K(sn − 2un + sn−1)

m2s̈n = K(un − 2sn + un+1)

für kleine Auslenkungen un und sn aus den jeweiligen Ruhelagen bei x = na und
x = (na+ a/2) gelöst werden.

(a) Zeigen Sie für den Ansatz

un(t) = u ei(kx−ωt), sn(t) = s ei(kx−ωt), x = na,

dass durch die periodische Randbedingungen

un+N (t) = un(t) und sn+N (t) = sn(t)

die Wellenzahlen k nur die diskreten Werte

k =
2π

a

m

N
, m = 0,±1,±2, . . .

annehmen können, und sie ferner für eine eindeutige Lösung auf −π
a < k ≤ π

a
beschränkt sind.

(b) Schreiben Sie die Bewegungsgleichungen als 2 × 2–Matrix und bestimmen Sie nun
die Frequenzen ω+(k) , ω−(k) der Eigenmoden dieser Kette. Geben Sie dabei jeweils
auch das Verhältnis s/u an. Wie verhalten sich ω±(k) und s/u für kleine |k| � π/a,
und was bedeutet das Ergebnis anschaulich ? Skizzieren Sie ω±(k) für alle erlaubten
k . Wie viele akustische (−) und optische (+) Eigenmoden besitzt die Kette ?

(c) Die bisher berechneten Gitterschwingungen einer linearen Kette haben die Form
harmonischer Oszillatoren und können somit, wie aus der Quantenmechanik be-
kannt, quantisiert werden. Geben Sie den Hamilton-Operator für die 2N Oszillati-
onsmoden (λ ≡ (k,±)) der harmonischen Kette an (± steht für optisch/akustisch).



2. Zustandsdichte (10 Punkte)
Betrachten Sie freie Teilchen mit Dispersion ε~p = ~p2/2m. Die Summe

∑
~p über eine

Funktion F (ε~p) kann geschrieben werden als∑
~p

F (ε~p) =

∫ ∞
−∞

dεD(ε)F (ε),

wobei
D(ε) =

∑
~p

δ(ε− ε~p)

die Zustandsdichte bezeichnet. Berechnen Sie die Zustandsdichte D(ε) für freie Teilchen
in ein, zwei und drei Raumdimensionen. Ersetzen Sie dazu die Summe über die Impulse
durch ein Impulsintegral, so wie Sie es aus der Vorlesung gewohnt sind. Skizzieren Sie
D(ε) für diese drei Fälle.

3. Tight-Binding Model Extra
Wir betrachten die Tight-Binding Form der Energie des s-Bands eines kubisch flächen-
zentrierten Gitters. Entlang der in Abb. 1 gezeigten Richtungen inerhalb der ersten
Brillouin Zone hat die Energie verschiedene Formen.

(a) Zeigen sie, dass entlang der Richtung ΓX (ky = kz = 0, kx = 2πµ/a, 0 ≤ µ ≤ 1) die
Energie des s-Bandes gegeben ist durch

ε = Es − β − 4γ(1 + 2 cosπµ) . (1)

(b) Zeigen sie, dass entlang der Richtung ΓL (kx = ky = kz = 2πµ/a, 0 ≤ µ ≤ 1/2) die
Energie des s-Bandes gegeben ist durch

ε = Es − β − 12γ cos2 µπ . (2)

(c) Zeigen sie, dass entlang der Richtung ΓK (kz = 0 , kx = ky = 2πµ/a, 0 ≤ µ ≤ 3/4)
die Energie des s-Bandes gegeben ist durch

ε = Es − β − 4γ(cos2 µπ + 2 cosµπ) . (3)

Die Überlappintegrale sind gegeben durch,

β = −
∫
dr∆U(x, y, z)|φ(x, y, z)|2 , (4)

γ = −
∫
drφ∗(x, y, z)∆U(x, y, z)φ(x− a/2, y − a/2, z) . (5)

Abbildung 1: Die erste Brillouin-Zone eines kubisch flächenzentrierten Gitters. Der Punkt
Γ ist die Mitte der Zone. Die Bezeichungen K, L, W , und X werden für Punkte mit hoher
Symmetrie verwendet.


