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25. Koharente Zustande
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ii)
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D(a)D¥(a) = DT (a)D(a)
Die Elgenschaft D(a)Dt(a ) = 1 folgt von der Relation eXe¥ = e2lXVIeX+Y it X =
aa’ —a*aund Y = X = —X, zusammen mit der Vertauschungsregel:

(X, V] =[X,-X] = -[X, X] =0 (1)

und mit X und Y vertauscht fiir Df(a)D(a) = 1.

D(a)D(B) = e2*" =" D(a + )

Diese Eigenschaft folgt von der Relation eXe¥ = e%[X’Y]eX"’Y7 mit X = aa’ — a*a und
Y = Ba’ — p*a, zusammen mit der Vertauschungsregel:

[(X,Y] = [aa" — a*a, Ba’ — B*ad] = af* — a*p (2)

Dt(a)aD(a) = a + a und Df(a)a'D(a) = a' + o*
Diese Eigenschaften folgen von der Relation eXYe X =V + [X,Y], mit X = a*a — aal
und Y = a fiir die erste Gleichung, und Y = a' fiir die zweite, zusammen mit den Ver-

tauschungsregeln:
[a*a — aa’,ad] = a, [@*a — adl,al] = (3)

D(a) = e~ }lal gal o’

Diese Eigenschaft folgt von der Relation eX+Y = eXeYe XY mit X = aal und Y =
—a*a, zusammen mit den Vertauschungsregeln

[X,Y] = [aa’, —a*a] = —|a*[a’, a] = |a? (4)

eiwtaTaD( ) —iwta’a — D(aeiwt)
1

Wir erinnern uns dass et ¢ge—iwta’a — ge—iwt ypq eiwtalagfe—iwtala — gieiwt ypd he-
nutzen dann die Relation (25-a-iv) und entwickeln die Exponentialfunktionen in Taylor-

Reihen: i .
D(a) = e 3o 3" <0‘Z!) 3 (%:n?) (5)




; ta —i T . . . . o pee ..
Da ewta ag=iwta’a — 1 kénnen wir dies zwischen allen Operatoren einfiigen. Zum Beispiel
. ; 1 i 1 i T _ 1 ; T I T i n
haben wir em)ta, aqne iwta'a ew}ta Cae wta aelwta agn 16 wta'a L = (ae zwt) .

Dadurch haben wir:
iwta)m

iwtata —iwtata —1lal? (ae (—a*e_ iw
ewtalaD(g)eiwta’a — =zl Z o Z il = D(ae'") (6)

n m

iwtaT)n

Notieren Sie, dass es auf die gleiche Art mdglich ist zu zeigen, dass fiir eine beliebige
Funktion! f(af,a) gilt dass e @ f(af a)e-wta’a = f(afeiwt ge—iwt),
b) |a) = D(@)[0) = =, caln).
Um die Linearkombination zu finden benutzt man am besten die Umschreibung (25-a-iv):

D(a) = e~3lal’gaa’ c—a"a ynq entwickelt die Exponentialfunktionen mit den Operatoren in
Taylor-Reihen:

12 (aa®) (—a*a)™
IS S g
n m
Da wir fiir den Grundzustand haben dass a™|0) = 0 ausser fiir m = 0, ist die Summe iiber m

trivial und iibrig bleibt nur die Summe iiber n. Wir benutzen (at)”|0) = v/n!|n) und erhalten

somit: n
_Linl2 (67
@) = e3P 3 ) 3)

i) ala) = ala), und (n) = (a|n|a) = |af?.

Wenden wir den Operator a auf den Kohédrenten Zustand an, haben wir

«

2 n 2 a
— o—3lal § :7 — =3l E ~—/nln —
alo e 2 aln e 2 nin—1
) — Vn! In) — vn! | )

o0 n—1 e m 9)
“3el’ ST Y 1) = ezl §T 2 (
ae” 2 n—1)=qe 2 |m)
N 2 v
= ala)
wobei die letzte Gleichung durch einen Tausch der Summations-Variabel erreicht wurde.

Der Erwartungswert von n = a'a konnen wir dann herausbekommen in dem wir einsehen
dass fiir den dualen Vektor (a| gilt, dass (a|a’ = (a|a* und wir folglich haben, dass

(n) = ((afa’) (ala)) = |a*(ala) = |af? (10)

|a“2n

n.

Wobei wir benutzt haben dass (a|a) = e~ >on = e lolelol® =1

. - j2n L
ii) Poy(n) = |(n|a)|? = e Ia\z% e (n)%.

Einfach das Skalarprodukt direkt nehmen:

(nla) = e~ Hlal® 2 (1)

n!

Multiplizieren wir mit dem Komplexkonjugat und benutzen die Eigenschaft (25-b-i) bekom-
men wir dann die gesuchte Eigenschaft.

IMit einer wohldefinierten Taylor-Reihe



iii) ArAp = h/2, wobei = N,(a + a') und p = Nyi(a’ — a) mit N, = \/h/2mw und
N, = /mhw/2.

Schreiben wir erst alles auf die Auf- und Absteige-Operatoren um:

Az = /l?) — (@) = Noy/{(al +a)?) — ((al +a))?

(12)
Ap =/ (p?) = (p)* = Np\/(Z'Q(aT —a)?) — (i(a’ —a))?
Wir haben
((a" +a)) = (a|(a’ + a)|a) = a* + a = 2Rea (13)
(i(a' — a)) = (ali(a’ — a)|a) = i(a* — a) = 2Ima
und
(a|(a’ + a)?|a) = (a|(aTa’ +ala + aa’ +aa)|e)
14ata
)2 2 2 * 2 (14)
— (@ + 1420 + (a)? = (o* +a)? +1
= 4(Rea)® + 1
Auf die gleiche Art haben wir
(a|i?(a’ —a)?|a) = —(a*)? + 1+ 2|af* — (@)? = 4(Ima)? + 1 (15)
Somit erhalten wir letztendlich
Ax=N;, Ap=N, = AzAp=NyN,= g (16)



26. Reduzierte Dichtematrix
a)

1
o) === (1+-) = 1= +))
V2
1
= p= o) ol = 5 (1+ =) = 1= ) ((+ = 1= (= +1) (17)
1
o (e L e e e R R I R R ICE)
In der Matrix-Darstellung (Basis | + +), |+ —),| — +),| — —)) haben wir
Pitt+  Prtd— Prt—+  Pid—— 0 0 0 0
p | Pt P Promd P | 1fo 1 -10 (18)
Pttt Petb— Pet—t Pt 2(0 -1 1 0
P—t+ P——t— P———+ P———— 0 0 0 0
Der Zustand ist rein da p% = p.
b) Da nur die Matrixelemente py_ . =1/2, p4_ 4 =—-1/2, p_ 4 =—-1/2und p_4 _4 =1/2

ungleich 0 sind, und davon nur p;_ ;_ und p_y _ die selben Indizes fiir das zweite Spin
haben (02 = 0}), ergiebt die Spur iiber das zweite Spin die reduzierte Dichtematrix p'*d , =

g1 0'1
Zag p0102,0102 eXptht

. 1
Pfd+ =P+ = )
red
Py= =0 r 10
red = p o= <8 1 (19)
Pl =0 2
1
red __ _ =
PEE =Pt -+ =3
Das dieser Zustand nicht rein ist sieht man durch
~Te 2 l 0 Ale
ey = (5 3) 20 (20)
1



27. Dichtematrix im Thermischen Gleichgewicht
Der Hamilton-Operator ist gegeben durch H = hwa'a. Fiir die Dichtematrix haben wir dann:
1 1 T
H— —B8H . —Bhwa'a 21
p=e 7€ (21)

Da |n) Eigenzustinde von afa sind, ist die Dichtematrix in dieser Basis diagonal, d.h.

o efﬁhwn
Pnn’ = <n|P|” > = Onn 7 (22)
mit der Normalisierungs-Konstante:
_ —BhwaTa _ - —Bhwn __ 1
Z—Tr(e )—Zoe - 1_675}1&) (23)
wobei wir die geometrische Summe Y07 /7" = 1/(1 — r) benutzt haben.
Der Mittlewert ist gegeben durch:
1 1 0 1 0 1
=T 5) — — 7Bhwn:7 Y —an _(_“
(n) =Te(np) = > ne Z( 902 ° ) Z( aal_ea>a_m
n n a=Lhw -
B 1 e—Bhw _ e—ﬂhw (24)
A (1 _ e—[ﬁhw)Q T 1 — e—Bhw
B 1
efhw 1



28. Bewegungsgleichung der Dichtematrix im
Jaynes-Cummings-Model

Die Liouville-Gleichung;:

1 A
p= = (H,pl = Hp — pH) (25)
Nehmen wir das Matrixelement (on|...|o'n’) von dieser Gleichung haben wir:
. 1 N N
P(on),(c'n') = % (<Jn‘Hp‘n/J,> - <CTT7J‘,DH‘O'/’I7,,>) (26)

und stecken 1 = " |G7) (57| zwischen p und H:

. 1 o\ e o\
Pl (o) = % 3 Gonltt|o)Galpln's’) — (oniplom) oallo"n)

(27)
’Lh Z (on),(5R)P(57R),(c'n’) — (o'n),(&ﬁ)H(&ﬁ),(on))
(6n)
Die Matrixelemente sind:
. hw

(+ | H| 4+, 1) = 6 ( -+ hum)

+,n|H|—,n') = 8 _1hgVn/

(AL ) = b1y o)

<—,n|I:I\+,n’> = On1hgvn’ +1

(11 = 8, (=20

Schreiben wir dann die Bewegungsgleichungen fiir die Matrixelemente mit verschiedenen Spin-
Indizes einzeln auf und summieren iiber die Variablen &, 7, und wir erhalten:

(1), (4nr) = W = 1) P(n),(4nr) + IV F 1P i1y (+00) — IV F 1P 0, (— i+ 1)
iD(4n),(—n) = (@0 + W =1")) Pt ), () T IV F TP 1), (— ) = VP4 (1)
P(—n),(+n) = = (Wo = (1 = 1)) (), (+,07) + VTP (0= 1),(4,0) = IV + 1P 0 (=i +1)
if(=n),(-nt) = W = 1)P(-n) (=) + IV (1), (— ) = IV P(— ) (1)

(29)

Randbemerkung Es ist besser direkt in dem Wechselwirkungsbild zu arbeiten. Fiir die Elemente
der Dichtematrix haben wir p(IMM = p(m)v(a/"/)eiTo(U*" Jteiw(n=n)t ynd die Bewegungsgle-
ichungen werden dann einfacher:

(4 (+nr) = 9 (\/ﬁﬂ(— 1), (4mr) = VI 104 ) (o +1>>
5wy = 0 (VIF TP 1)y~ VDb (o))
Zp{ n),(+n’) — 9 (\/ﬁp (+,mn—1),(+,n") — \/mp(,vn)’(,yn/ﬂ))

iD(—ny(enry = 9 (V1P m1), () = VI P ), (4o 1>)

o'n’)



