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Aufgabe 22

Ein Atom im Strahlungsfeld wird beschrieben durch den Hamilton-Operator,

hw
H=Hy+ Hy , H0:7°az+hwafa, Hy = hgo,(a' +a). (1)

Teilaufgabe a)

Die Zustédnde |+)|n) und |—)|n + 1) sind entartet. In diesem Entartete Unter-
raum kann der Hamilton-Operator H geschrieben werden als,

HZEOJ(H-I-l/Q)l—i-hg\/n—I—l((l) é) (2)

Diesen Typ von Hamiltonian haben wir schon mehrfach diagonalisiert. D.h. die
Eigenzustande sind gegeben durch,

1

[ Ln) = E(HHM —[=)n+1), 3)
1
[ tn) = ﬁ(\+>\“>+ [=)n+1)) (4)

und die Energien,

Ei,=hwn+1/2)1+hgvyn+1, E , =hwn+1/2)1 —hgyn+1 (5)

Teilaufgabe b)

Zuerst schauen wir uns einige Matrixelemente an.

(LB L) = S = (10 + T ER () — [+ 1))
= (| — (I’ + 1)

(=) Wnln = 1) + Va+1n+1)) — [+)(Vn+ 1|n) + Vn + 2|n + 2)))
—%(Wl(m\m +Vn+2n+2) + (0 +1|(Vnln — 1) + Vo + 1ln + 1))

h
*?9(2\/ n—+ ]-677,11’ +vn+ 26n’n+2 + \/ﬁén’-&-ln—l)



(BB hm) = S+ (T ER () + [+ 1) 7)
= %<<+|<n'\+<—|<n'+1|>
(=) (Vnln = 1) + Vo +1ln +1)) + [+)(Vn+ 1n) + Vi + 2n +2)))
= 29<<n\(Wln>+W\n+2>)+<n’+ll(x/ﬁln—1>+x/nT1|n+1>)>
= 7(2\/m5,m, + V1 F 2012 + V0 1n-1)
(BB Lm) = S+ (- T ER(I) — [+ 1)) 0
= %<<+|<n\+<—|<n 1))
(I5)(Vnaln = 1) + Vo +1n+ 1)) — [+)(Vn+ 1|n) + vn + 2|n + 2)))
= % [V Ty Vi 2l 2)) + {4 1 (V= 1) Vi T 1))
hg

- ( v?’L—'— 6nn+2+f6n+1n 1)

In entartet Stortheorie ist die Korrektur erster Ordnung zu einem Eigenzustand
|E7(lo)> mit der Energie EY definiert durch,

(B |H,|ED)

E',(LO) _ E7(19) (9)

Hierbei werden selbstverstandlich die Zusténde gewéhlt fiir die gilt, <E7(7? ) |Hy \E,(LO)> x
Onm. Damit lasst sich der Zustand auch schreiben als,

(0) (0)
(Em’|H1|En”)
(0) 1 0
By = [E) + 3 ¢ o 1) (10)
n#m

Damit ergeben sich die Zustande in erster Ordnung Storungstheorie,
[ tn) = [ tn)+ i [Val t,n —2) =V +2[ 1,0 +2) +Vn| L,n = 2) = Vi +2[ |,n +2))
[Ln) = |4n) +i [Vald,n—2) =vVn+2[},n+2) +vn| t,n—2) —Vn+2[ 1,0 +2)]

Nebenbemerkung: Im Prinzip ist das Ergebnis 11 nicht ganz vollstandig. In
der néachsten Ordnung Stortheorie gibt es Elemente mit der Form,

<\l,,’/l|H1‘T,TL+2><T,TL+2|H1|T, > g\/n+ g\/ﬁ g
(Btn = Brnt2)(Brn — Eyn) Ao 2gvnil

Diese Terme sollten eigentlich auch beriicksichtigt werden.

(12)



Aufgabe 23
Teilaufgabe a)

Wir schrianken uns zuerst auf eine Mode ein:

Wir haben
; iwtata %0 iwtal wo . . w
ezHot/h _ ezwta apiz to. _ ezwta a {COS (7t) +i0, sin ( ;g t)}

und

i i Tq —i%0 i t wo . . We
e zHgt/ﬁ:e iwta ap—i to, —e iwta a{COS (?t> —ZO'ZSIH( 299 )}

Weiter ist

oo .
eiwtu*aaT _ Z (zwt)n (aTa)naT _ aTeiwtaaT _ aTeiwt(a*aJrl)

n!
n=0
und
o .
—iwtal —iwt)" _iwtaat iwt(at
ae iwta'a _ E ( ) a(aTa)n —e wwtaa a=e iwt(a a+1)a,
n!
n=0
also ) . . T
ezwta aai‘efzwta a _ aTezwt ezwta aaefzwta a _ aefuut

Wir bekommen unter Verwendung von o,04+ = +o
{cos (%t) + 10, sin (%t) } oy {cos (%t) — 10, sin (%t) } = eiwot0+
{COS (%t) + 0, sin (%O } o_ {cos (%t) — 10, sin (%t) } = Wl

und erhalten | |
H1 (t) = hg(0'+a€l(w07w)t + U,aTefz(wofw)t).

Mit diesem Resultat und unter Verwendung von

erhalten wir durch analoge Rechnung,

H{ (t) = Zhgl_c,(0-+algei(wo—w;)t + O'_G/£‘€_i(w0_w’3)t)_
E



Teilaufgabe b)

Wir beginnen mit dem relevanten Matrixelement:

i [ arte I Ole k] = | D alon (no—alle. fngh) [ dremiam0m )
0 E 0

B / f o SIOWE(E = 10)/2) s (4102
| ng<ga {nEHU—a’Ek’ {nk}> 5(4‘]]2/2 € k 0 |

mit dwp = wp — wo.
Wenn wir quadrieren und den Limes ¢ — oo bilden stellen wir nun fest,

sin(dwy, (t — to)/2) sin(dwy(t —to)/2)

= 27tz 0 (dwy, 18
Pl dwg, /2 Swz /2 w0 (0wg) (18)
Damit ergibt sich die Rate,
Deng = 2057 (g, n}hggo-able, (nghPo(weg —wp)  (19)
wn h 9o s INGgT - g6 g1 0(Weg = Wy
k
und genauso
2m

Pyoe =5 > _leAniHhggo-aglg, {ngh) *d(wey — wp) (20)

k

Wir erhalten die Matrixelemente
|<ga n%|a_a£|e,n,;>|2 = (n]_{ + 1) ’ 6n;;7n,3—1 (21)

(e, nloaglg, ng) > = np - 6nr m 1 (22)

"

Damit wird fiir die Photonen-Emission

e—)g ZF e—g — 271'ng nk + 1 5( - weg) (23)

n—n’

wobei die 1 der spontanen Emission und nj; der stimulierten Emission entspricht,
und fiir die Photonen-Absorption

Tye = ng—)e —27r2gk ng - 0(Weg — wi).

Y n—n’

Wir kénnen noch Y =V [ (gi) =V/ (dk k?dSY; schreiben, und wy; = c|k| =

2m)3
wp verwenden, um auf

w2V
__ _ €9 2
F;:)}g/ = m /dQE ‘gE . (TLE -+ 1) (24)
w2 1%
Png:;s,:Zl 2 3/kogknE (25)

zu kommen, wobei noch Winkelintegrale tibrigbleiben, die eine anisotrope Verteilung
der Strahlung erlauben. Der Betrag |k| ist auf wg/c festgelegt.



Aufgabe 24

Teilaufgabe a)
Gegeben ist,

1 3 my1/2 —ikan
an = erzkaan y Pn = (N) Ze hen py (26)
k k

Damit gilt,

Qe = \/?Ze””"qn (27)

;LN Z eikanpn

Der Kommutator kann also geschrieben werden als,

P, =

1 ' —ikan ik’ an’
[Qkﬂplg] = N Zze F € F [qnap;)} (28>

1 .y
Zhﬁ ;ez(k —k)an _ Zhékkl

Teilaufgabe b)

Wir Transformieren die Terme des Hamitlon-Operators Stiick fiir Stiick,

Zpi _ % Z Z Z ei(kJrk’)anPkPk/ (29)
n k k'

= mz ZPkPk’(ka:’k = mz PkP,k .
kK k
Genauso gilt auch,

> g = %ZQkQ—Zw

Nun der Kopplungsterm,

Z (Qn . Qn—1)2 _ ﬁ zk: %: Z(e—z’kan . e—ika(n—l))Qk(e—ik’an _ e—ik’a(n—l))cggC

n n

= milj\[ Z Z Zefikan(l _ eika)lefik'an(l N eik'a)Q;c
k Kk

n

= YU - e Qi = = Y 2sin(ha/2)* Qe
k

k

Da p, und ¢, hermitesch sind folgt Pl = P, und QL = @Q_k. Damit ergibt
sich der Hamilton-Operator,

H= % zk: {PkP,j + w,‘j‘QkQH : (30)

mit w? = Q2 [2 sin(ka/2)]” + Q2.



