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Aufgabe 11
Teilaufgabe a)

Die Zeitentwicklung des Teilchens wird beschrieben durch die Schrédingergleichung,

0 .
oY) = H@) , it (1)
H(t) = —%02 + %h(lg) (0gsinwt + o, coswt) .

Wir schreiben jetzt den Zeitabhéngigen Teil des Hamilton-Operators um,

opsinwt + oy coswt = —o, cos(wt + 7/2) + oy sin(wt + 7/2)

0 cos(wt + 7/2) + isin(wt 4+ 7/2)

- ( cos(wt + 7/2) — isin(wt 4 7/2) 0

_ [0+ei(wt+n/2) i Uie—i(wt+7r/2)}

Eine beliebige Zeitabhéngige unitére Transformation U () ergibt die Schrodinger
Gleichung,

i 1g) = |UTOHOU() — it 20| 9) 3)
ot ot
Ich wéahle ‘
U(t) _ ezwazt/2. (4)
Wir stellen fest,
00 =04+ , 040,= 04 (5)
0, 0_=—0_ , O0_0,=0_.

Nun die Transformation,

) . 1 1
671wt02/20_+€zwt02/2 _ Z(il)nwninﬁago__i_wmim%a;n (6)
n,m
. (=1) =™
_ n;n m;m
= gw oW
_ 0+67iwt’
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)



und

) , 1 1
e—w}ta'z/Qa__elwta'z/Z — Z(_l)nwninﬁago__wmimﬁagn (7)
n,m
1 1
= Wi —o_w™i" —
_ U,Gi‘m )

Und dann verwenden wir,
oty AW
—thU'U = - 0z (8)
Damit bekommen wir die Transformierte Schrédinger Gleichung mit,

5 ] | . h
ihg V) = H'l) , H' = —-Q) [%e”/z +oe T = 20e,. )

Teilaufgabe b)
Das Spin-1/2 Teilchen ist zum Zeitpunkt ¢ = 0 im Zustand

we=on={ 4 ). (10

Wie oben definiert ist |¢(¢)) die Wellenfunktion im rotierenden Bezugssystem,
aber es gilt,

[%(0)) = UT(0)[4'(0)) = [¢'(0)rangle. (11)
Wir berechnen nun die Zeitentwicklung von |4 (¢)) mit dem Hamilton-Operator
H'(t). Die Eigenwerte zur Pauli-Matrix o, sind e,y = 1 und e,; = —1, mit den

Eigenvektoren,

et =5 (1) =5 (1) (12)

In diesen Zustanden lisst sich der Initialzustand schreiben als,

1

[4(0)) = 7 [leys) = leyt)] (13)
Damit ergibt sich die Zeitentwicklung im rotierenden Bezugssystem,
1 (0) _q©®
W) = 5 [ ey — ey (14)
= S [iER g e ) 4 (R2 eo ] (1)
= [sm(Qgij)t/Qn 1)+ cos(9/2)] ﬂ . (16)

Was den Erwartungswert angeht sollte man feststellen, dass
Ult)o.U(t) = 0. . (17)
Damit ergibt sich als Erwartungswert fiir o,

(02) = cos?(Q01/2) — sin?(QW/2) = cos(V1/2) . (18)



Aufgabe 12

Der Zustand |¢) ist zum Zeitpunkt ¢ gegeben durch,
_ —iwot/2 0 iwot/2 1
[(t)) = e "0 2 | ) te oteg K (19)

Teilaufgabe a)

Wir messen die Eigenwerte von ¢,. Da die Matrix von o, in unserer Darstellung
bereits diagonal ist sehen wir sofort das die Eigenwerte gegeben sind durch
my = 1 und m = —1 und die Eigenvektoren durch

n=(o) - 19=(1) (20)

Da der Zustand in der Form dieser Eigenvektoren geschrieben ist konnen wir

sofort sehen:
Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten

-1 a? (21)
1 f

(dran denken: wir nehmen den Betrag der Vorfaktoren).

Anschlieflend ist das Teilchen entweder im Zustand | 1) oder | ).

Nun betrachten wir Eigenwerte und Vektoren der Matrix o, die auch schon auf
dem 2ten Ubungsblatt berechnet wurden,

=N —1l=X\=1, \=-1 (22)

- 1
1 =X

Es ist nun einfach sich davon zu iiberzeugen das die Eigenvektoren gegeben sind

dure. 11 11
m=(1) =z (3) )

Damit ergibt sich,

1
1= 5 =) (24)
1) = () + ) (25)

V2

Dementsprechend bekommen wir unabhéangig vom ersten Erwartungswert,

Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten
-1 1/2 (26)
1 1/2




Teilaufgabe b)

In den Eigenzustinden von o, ldsst sich der Zustand |¢(t)) schreiben als,

_ iaefiwot/Q i eiwot/2 _
) = 7 [1A1) + [A2)] + \/55 [[A1) = [A2)] (27)
_ L ae*iwot/Q eiwot/Z L ae*iwot/2 _ eiwgt/Q
= \/i( +5 )|/\1>+\/§( B )[A2)(28)
= %[(a + ) cos(wot/2) + i(B — a) sin(wot/2)]| A1) (29)
—l—\%[(a — f3) cos(wot/2) —i(a + B) sin(wot/2)]|A2) (30)
Wir sehen,
Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten
1 (a4 B)? cos®(wot1/2) + (B — a)? sin®(wot1/2) (31)
-1 (a0 — B)? cos®(wot1/2) + (o + B)? sin® (wot1/2)]

Danach ist das System Projiziert auf den Zustand |A;) und |A2) die sich im
Magnetfeld Zeitentwickeln wie,

1 iwot/2 —iwot/2

M= s (I e ) (32)
1 twot/2 —twot/2

Pap = o (e 1) e ) (33)

Auch hier sehen wir das sich unabhéngig vom Zustand ergibt

Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten
-1 1/2 (34)
1 1/2

Aufgabe 13
Teilaufgabe a)

Die Zeitentwicklung fiir ein Zustand in dem Wechselwirkungs-Bild ist durch die
rekursive Gleichung

1

@) =[00) ~ 5 [ dtVi)lun @) (3)

gegeben. Durch wiederholtes Einsetzen von [¢;(t')) in diese Gleichung kriegen
wir eine Entwicklung in dem mutmasslich kleinen Wechselwirkungs-Term V;(¢').
In der zweiten Ordnung haben wir dann:

patey =) — 1 ([ aevie) 160) ( [ ] i )w<”>) 9(0)
—5(0)) - (;/_;dt Vit %/ d’/ dt" Vi (#')Vi( ”)) [(0))

(36)



Jetzt nehmen wir an dass der Zustand zum Zeitpunkt ¢ = 0 ein Eigenzustand
|i) von Hy war, und berechnen die Ubergangs Amplitude zwischen dem zeiten-
twickelten Zustand [¢7(¢)) und einem Eigenzustand |f) # |i) von Hp:

Z' t

pst) = oney =1 [ attavieg [ / at" V(e Vi (el
(37)

Laut der Aufgabenstellung nehmen wir an dass die erste Ordnung im Stér-Term
verschwindet:

pe = [ ar [ v (39)

Jetzt setzen wir die explizite Form des Stor-Terms

‘/I(t) =€EH0tVCOSOJt€€t€ +H E et Hotvez(ow ZE)t 77H0t

ein und fiigen 1 = ) [2)(z], wobei |z) Eigenzustdnde von Hj sind, zwischen
den Storungs-Termen ein:

plf h2 Z Z Z/ dt/ dtllel(wf wWy+ow— Ze)t <f‘V| >< ‘V‘> —i w7,w270. w+1€)t”

o=to'=%+ =z -
. (39)
Die Ubergangs-Wahrscheinlichkeit ist gegeben durch Pi¢(t) = |p;¢(t)|?>. Die
Ubergangs-Rate definieren wir (fir lange Zeiten) durch die Ableitung

Lip(t) = 0 Pis(t) = pip(t)Orpig (t) + c.c..

Nach Integration (und Ableitung) haben wir:

t
6tpif(t) — h2 Z Z Zez(wf wytow— zs)t<f|V|Z>< |V| >/ dt" e —i(wi—wy—o wtie)t”

oc=to'=% =z
o f|V|Z><Z|V|Z> i(o+o")wt 2et (wp—w;)t
B hziz (Z wi—we o —ig )0
iF (w)
z wr—w;)t ,2€t
P
o=*to'=%
(40)
und
(fIV]z) (z|V]i)* (oo Yt 26t —i(g—wi)t
t i(o+o")wt 2e i(wp—w;
Pig 4h2 Gz:iaz Z -—wz+a/w+ie)(wf—wi+(a+o/)w+ie)e ©
—i(ws—wi)t ,2et F*( ) ) ,
¢ ¢ o \W —i(o+o")w
B 4h? Z (w —w‘—i—(a—i—a’)w—i—is)e e
o=t o=t ¢
(41)



und somit:

—i(o+o’'—ac" ol”)wt

PFY (w)Fom(w)e
Lis(t) = 16714Z Z Z Z wf—w + (0 4+ 0w + i€) roee

o=t o'=tc/'=+ 0=+
(42)

Teilaufgabe b)

Wir haben nun Terme die oszillieren mit den Frequenzen 0, £2w, +4w. Nehmen
wir den Limes ¢ — 0 und mitteln {iber eine Periode T' = 27 /w werden alle Terme
ausser die jenigen die Zeit-Unabhéngig sind, verschwinden. D.h. die Mittelung
gibt uns eine Kroenecker delta Funktion, (e~i(o+e'~=o"—o")wt)

Ql_l;%]-—‘zf 16h4 Z Z Z Z 5a+a ol 4 X

o=t o/'=to"’=% 0=+

o lim (( by (W) Fom(w) n —iFo(w )Fgm(w)_ie)>

=0\ (wf —w; + (0 +0Nw+ie)  (wf—w;+ (c+0)

T — 5a+0 ol o'l

(43)

Hier stellen wir fest, dass F,(w) keine Singularitéten hat (wenn ¢ — 0) da in
der Aufgabenstellung angenommen wird dass die Matrix-Elemente (z|V|i) fiir
w, = w; T w verschwinden. Folgend konnen wir fiir diese Faktoren einfach e = 0
nehmen. Damit gilt auch automatisch, F}(w) = F,(w). Damit erhalten wir

IRTRRELES 5D D Db E N

o=to'=ftoc"’'=%0""=% (44)

. (( €Fy (@) Fyrr(w) )

=0 \ (wf —w; + (0 + 0')w)? + €2)

Benutzen wir dann denn Limes der Cauchy-Lorentz Verteilung:

1 €
im—-———
e—0 T 12 + €2

=0(z), (45)

haben wir letztendlich:

(Im T p)p

e—0

Z F2(w)d(wf — wi + 20w) + (Fiy (W) + F_(w))?6(wy —wi)]

(46)
Wir konnen den ersten Beitrag als den zwei-schritt Prozess w; — w; + ow —
wf + 20w, d.h. zwei nacheinander folgende absorbtions-/emissions Prozesse)
und den zweiten Beitrag als den zwei-schritt Prozess w; = w; + ow — wy, d.h.
ein absorbtions-/emissions Prozess gefolgt von einem emissions-/absorbtions
Prozess.



