Losung Blatt 3

15.11.11

Aufgabe 8
Teilaufgabe a)

Der Hamilton-Operator des Systems ist,
Hy=—-w(S;1+ S:2) . (1)
Es ist sofort offensichtlich das es zwei Zustande gibt die Entartet sind.
Ho|+—)=0, Ho| —+) =0 (2)

Die Korrektur in niedrigster Ordnung Stortheorie ist dadurch gegeben das wir
den Storhamilton-Operator in der Basis der entarteten Zustdnde Diagonal-
isieren. Die Storung ist gegeben durch,

Hy = AS5:1842 , Sz = g(m—i +0o-i). (3)
Damit ergibt sich,

(+—[Hil+ =) =0, (=4 [Hi[-+) =0 (4)

<—+|H1\+—>:h£>\. (5)

In der Basis der entarteten Zusténde lasst sich der Hamilton-Operator H; also

schreiben als,
o001
H14>\(1 0). (6)

Die Eigenbasis ist damit auch klar

1 1
|8>:ﬁ(|+*>+\*+>)7\@ZE(H*%I*H% (7)

Damit ergeben sich die Korrekturen in niedrigster Ordnung,

K2 K2
-\, E,= —ZA. (8)
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Teilaufgabe b)

Ein Teilchen in einem quartischen Potential kann beschrieben werden durch den
Dimensionslosen Hamiltonian,

H=p*+q", [gp]=1i. (9)
Die Eigenwert Gleichung fiir die Wellenfunktion l&sst sich schreiben als,
d? 4
) +q" | P(q) = ep(q) - (10)
q
Wir wahlen den Ansatz,
12\ 2
_ —(a/X)
— | = e . 11
v = (2) (1)
Nun berechnen wir,
d? 1 3\
A= [d -+t ==+ —. 12
100 = [ davta) |-+ o' vt = 55 + 5 (12)
Nun minimieren wir f(\),
V2
Mit dieser Wahl fiir A\ ergibt sich
d2 3 31/3
[ arta) |- 5 + o] v = 2= ~ 10w (19

Damit haben wir eine gute Naherung der echten Grundzustandsenergie gefun-
den.

Aufgabe 9
Teilaufgabe a)

Die Bewegungsgleichung fiir den Zeitentwicklungsoperator ist gegeben durch,

hdU
- _-H 15
L = HU( 1) (15)
Wir definieren, v
Un(t,to) = e~ #HoCt=10) (16)
Nun, suchen wir U’ mit der Eigenschaft,
Ul(t,to) = U(t, to)U’(, o) (17)
Wir setzen das in die Gleichung 15,
h(dUg\ ., h au’ ,
i(dt)U iU0<dt (Ho + H:(t))UgU (18)
h au’
—= = Hi(t ! 19
o (%) = mnw (19)
h (dU’
- <Ut> — ULH(t)UU’ (20)



Somit ergibt sich die Integral Gleichung,

-
U'(t,to) =1 — — | ULH, (r)UU'dr (21)
h 0

to

Wir konnen jetzt die Integral Gleichung in sich selbst Einsetzen und brechen die
Entwicklung in niedrigster Ordnung ab. Somit ergibt sich die Ubergangswahrscheinlichkeit,

(n'U'm/|U(t, to)|nlm) = (n'I'm!|Ug(t, to)U’ (t, to)|nlm) (22)
. t
— _%e—iE”/l/m/(t—to)/h / dTleiE,,L/l/m/(Tl—to)/h (n/m'l/\Hl (Tl)|nlm>e—iEnlm(~rl—to) (23)
to
ie|E|

t
_ : eszn/l/m/(tfto)/h/ Bt (A=10) 1 1 | i) = Eon (M =10) g (cory)
to

mit ey = E/|E|. Nun ergibt sich (to = 0),

E|| [t . .

|<n'l'm'|U(t7t0)|nlm>| — % / dTlezEn/Hm/n/h<n/l/m/‘é'o_ ,F*Inlm>e—’tEnl'rnTl COS(le)
0
E t
= % (n'l'm’|éy- F]nlm)/ dry e Enrrm =Enim)Tt cog (w7 )|
0
Jetzt definiere ich
w4 = (En/l/m’ - Enlm) Tw. (24)

Damit ergibt sich das Standard Resultat fiir die Goldene Regel,

e|E
[(n'I'm/|U(t,to)|nlm)| = ;—hl

<n’l’m’\é’0~ f]nlm) Sin(w+t/2) 6iw+t/2 + Sin(w*t/2) eiw,t/Q
UJ+/2 w,/2

(25)

Mit der auf dem Aufgabenblatt gegebenen Relation erhélt man dann,

: e, ! 2 62|E‘2ﬂt AN 2
tl;m [(n'U'm/|U (¢, t0)|nim)|* = WWL I'm’|€y- Finim)|* (§(w4) + d(w_))
(26)
Abgeleitet nach der Zeit ergibt sich damit die Rate,
21 (|2
= St e ) (5() + 8(e0-) (27)

Teilaufgabe b)

Ein kurze Vorbemerkung: die einzige Schwierigkeit in dieser Aufgabe ist die
Berechnung des Matrixelements. Dementsprechend beschrénkt sich diese Losung
nur darauf.
In Kugel Koordinaten ist der Eigenzustand des Wasserstoff Atoms gegeben
durch
<Ta 0, (,D|7’le> = Ry (T)Yim (28)

Der Operator im Matrix Element €j- 7 ist gegeben durch,

—

o7 =1 (egsinf cos p + e, sinfsin g + e cos ) (29)



mit e; = E;/|E|. Nun benutzen wir die Kugelflichenfunktionen

[4x 1 o 87
cosf = ?}/10(9’()0) ’ YOO((97()0) = \/T? , Fsin 962|: = ?Ylil(e?@)

Damit konnen wir den Operator umschreiben,

L L[4 YiH(0,0) =Y, (0, 0) Yi(0,0) +Y; (8, 9)
€o T = ?r (—em L \@1 —ey L z\/ﬁl +62Y10(0,g0)>

(30)
Damit ergibt sich fiir das Matrix Element,
1
(3lm|éy- 71100) = 7 /drr3R31(r)R10(7")/dQYlm(6‘, ®) (31)
Yi0,0) =Y ' (09)  Y(0,0)+Y (0, 9)
<_e:v ! \/5 ! — €&y ! Z'\/il + 623/10(97 (P))

1 —ey, + e e + ie
= 7 /dTT3R31(T)R10(7”) (\/iy(sm,lél,l + Ty5m,151,1 + €z5m,o5l,1)
—eg +iey 51 e, + z'ey(S

1
= 01— [ drR R ( +m+25m)
0 / rr Roa (1) g (1) 0+ T g

Die Radialfunktion ist gegeben durch,

3/2

1 2v/2

R = () V2 r (6 _ 7‘) e~ T/3a0 (32)
ao 34y/3 ag

ag
Rig = —2 ¢/ 33
10 3/26 ( )
)

Damit ergibt sich

(31m| - 7100 = 61164\/;10 (6\[2“’745%1 4+ ¢ \/;y St + ezam,()) (34)

Wir sehen hier das fiir eine Elektrisches Feld das nur eine Komponente in z-
Richtung hat keine Ubergénge mdglich sind die m andern.

Aufgabe 10
Teilaufgabe a)

Zu zeigen ist:
ia-&

e'“? =1cosa+i(fi- &) sina, (35)

Zuerst stellen wir fest das gilt,

(7-3)% =1 (36)
und damit gilt auch,
(- 7)*" =1 (37)
und
(- &) =7 & (38)



Nun schreiben wir die e-Funktion als summe,

1

ia-& Lnﬂ_ﬂn
e = Zma (71 &)

n

_ Z (_1)na2n<ﬁ. 5_»)271 _’_,LZ (2(71_1)n a2n+1(ﬁ. 5:)2n+1

2n! +1)!

= 1lcosa+i(fi-&)sina

Teilaufgabe b)
Die Pauli Matrizen sind gegeben durch

(01 (0 =i /10
2=\10)°% =\ o )%= 0o -1

Bei Matrix Multiplikation ist sofort feststellbar,

2_ 52,21

Oy Y z

(42)

(43)

Von den Fundamentalen Vertauschungsrelationen wissen wir aulerdem das gilt,

005 = —0;0;
und zu guter Letzt,
O0y0y =10, , Oy0, =10, , 0,05 = i0y
D.h. wir haben nun gezeigt,
005 = 6;;1 -‘rizeijkak
Nun die zu zeigende Relation,
(3-@)(6b) = a-bl+id-(@xb),

Wir schreiben das um in die einzelnen Komponenten,

Fa)Gb) = > abjoio;
i
= ZZaibj(l(Sij-l-iZGz‘ijk)
i k

-,

= @bl+id (@xb)

(44)



