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Aufgabe 4
Teilaufgabe a)

Zum Ubergang in die Energie Darstellung definiert man die Erzeugungs- und
Vernichtungsoperatoren af, a als,

W Fp) T_\/%

Wir fangen mit dem Kommutator an,

(e (-

wi%p) G

a,a') = 5 (~ile,p] +ilp, ) = 2)

Dann ergibt sich

und H = hiw(N +1/2).
Damit haben die Eigenzustédnde die Eigenschaft N|n) = n|n).

Nun kénnen wir die Wirkung von a und af auf die Eigenzustéinde feststellen,
laln)|* = [eln = 1)I* = ¢, |ajn)* = (njalaln) =n = n = =c=Vn (4)

|(1Jr|n>’2 =|dIn+ 1> =7, ’aT\n>|2 = (nlafa+1n) =n=n+l=c"=¢ =vn+1
()

Teilaufgabe b)

Der eindimensionale Oszillator sei zur Zeit ¢ = 0 durch den Zustand

6(0)) = —5 (In) +[n+ 1)) (6)

1
V2
in der Energiedarstellung gegeben.

Der Zeitenwicklungsoperator ist gegeben durch,

U(t) = exp {;Ht] = exp [—iwa'at] (7)



Damit ergibt sich,

U(t)In) = e In) (8)
und,
(1)) = U®)]6(0)) = % (e7mt ) + e~ Dt 1. 1) ) (9)
Nun ist es einfach die Erwartungswerte zu berechnen
Vh
) = (@W)lzlé(t)) = ——{(é(t)la+ a'le(1)) (10)
mw
- ! vh [(nlaln + 1)e™™" + (n + 1|a' [n)e™!] = Vi vn + 1cos(wt)
2 2mw 2mw
Vhmw
) = (6@)lplo)) = —i 7 (@(t)|a — a'le(1)) (11)
_ —i% \/il/ﬂ;w A=t — ) — — Vib/f;w o T sin(wt)
Es soll auch fiir weitere Operatoren der Erwartungswert berechnet werden,
h 2
2 _ 2 t
x 2mw< +a —|—2aa—|—1> (12)
hmw 2
2 _ T _ a2 _ g
p° = 5 (2aa—|—1 a—a ) (13)

Damit ergibt sich fiir die Erwartungswerte,

<x2>:%(n+n+1+1):%(n+l) (14)
<p2>:hmTw(n+n+1+1)=hmw(n+1) (15)

Ich definiere jetzt den Vorfaktor als v, = ﬁ und v, = h’%
(Az)? = (z?) — ()2 = v, (2(n+1) = (n+1) cos2(wt)) (16)

vy [(2 = cos® wt)(n + 1)]
(Ap)? = () = ()* = wvp[(2—sin’wt)(n+1)] (17)

Fiir die Unschérferelation ergibt sich

(Az)*(Ap)? = évmvp(ﬂ — cos(4wt))(n + 1)? (18)

Und damit ergibt sich dann,

(Az)(Ap) = g(n 4+ 1)4/(17 — cos(4wt))/8 > g (19)

Teilaufgabe c)

Zuerst finden wir eine Explizite Form der Operatoren a und a' im Heisenberg-
Bild,
a(t) = U (t)alU (t) (20)



Damit gilt

pn (exp [iwaTat] a exp [—iwaTat]) = iwexp [iwaTat] [aTa,a] exp [—iwaTat]

= —iwtexp [iwa*at] a exp [fiwafat]

Damit ergibt sich

aa(t) = —iwal(t) (21)
Oa(t
o) o (22)
a(t)
Nach Integration ergibt sich ‘
a(t) = ae ™" (23)
Mit der selben Methode erhalten wir
al = ate™t (24)

Damit ergibt sich fiir x und p,

h . , h
x(t) = vh (ae™t 4 ate™t) | p=—i e

2mw V2

Nun die Erwartungswerte,

(aefiwt _ a’reiwt) (25)

S

(z(t)) = (@(0)]ae™ ™" + a'e™|¢(0)) (26)

VB T cos
Tom n + 1 cos(wt)

N —
gsi
&

[(nlaln + 1)e ™" + (n+ 1|aT|n>] =

St

S

m

@) = —i (@(0)|(ae™™" — aTe™")|¢(0)) (27)

Vh
= VIt Isin(wt) (28)
V2
Wir zu erwarten: Wir bekommen das Gleiche Ergebnis im Heisenberg-Bild wie
im Schrodinger Bild.

S

Aufgabe 5

Der Spin-Operator S kann durch die Pauli-Matrizen ausgedriickt werden, S; =
hai/2, mit

e (8) (A0 (07

Ein Teilchen sei im Zustand

¢>>=a<(1)>+ﬂ((l)), (30)

pripariert, wobei a und f3 reelle Zahlen sind, mit o + 5% = 1.



Teilaufgabe a)

Wir messen die Eigenwerte von o,. Da die Matrix von o, in unserer Darstellung
bereits Diagonal ist sehen wir sofort das die Eigenwerte gegeben sind durch
el =1 und es = —1 und die Eigenvektoren durch

)=o) = (1) (31)

Da der Zustand in der Form dieser Eigenvektoren geschrieben ist konnen wir

sofort sehen:
Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten

-1 a? (32)

1 32

Als Erwartungswert ergibt sich nun,

(02) = (¢lo:|9) (33)
- [a(Ol)—i—ﬁ(lO)]((l] ()_1”@((1))%(3)] (34)
= f-a (35)

Teilaufgabe b)
Erst berechnen wir Eigenwerte und Eigenvektoren der Matrix o,
‘? _1A‘A21;»A11,A21 (36)

Es ist nun einfach sich davon zu iiberzeugen das die Eigenvektoren gegeben sind

durch, I L
o) k()

Damit lasst sich der Zustand umschreiben,

(2)04(4)

1 1
- \ﬁanm + [A2)] + EB[M —[A2)] (39)

1
ﬁ(a— B)IA2) (40)

[

1
= ﬁmmnm +

Wir sehen,
Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten
1 (a+B)?/2 (41)
-1 (a = B)2/2

Teilaufgabe c)

1. Wir messen zuerst o, und danach o,.



Eigenwerte und Wahrscheinlichkeiten der ersten Messung

Eigenwert ‘ Wahrscheinlichkeiten

-1 a? (42)
1 32
Nach der Ersten Messung sind wir entweder im Zustand
(5o L) (43)
e =1{ *\*@ﬂ 1) +|A2)

oder

e = ( |

1

) — L= ) (44)

V2

Damit ergeben sich in beiden Fallen die Eigenwerte und Wahrscheinlichkeiten,

Eigenwert | Wahrscheinlichkeiten
-1 1/2 (45)
1 1/2

2. Wenn wir zuerst in Richtung ¢, messen bekommen wir

Eigenwert | Wahrscheinlichkeiten
1 (a+B)?/2 (46)
-1 (o — B)2/2
Danach ergibt sich auch unabhéngig vom Resultat der ersten Messung
Eigenwert | Wahrscheinlichkeiten
-1 1/2 (47)
1 1/2

Wir sehen hier das die Wahrscheinlichkeiten der Verschiedenen Resultate davon
abhangen welcher Operator zuerst gemessen wird.

Aufgaben 6
Teilaufgabe a)

In dieser Aufgabe Benutzen wir die Relation die in Aufgabe 1a) gezeigt wurde

auf dem ersten Blatt.

(2, GO =D gule,p") =Y ganp"[ep) = ih Y gunp" ! = ma(;;m
n " " (48)
[p,F(l‘)} _ an[p’ xn] _ Xannxnfl[p7 l‘] — _ihz.fnnajnfl — _Zhag;x)
n n " (49)



Teilaufgabe b)

T(d) = exp (—;pd) . (50)
Wie sindert sich der Erwartungswert:
(x) @' |29y = @ITH )2 T (d)]) = (Wlz|v) + @I T (d) [z, T(d)]])
(lz[y) + ih(WTT(d)%W) = (Ylz[y) +d (51)

Aufgaben 7

Wir betrachten ein freies Teilchen in einem Magnetfeld in z-Richtung mit dem
Hamiltonian

1 -
H=—(p—qA)>. 52
5, (P —a4) (52)
Wir nehmen an, dass das Teilchen sich nur in zwei Dimensionen bewegt (x-y-
Ebene) und wihlen die Eichung
A=| Bz |. (53)
0

Damit lasst sich der Hamiltonian umschreiben,

H= % by (py — qu)2 (54)
Wir wahlen den Ansatz,
v =0W)e() , oy) = e (55)
Damit ergibt sich die Eigenwert Gleichung
Py L, gBo?| ole) = Bola) (50
2m  2m

Dies ist die Eigenwertgleichung eines Harmonischen Oszillators mit verschobenem
Ursprung.

Damit ergeben sich die Eigenenergien,

E, =hw.(n+1/2), w. = Bg/m (57)



