Losung Blatt 1

25.10.11
Aufgabe 1
Teilaufgabe a)
Fiir n=2 gilt,
(A%, B] = A[A, B] + [A, B]JA = 2A[A, B] (1)

Nun firn - n +1,

[A"TL B] = A[A™, B]+[A, BJA" = nAA" [A, B]+[A, B]A" = (n+1)A"[A, B]

(2)
Teilaufgabe b)
Wir definieren die Funktion:
G(\) = eMerB (3)
Damit ergibt sich,
%G()\) =M (A + B)etP (4)

Jetzt versuchen wir beide Exponenten auf eine Seite zu bringen. Dazu miissen

wir e* und B vertauschen.
1 n n
[eAAaB] = Zﬁ)‘ [A 7B] (5)
(6)
Nun benutzen wir das Resultat aus der a) und sehen,
1 1
MUB] =Y =A\"nA""'[A, Bl = \A, B AT = \[A, BleM
[, B] anmm (A, B] = Al4, }an(n_l)!A A4, Ble
(7)
Daraus folgt,
0
aG()\) = (A+ B+ \MA,B]))G()) (8)



Nach integration ergibt sich damit,
G(\) = exp [/\(A + B) + \?[4, B]/Z] G(0) (9)

und damit fir A =1,

eAeB — 6A+B+[A,B]/2 (10)
oder
eAeBef[A,B]/Q — eAJrB (11)
Aufgabe 2
Teilaufgabe a)
hw 0 V2 0
H==2| V2 0 V2 (12)
0 V2 0

Die Matrix ist reel und symmetrisch, also Hermitesch. Die charakteristische
Gleichung fiir die Eigenwerte A lautet:

hw
*720 -A 720 =0.= (13)
0 e )
V2
AN - R2wd) =0. (14)
Damit gilt
)\1 =0 s )\2 = th s )\3 = —th (15)

Alle Eigenwerte sind nichtentartet. Die Eigenvektoren €; der Matrix H geniigen
der folgenden Gl.:

(H = \I): =0, (16)
c
€& = Ch (17)
c
Fir \; erhalten wir:
hw
0 = 0 cf
~hee 0 M i | =o0. (18)
0 o e

V2

Daraus folgt ¢i =1, ¢ =0, ¢} = 1, und der normierte Eigenvektor ist gegeben
durch,

PN O (19)
& =
1 /2 1
Fiir )\2,
—hwyg —L\;%O 0 C%
fh—\;%o —hwo h—jg 2 |=0.= (20)
0 Beo a3



Und schlieslich fiir As,

hw

hwo = 0 cf

—hen hw M ¢ |=0.=
0 LI

1
. 1
()

Alternative Schreibweise der Eigenvektoren,

) =~ () + )
e2) = 5 (lur) — V3lu) ~ Jus))
es) = 5 (lun) + V3l — Jus))

Teilaufgabe b)
Die Orthogonalitatsbedingung lautet:

<6i|€j>:5ij
(erlen) = ——(101) 1@ 1 1 _,
€1/€2 = \[ M 2\/5—2\/5_
1 ! 1 1
(erles) = 2\@(101)(\/? :27,7:0
1 1 1 1 1
(eales) = Z(l_ -1) (ﬂ =13 1:0

Die Vollstandigkeitsrelation lautet:
> leie =1
Wir berechnen explizit:

ler){e1| + |e2)(ea] + [e3) (es] =

(23)

(31)



|| N =
N P
— ~ R O~

0 1 1 V2 -1 1 1 V2 -1
00 |+=-| -2 2 V2 +7 V22 V2
0 1 -1 V2 1 -1 —V2 1
1 00
— 01 0 (33)
0 0 1
Aufgabe 3

Teilaufgabe a)
Die Schrodinger-Gleichung fiir das Delta-Funktions Potential lautet,
R 82

~ 2m 6a?

— cb(x) — cb(x — d) | Y(x) = Ep(x) (34)

Wir konnen nun die Wellenfunktion in drei Teile unterteilen,

AeP® <0
Y(x) = BiefT + Boe P O<x<d (35)
Ce—Plz—d) z>d

Damit die Funktion fiir £ — £+oo abklingt muss gelten p > 0.
Wir fordern stetigkeit der Wellenfunktion und damit gilt,

P(0+) = 9(0-) , (d+) = ¢(d—) (36)

Die erste ableitung der Wellenfunktion ist jedoch unstetig. Als Beispiel integri-
eren wir die Wellenfunktion um x = 0,

€ h2 € €
- /_ g (@)e /_ (e3(w) +edlo = d)iads = [ Poade (37
h2 €
—5- (&) =¥ (=e)] —ep(0) = . Ey(z)dz (38)
Im limes € — 0 sehen wir,
2
W(04) = '(0-) = ~=5(0) (39)
und ahnlich e
P (d+) =9’ (d—) = ——z v(d) (40)
Fiir den Punkt z = 0 finden wir jetzt mit den Randbedingungen,
A = B+ B (41)
pBi — pBs — pA = —%A (42)
2
=B, = |:1 + ph:| By (43)
me



und an der Stelle z = d,

C = Be’? + Bye (44)
2
—pC — pB1eP? + pBoe 4 = —%C (45)
—2pd 1
= By = Bse P (46)
Beide Resultate zusammen geben,
1 K2 2\’
=20l [ . 1 - [—1 + p} = 20l = (1 = p) (47)
% — mc mc
oder,
52
e Pl =+ (1 - fnc> (48)
Teilaufgabe b)
Analyse im limes pd < 1
h2
epdzlpd—:lz(linc> (49)

Daraus ergebens sich zwei Losungen, py fiir das positive Vorzeichen, und p_,
fiir das negative Vorzeichen,

2
p+=0,p—=d+ﬁ (50)
Somit ergibt sich eine Energie E < 0,
4dmc? 1
- =T — (51)
(1+7554)

Analyse im limes pd > 1 In niedrigster Ordnung ergibt sich e ?¢ = 0 und

damit,
me

Po = s (52)
Also wahlen wir nun den Ansatz,
p=po—a (53)
und nehmen an das gilt o < 1 Daraus folgt,
52
—rod(1 4 ad) = + 54
(1 +ad) = 57 (54



Auflésen nach « ergibt,

—pod o
o 7d;p°doi e —e—ioZpg(;l T1 e (55)
Wir erhalten also die beiden Losungen,
p+ = % (1 F e*'"é%d) 56)
und damit . »
Bem e (177 (57)

Man sieht das die beiden Energien im Limes d — oo entartet sind.



