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February 9, 2012

Clebsch-Gordan-Koeffizienten
Wir sollen die moglichen Eigenzustinde des Gesamtdrehimpulses J = L+ S, die wir mit |j, m)
bezeichnen, finden. Das Teilchen hat Bahndrehimpuls [ und Spin s = %, d.h. wir haben als
Basiszusténde |1, m;)[s, m,) mit [ und s = 1 fixiert. Um die Notation etwas zu vereinfachen
benutzen wir

|y, ms) = |1, my)|s, mg), —l<m<l, —s<ms<s, l=1, s:%. (1)
Aus diesen Basiszustanden wollen wir Linearkombinationen
l s l s
‘]7m> = Z Z <m17m5‘j7m>|ml,ms> = Z Z C(j>m|mlams)|ml’m5> (2)
mi=—Ilms=—s mp=—lms=—s

konstruieren die Eigenzustéinde von J? und J, sind.

Kleine wiederholung:

Fiir die Basiszusténde haben wir (von hieraus werde ich i = 1 nehmen da in der Berechnung
der C.G.-Koeffizienten die # sich am ende sowieso gegenseitig ausnehmen.)

L2|ml,m5> =114 1)|my, myg), L.|my,mg) = my|my, ms) (3)

und
S2|ml,ms> = s(s+ 1)|my, my), S.|mi, mg) = mg|my, ms) (4)

Ausserdem haben wir

Ly|my,ms) = /(1 —my) (I +my + 1)|my +1,my),
L_|m;,ms) = \/(l +my)(l—my+ 1)|my — 1,myg),

(5)

und

S |my,ms) = /(s — ms)(s + ms + 1)|my, mg + 1),

(6)
S—‘mlvms> = \/(5 + ms)(s —ms+ 1)|ml7ms - 1>;

Der Extremalzustand, definiert durch J |jmax, Mmax) = 0, wobei Jy = L + S, ist gegeben
durch

Umaxvmmax> - |ml = lvms = 5> (7)



mit dem Eigenwert

Jz|jmaxymmax> = (Lz + Sz)|ml = lyms = 5>
(I+s)|m=1,ms=35)

= (l + S)|jmax7 mmax>

= Mmax ‘jmaxa mmax>
Also mpax = 1 + s und

J2|jmaxy mmax> =

(
= (L?
= (L? +52+L+S_+L S++2L S)|my =1, mg = s)

= (L?+ 8 +2L.S.)|my = l,m, = s) (9)
= (11 +1)+ s(s+ 1) + 215) |jmax, Mmax)

(L+8) (L +8) + 1) | jmax: Mmax)

Jmax(Jmax + 1)|Jmazx> Mmax)

also Jmax = Mmax =1+ s.

Wir kénnen nun den Zustand [jmax, Mmax — 1) = [l + 8,1 + s — 1) bekommen indem wir die
Relation

J_ljym) =G +m)G—m+Dlim=1) = J-|jmax Jmax) = V20 + 5) | fimaxs fmax — 1)
(10)

zusammen mit J_ = L_ + S_ benutzen:
J_ |jmaxajmax> = (L— + S—)|ml =lms= 5> (11)
=V2my =1—1,my =) +V2slmy =1, m, = s —1)

Vergleichen wir die Gleichungen (22) und (11) so haben wir

|jmax7jmax_ \/ |ml =1- —5>+\/His|ml :l7m5 :8—1> (12)

Das Ganze kénnen wir wiederholen bis m = —j,.x. Danach haben wir alle Zusténde
‘jmaxam>a _jmax S m S jmax- (13)

Als néchstes will man dann die Zusténde |jpmax — 1, m) bekommen wobei —|jmax — 1| < m <
Jmax — 1. Durch m = m; + ms sehen wir dass der maximale wert m = jpax — 1 =1+ s—1
muss eine Linearkombination von |m; = I,ms = s — 1) und |m; = 1l — 1,ms = s). Dieser
Zustand muss orthogonal sein zu |jmax, jmax — 1)- Schreiben wir den zustand als

|jmax — 1, Jmax — 1> = Ol|ml =10- 1,ms = 5> +5|ml = lams =S5— 1> (14)

mit |a|? + |3]? = 1 als Normalisierung, so haben wir fiir das skalarprodukt

l s
0= ‘max; .max -1 .max — ]., .max —1) = - 15
e Jmax = 11 Jmx = 1) a\/z: w\/z: (15)




Dies hat die Losung 8 = —+/I/s a. Die Normalisierung verlangt dann 1 = |a|? + |3|? =

|a|?(s +1)/s, odert a = +/s/(l+s) und B = —+/l/(l + s). Also haben wir

|7max — 1y Jmax — 1) = |ml =l—1ms=8)+4/—|m=Ilms=s—1) (16)

I+s

Von diesem Zustand kénnen wir dann durch Anwendung von J_ wie vorhin die Zustidnde

|jmax - 17m>7 7(jmax - ]-) S m S (jmax - ]-) (17)
bekommen. Danach gehen wir analog fiir die zustande |jmax — 2, m) vor, und so weiter. Nach
ein Paar Iterationen kommen wir zu einem j = jyi,, wonach die konstruierten Zustdnde

den gesamten Hilbertraum aufspannen. Die Dimension des Hilbert-Raums (die Anzahl der
Basiszustdande) konnen wir von der Basis |m;, ms) bekommen: Da —] < m; <[ und —s <
ms < s ist die Dimension (2] + 1) x (2s 4+ 1). Wir miissen die selbe Anzahl Basiszusténde
|7,m) haben. Da wir fiir jedes jmin < J < Jmax 2J + 1 Zustédnde haben, miissen wir also auch
haben, dass

Jmax Jmax Jmax Jmax
I+DE2s+1) =Y 2j+1)=> ((+1*=5) =D _(G+1>=> 4
Jmin Jmin Jmin Jmin
Jmax+1 Jmax Jmax Jmax
= > G =D = U+ D2 =+ D2 4
Jmin+1 Jmin Jmin Jmin

= (jmax + 1)2 - (jmin)2

(18)
mit jmax = [ + s gibt dass dann j2, = (I — s)?, oder jmin = |l — s|.
Auf die vorgeschriebene Art konnen wir also die ganze Basis
aufbauen.
Aufgabe:
Wir benutzen hierfiir die Relationen
L_|my,ms) = /(L +my)(l —my + 1)|my — 1,my), (20)
S_my,mg) = /(s +my)(s — my + 1) |my, ms — 1), (21)
und
J-lj;m) = /(G +m)(j —m+1)[j,m 1) (22)
zusammen mit J_ = L_ + 5_.

Wir fangen an mit dem extremalen Zustand |[j = 2, m = 2) (definiert durch J. | jmax, Mmax) =
0, hier gegeben durch jpax = Mpmax = [+s = 1+% = %) Dieser Zustand ist eindeutig gegeben
durch

I\D\OJ

j=3m=3) =lm=1m=3) (23)

IHier wurde die beliebige globale Phase so gewihlt, dass o und 3 real sind.



Wirken wir auf diesen Zustand mit J_ bekommen wir einerseits
J_|j:%,m:%>:\/§\j:%,m:%> (24)
und anderseits mit J_ = L_ + 5_

(L +S-)|lmy=1,ms = 1) = V2[m; = 0,ms = 1) + |my = 1,ms = —1) (25)

1
\/>|ml—0 mszé)+\/;|ml:1,msz—é> (26)

Wirken wir noch einmal mit J_ auf diesen Zustand haben wir einerseits

Also haben wir

l\)\»—l

|j:% =

Jlj=4m=1)=2j=%m=—1) (27)
und anderseits mit J_ = L_ + 5_

2
(L,+S,)|]:%,m:%>:(L,+S,) (\/;|ml:07ms:% \/>|ml_1 ms = — ;))

\/7(L +5- )|ml:0,ms:§>+\/g _lmi=1,m,; =-1)
_1 2 _ _ _1 2 _ 1
|ml ms_§>+ *|ml—0,m5——§>+ §\ml—0,ms——§>
:%an:_ s=§+2f|mz—0ms_ -3

Also haben wir

l\')\»—t

= 4m=

2
\/7|ml -1 ms=§>+\/g|mz=0,ms=—é> (29)

Wenden wir J_ ein letztes mal an haben wir einerseits
Jlj=3m=-3=V3lj=35m=-3) (30)

und anderseits mit J_ = L_ +5_

. 2
(Lo+S)j=2m=3)=(L-+5-) <\f|ml —1,ms = %) + \/leo,msp)

1 2

= \/;S_|ml =—-1,my; = %) + \/;L_|ml =0,ms = f%>
1 4

N R Y £ "

= \/§|ml =—1,ms= 7%>




Also haben wir

) =lm = —1,ms = —3) (32)

N

|]:%7m:_

Als néchstes sehen wir uns dann die Zusténde |j = %, m) an. Das grosste m ist m =

1
Zustand |j = 3,m = 3) muss dann eine Linearkombination von |m; = 1,m, = —;) und

|m; = 0,ms = 5) sein. Schreiben wir dies als

lj=3m=3%)=alm=1m;=-1)+Blm =0,m, =3) (33)
Dieser Zustand muss orthogonal sein zu [j = 3,m = 1) = \/3|m; = 0,m, = 3) + \/3|mu =
1,mg = —%):
3 1 1 1 1 2
O=(=gm=3lj=5m=3)= 5044' gﬁ (34)
also B = f%a und mit o + 82 = 1 haben wir

Jli=tm=1=li=}m=-4 (30
und andererseits
.1 1 2 1 1 1
(Lo +80lj=bm=3 =L +5) (/5hm="1m=-1 1 slm=0m =1
L =1 1 L S 0 1
- g —‘ml_ ;Mg _§>_ g( -+ —)|ml_ 7m5_§>
:\/7|ml—0 ms = —1) — 1/ =|my 1,ms = 1) — }\ml—() ms = —3)
3 ’ 2 3 ’ 2 3 ’
1 1 2
= §|ml 07m‘3 7§> - §|ml 17m‘3 - %>

Also haben wir

. 1 2
j=3m=-3)= \/;ml =0,ms =—3) — \/;|ml =-1,m,;=3) (38)

Die Clebsch-Gordan Koeffizienten C'(j, m|m;, ms) lassen sich nun direkt ablesen von den Gle-
ichungen (26),(29),(35) und (38) bei vergleich mit Gl. (2).




Adiabatische Naherung und Berry-Phase
a) Wir haben die Eigenwertgleichung

H(@t)|thn(t)) = En(t)[n(t)) (39)
Ableitung beziiglich ¢ gibt

dE
5 [¥m

dH d
E|wm> + H%|wm> - > +E m g |1/)m> (40)

Nehmen wir das Skalarprodukt mit (1,| und benutzen die Orthogonalitétsrelationen
(¥n|tbm) = dpm, haben wir

dH d dE., d
welches fiir? n # m fiihrt dies zu
(ol o) = Ll ) (12)

Von der Form des Ausdrucks sehen wir dass die adiabatische Naherung fiir grosse En-
ergieliicken und zeitlich langsam varierenden Hamilton-Operatoren niitzlich ist.

b) Nehmen wir an, dass die adiabatische Naherung gerechtfertigt ist, haben wir die Differ-
entialgleichung

% = (B = BnliZglon) ) enlt)

Cn(t) ;
é/ dc;i,:f%/ A B, () + /dt <1/)n\z - lvn) (43)
cn (0) Cn 0

nll) _ o St B g0
Cn (0)

welches das gesuchte Ergebnis ¢, (£) = e~ Jo 4/En(t) ¢iva (¢, (0) mit

=

= [ @t @il (14)

gibt.

Ersetzen wir die Basiszustéinde durch e?X(!)|4,, (t)), bekommen wir fiir 7, (¢):

D [ @O (e 1)

_ / i@+ [ @) (-2 ey

,dXn
= (t) — [ dt’
Y (t) / Y

:7n(t) - (Xn( ) - Xn(o))

2Fiir n = m fiihrt dies zu (wn|%|wn) = %



i [t

Einsetzen in die Gleichung fiir ¢, (t) — e~ # Jo @' En(t) givn(t) e=iln () =xn ()¢, (0), d.h.
die Koeffizienten bekommen einen extra Phasenfaktor c,(t) — ¢, (t)e  (xn(t)=xx(0)),
Wenn der Hamilton-Operator periodisch ist, und wir die Basiszustdnde eindeutig wéhlen
konnen, missen x,(7T) = xn(0) + 2mm und der Phasenfaktor verschwindet.

¢) Das Berry-Feld ist gegeben durch
B,=0\x A, (46)
Schreiben wir dies fiir jede Komponente auf, haben wir

(Bn)k = eijk’aki (-Afn)j = ieijka)\,: <7/}n‘a>\jwn> = ieijk<6)\iwn|a)\ﬂ/)n>
47
= Zieijk<8/\¢'(/)n|'(/)m><'(/)m|8/\jwn> = (ZZ<8)\'(/)n|wm> X <wm|6>\wn>> ( )
m m k

Benutzen wir dann, dass

0= 8>\ (5nm) = 6)\ (<wn|'¢7n>) = <a)\wn|wm> + <¢n‘6)\wm> (48)
und deswegen (Oxty, [Vm) = —(¥n|Oat)m ), haben wir

By =—i Y (Yn|0xthm) X (¥m|Oxthn) = =i > ($n|Oxtm) X (Ym|Oxtn)  (49)

m#n

wobei wir in der letzten Gleichung die Vektorrelation @ x @ = 0 benutzt haben, d.h.
(Vn|0An) X (n|Oaty) = 0. Fiir den letzten schritt zeigen wir noch kurz die herleitung

der Relation (1, |0A%m) = (Un|OZH |Um)/(Em — Ey)
HX)[Ym(N) = En(N)[Y0m(X))
= (a)\H)l"/)m> + HaAlwm> = (aAEm>|z/}m> + Ema)\‘wM> (50)
= (Ynl(OAH)[Ym) + En(¥n|Ox[m) = (OxEm)dnm + Em (¥n|Ox[¢m)

analog wie in Aufgabenteil ). Fiir n # m haben wir dann (¢, |Ox¥m) = (¥n|OAH |m )/ (Em—
E,,) welches nach Einsetzung in (49) gibt die gesuchte Form des Berry-Feldes

B AU |ONH T, ) X (U |OXNH [T ,)
Bn—Zz (B, — B,

. (51)

m#n

Berry-Phase fiir Spin-% im zeitabhingigen Magnetfeld Der Hamilton-Operator ist
gegeben durch H(B) = —p.o - B. Die Basiszustande sind ¢4 (B)) mit H(B)|¢y+(B)) =
E.(B)|¢+(B)) und E+(B) = Fu.B.

a) Das Berry-Feld ist gegenen durch

U0 H_) x (V_ |0 H|T,)
(B —E_)? |

B+:Z<

und
(V_[0pH|V, ) x (V4 |0pH|V_)

B (BB,




Wir haben

OpH = —peo, und (E, —E_)?=(2u.B)?% (54)
und somit
1 1
B, =-B_= @W/JHUWJ x (Y-|oy) = Eieijk<w+|ai|¢*><w7|0j'(/}+>' (55)
benutzen wir dann 1 = [ ) (14| +]1—){(¢)_| oder anders geschrieben [¢p_){(vp_| = 1—|tp, ) (4 |
haben wir

1
By =-B_ = —icip{¢y|oilb_){(¢_|ojy)

4B2
1 1
= qgEicin(Veloio V) + rgicin(biloily ) ($rlojlvs) .
1 1
= Wilopy) + —sild]ols) x (Yilolpy)

- 2p2 4B?

1
:7@714’2@77,)(”

Hier haben wir in der vorletzten Gleichung fiir den ersten Term benutzt, dass ;0 = d;;1 +
t€;5000 und €;;50;; = 0 und €565 = 20;,. In der letzten Gleichung wurde benutzt dass®
(Y1 ]o|y) = n da das Spin immer entlang dem Magnetfeld zeigt.

Benutzen wir wieder die Vektorrelation n x n = 0 haben wir

1n
By = ?5@ (57)
und die Berry-Phase ist

1 B? 1
1£(C)= [ dS By = [ dS(n-Byi)=F; [ dQ—5 =F;Q(C). (58)

g s 2Jq B 2

b) In der adiabatischen Ndherung haben wir

e (T) = e~ Jo ' Bx(t)eir= (e (0), (59)

In dieser Aufgabe haben wir F4(t) = Fu.B (zeitunabhéingig da B konstant ist) und vy =
F1Q(C), also

Q(c)

2 ¢4 (0), hw=|E; —E_| =2u.B (60)

ci(t) = eT2TeT

Die Erwartungswerte sind (fiir ¢ = 0,7

3Dies kann z.B. gezeigt werden durch —peB = E4+ = (Y4 |H[¢p1) = —peB - (Y4|o|p+) = —peBn - (Y4|o|v4)
= 1=n-(Yiloy) = Wilofpy) =n



Wir haben dann fiir t = 0 mit ¢, (0) = c¢_(0) = 1/v/2

(02) = e (0)* = e~ (0)]* =0,
t=0 (02) = 2Re [} (0)c—(0)] =1,
(oy) = 2Im [ (0)c—(0)] =0

Also dass Spin zeigt eindeutig in die z-Richtung. Fiir ¢t = T haben wir dann

(0:) = lew (D) = le—(T)]* = 0,
t="T: (02) = 2Re [¢} (T)c—(T)] = cos (—wT +Q(C)) ,
(o) = 2Im [¢} (T)c—(T)] = sin (—wT + Q(C))

Fiir die gewéhlte Kurve ist der Raumwinkel 1/8 von dem vollen Raumwinkel 47, also 2(C) =
7/2. Wir haben dann

(02) = les (T = |e—(T)]* = 0,
(04) = 2Re [} (T)e—(T)] = cos (—wT + f) 7

(o) = 2Im [¢, (T)e_(T)] = sin (_wT 4 f)

(62)



