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32 Eigenschaften der Dirac-Matrizen.

a)

(αi)† =

(
0 (σi)†

(σi)† 0

)
=

(
0 σi

σi 0

)
= αi, β† =

(
1 0
0 −1

)
= β (1)

wobei wir die Eigenschaft (σi)† = σi der Pauli-Matrizen benutzt haben.

αiαj =

(
0 σi

σi 0

)(
0 σj

σj 0

)
=

(
σiσj 0

0 σiσj

)
⇒ αiαj + αjαi =

(
σiσj + σjσi 0

0 σiσj + σjσi

)
= 2δij1

(2)

wobei wir die Eigenschaft σiσj + σjσi = 2δij12×2 benutzt haben.

αiβ + βαi =

(
0 −σi
σi 0

)
+

(
0 σi

−σi 0

)
= 0 (3)

Von Gl. (2) mit i = j zusammen mit (σi)2 = 12×2 haben wir direkt (αi)2 = 1.

β2 =

(
1 0
0 −1

)(
1 0
0 −1

)
= 1 (4)

b)
γ0 = β, γi = βαi (5)

Das bedeutet (γ0)† = β† = β = γ0 und (γi)† = (βαi)† = (αi)†β† = αiβ. Von αiβ+βαi =
0 wissen wir, dass αiβ = −βαi. Also haben wir (γi)† = −γi.
Da β2 = 1 können wir Zeigen, dass γ0γiγ0 = β2αiβ = αiβ = −βαi = −γ0 = (γi)†, und
γ0γ0γ0 = γ0 = (γ0)†. Zusammen können wir dies als (γµ)† = γ0γµγ0 schreiben.

Weiter haben wir von β2 = 1 dass (γ0)2 = β2 = 1 und (γi)2 = (βαi)2 = βαiβαi =
−αiββαi = −(αi)2 = −1.

Die Chiralitäts-Matrix ist definiert durch

γ5 = iγ0γ1γ2γ3 = iβ(βα1)(βα2)(βα3) = iα1βα2βα3 = −iα1α2ββα3 = −iα1α2α3. (6)
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In der Standard-Darstellung haben wir

γ5 = −i
(

0 σ1

σ1 0

)(
0 σ2

σ2 0

)(
0 σ3

σ3 0

)
= −i

(
σ1σ2 0

0 σ1σ2

)(
0 σ3

σ3 0

)
= −i

(
iσ3 0
0 iσ3

)(
0 σ3

σ3 0

)
= −i

(
0 i
i 0

)
=

(
0 1
1 0

)
(7)

Berechnen wir erst den Anti-Kommutator

{γ5, γ0} = {γ5, β} = γ5β + βγ5 =

(
0 1
1 0

)(
1 0
0 −1

)
+

(
1 0
0 −1

)(
0 1
1 0

)
= 0 (8)

und danach

{γ5, γi} = γ5γi + γiγ5 =

(
0 1
1 0

)(
0 σi

−σi 0

)
+

(
0 σi

−σi 0

)(
0 1
1 0

)
= 0 (9)

Durch diese können wir dann zeigen, dass

[γ5, αi] = [γ5, βγi] = γ5βγi − βγiγ5 = −β(γ5γi + γiγ5) = 0 (10)

Wir haben zudem noch:

σ0i =
i

2
[γ0, γi]) = − i

2
[γ0, γi] = − i

2
(ββαi − βαiβ) = − i

2
(αi + αi) = −iαi = iαi (11)

und

σij =
i

2
[γi, γj ] =

i

2
[γi, γj ] =

i

2
(βαiβαj − βαjβαi) = − i

2
(αiαj − αjαi)

= − i
2

(
σiσj − σjσi 0

0 σiσj − σjσi
)

=

(
εijkσ

k 0
0 εijkσ

k

)
= εijkΣk

(12)

33 Drehimpulserhaltung in der Dirac-Gleichung Berechnen wir erst [H,L]. Da L = x ×
(−i~∇) keine Matrixstruktur in dem Dirac-Spinorraum hat, müssen wir nur [−i~∂i, xj(−i~∂k)]
berechnen. Dies können wir machen in dem wir den Kommutator auf eine Testfunktion f
anwenden

[−i~∂i, xj(−i~∂k)]f = (−i~)2
(
δji∂k + xj∂i∂k

)
f − (−i~)2xj∂i∂kf = (−i~)2δji∂kf (13)

Also haben wir

[H,Ll] = cαi[(−i~∂i), ε klj xj(−i~∂k)] = cαiε klj [(−i~∂i), xj(−i~∂k)]

= c(−i~)2αiε klj δji∂k = c(−i~)2ε kli αi∂k

= (−i~)cα× (−i~∇)

(14)
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Berechnen wir dann [H,Sl] = (~/2)[cαi(−i~∂i),Σl] + (~/2)[βmc2,Σl]. Für den zweiten Term
haben wir

~mc2

2
[β,Σl] =

~mc2

2

((
1 0
0 −1

)(
σl 0
0 σl

)
−
(
σl 0
0 σl

)(
1 0
0 −1

))
= 0 (15)

und für den ersten Term

~
2

[cαi(−i~∂i),Σl] =
c~
2

((
0 σi

σi 0

)(
σl 0
0 σl

)
−
(
σl 0
0 σl

)(
0 σi

σi 0

))
(−i~∂i)

=
c~
2

(
0 σiσl − σlσi

σiσl − σlσi 0

)
(−i~∂i) =

c~
2

(
0 2iεilkσ

k

2iεilkσ
k 0

)
(−i~∂i)

= i~cεilkαk(−i~∂i) = −(−i~)α× (−i~∇) = −[H,Ll]

(16)

Also haben wir [H,J l] = [H,Ll] + [H,Sl] = 0.

33 Dirac-Gleichung im homogenen Magnetfeld.

a) Definieren wir Q(A) = cσ · (−i∇− e
cA) so können wir die Gleichungen für die zweikom-

ponentigen Spinoren φ1, φ2 auf die folgende Form bringen

mc2φ1 +Q(A)φ2 = Eφ1

Q(A)φ1 −mc2φ2 = Eφ2
(17)

Aus der zweiten Gleichung können wir φ2 = (E + mc2)−1Q(A)φ1 bekommen. Setzen
wir dies in die erste Gleichung ein haben wir

Q2(A)φ1 = (E2 −m2c4)φ1 (18)

Das Quadrat von Q(A) ist

Q2(A) = c2σiσj(−i~∂i − e
cAi)(−i~∂j −

e
cAj)

= c2(δij + iεij kσ
k)(−i~∂i − e

cAi)(−i~∂j −
e
cAj)

= c2(−i~∇− e
cA)2 + c2iεij kσ

k
(
−~2∂i∂j + i~ ec (∂iAj +Ai∂j) +

(
e
c

)2
AiAj

)
(19)

wobei wir σiσj = δij + iεij kσ
k benutzt haben. Da εij k∂i∂jf = (∇ × ∇f)k = 0, wobei

f eine beliebige Testfunktion ist, und εij kAiAj = (A × A)k = 0, bleibt nur der mit-
tlere Term. Diesen können wir vereinfachen, indem wir uns ansehen wie Sie auf eine
Testfunktion f wirkt

εij k(∂iAj +Ai∂j)f = εij k(∂iAj)f + εij kAj(∂if) + εij kAi(∂jf)

= (∇×A)kf + (A×∇f)k − (A×∇f)k

= Bkf

(20)

Also haben wir

Q2(A) = c2(−i~∇− e
cA)2 − ec~B · σ = 2mc2HP (A) (21)
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wobei

HP (A) =
1

2m
(−i~∇− e

cA)2 − µBB · σ (22)

der Pauli-Hamilton-Operator und µB = e~/2mc der Bohr-Magneton ist. Wir können
dann die Eigenwertgleichung für φ1 schreiben als

HP (A)φ1 =
(E2 −m2c4)

2mc2
φ1 = Ẽφ1 (23)

b) Mit dem Magnetfeld entlang der z-Achse und der Eichung A = (0, Bx, 0) haben wir

HP (A) =
1

2m

[
(−i~∂x)2 + (−i~∂y − e

cBx)2 + (−i~∂z)2
]
− µBBσz (24)

Setzen wir den Ansatz ein bekommen wir(
(−i~∂x)2

2m
+

(~kz)2

2m
+

1

2m
(~ky − e

cBx)2 − µBBσz
)
χ1(x) = Ẽχ1(x) (25)

Also muss der Spinor χ1 ein Eigenzustand von σz sein und wir schreiben

χ1(x) = χ(x)|σ〉, (26)

wobei χ(x) eine skalare Funktion und σz|σ〉 = σ|σ〉, σ = ± der zweikomponentige
Spinorteil ist. Die Eigenwertgleichung für χ(x) wird dann(

(−i~∂x)2

2m
+

1

2m
(~ky − e

cBx)2
)
χ(x) = Ẽσ,kzχ(x), Ẽσ,kz = Ẽ + σµBB −

(~kz)2

2m
(27)

Diese Eigenwertgleichung kann auf eine Schrödingergleichung für einen verschobenen
Oszillator mit ω = |e|B/mc zurückgeführt werden. Die Energieeigenwerte sind dann

Ẽσ,kz = ~ω(n+
1

2
)⇒ Ẽ = ~ω(n+

1

2
) +

(~kz)2

2m
− σµBB (28)

Durch die Definition Ẽ = (E2 −m2c4)/2mc2 haben wir für die positiven Energien:

E =
√

2mc2Ẽ +m2c4 =
√
|e|c~B(2n+ 1) + (c~kz)2 + σ|e|c~B + (mc2)2 (29)

Definieren wir nσ = n+ (1 + σ)/2 so haben wir

E =
√

2|e|c~Bnσ + (c~kz)2 + (mc2)2 (30)

c) In dem nichtrelativistischen Grenzfall, |e|c~Bnσ/(mc2)2 � 1 und (c~kz/mc2)2 � 1, so
haben wir

E ≈ mc2 +
(~kz)2

2m
+ nσ

|e|~
mc

= mc2 +
(~kz)2

2m
+ ~ω(n+

1

2
)− σµBB (31)

Bis auf die Ruheenergie mc2, die Zeemann-Spinaufspaltung σµBB und die kinetische En-
ergie der Bewegung in der z-Achse (~kz)2/2m ist dies das selbe Ergebnis wie in Aufgabe
(7) Blatt 2.
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