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Eigenschaften der Dirac-Matrizen.

a)

b)
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wobei wir die Eigenschaft (0°) = o der Pauli-Matrizen benutzt haben.

aiod = 0 o 0 o\ (ole? 0
“\ot 0/)\o? 0) "\ 0 oI

o igi 4 gig 0 g

wobei wir die Eigenschaft 0’07 4+ 090% = 269 15,5 benutzt haben.

a%+ﬁw:<2 jf)+(f} ﬁ):o (3)

Von Gl. (2) mit i = j zusammen mit (0%)? = laxo haben wir direkt ()% = 1.

§ = ((1) Ol) ((1) 01) =1 )

V=8 =8 (5)
Das bedeutet (1) = 8T = 8 =4 und (v")T = (Ba®)t = (a')T 8t = 8. Von a/B+Ba’ =
0 wissen wir, dass o’ = —fa’. Also haben wir (y%)T = —~.

Da 32 = 1 konnen wir Zeigen, dass 7°v'7" = 320’8 = o' = —Ba’ = —° = (49T, und
709990 = 49 = (49)t. Zusammen kénnen wir dies als (y#)f = 42y#4Y schreiben.

Weiter haben wir von 32 = 1 dass (7°)? = 82 = 1 und (7%)? = (Ba?)? = BaiBa’ =
BB’ = —(ai)? = —L.

Die Chiralitats-Matrix ist definiert durch

77 =ir"y1?° = iB(Bal)(Ba?)(Ba”) = ia' Ba?Ba’ = —ia'a®BRa’ = —ia'a®a®. (6)



In der Standard-Darstellung haben wir

Berechnen wir erst den Anti-Kommutator

(VY= {8y =B+ 57" = ((1) é) (é _01> + (é _01> ((1) (1)> =0 (8

und danach

; L 0 1 0 of 0 o\ (0 1
5 A1 _ A5A0 ia5 . . =
Durch diese kénnen wir dann zeigen, dass
[V, ] = [y, 871 =7°8Y = BY'Y° = =B(°' ++4°) =0 (10)

Wir haben zudem noch:

o0 = 20 ]) = — 207 = —2 (B’ — B’ B) = (0 + ) = —ia* =iy (11)
und
_d i i = B0iBad — Bad Bal) — — (aiad — adal
Oij = 5[%',%'] = ih )= 5(504 Bal — pal Ba’) = —5(04 ol —adla’)
_ i (o'e! —adlo" 0 _ (€ijro* 0 (12)
9 0 ool —glogt) — 0 €ijko"
= €;ju 2"

Drehimpulserhaltung in der Dirac-Gleichung Berechnen wir erst [H, L]. Da L = x x
(—ihV) keine Matrixstruktur in dem Dirac-Spinorraum hat, miissen wir nur [—:h0;, z;(—ih0k )]
berechnen. Dies konnen wir machen in dem wir den Kommutator auf eine Testfunktion f
anwenden

[—ihd;, 2 (—ihdy)|f = (—ih)? <5jiak + :vj&-ak) f— (—ih)*279;0.f = (—ih)*” 0 f  (13)
Also haben wir
[H, L'] = ca’[(—ihd;), ejklxj(—ihak)] = caiejkl[(—ih&-), 2 (—ihoy,)]
= c(—ih)Qaiejkl(Sjiak = ¢(—ih)%¢,*al oy, (14)
= (—ih)ea X (—ihV)



Berechnen wir dann [H, S!'] = (h/2)[cat(—ihd;), ! + (h/2)[3mc?, ¥]. Fiir den zweiten Term

haben wir
hmc? hmc? 1 0 a0 a0 1 0
o () 066 ) w

und fiir den ersten Term

a2 (22 9)-(5 9 3))cm

ch 0 olol — glot ) ch 0 2ieilk0k .
T2 (aiol —oglot 0 ) (—ihd;) = 2 (21'6%0”“ 0 > (—ihd;)

= ihce', oF (—ihd;) = —(—ih)a x (—ihV) = —[H, L']

Also haben wir [H, J!| = [H, L' + [H, S'] = 0.
Dirac-Gleichung im homogenen Magnetfeld.

a) Definieren wir Q(A) = co - (—iV — £ A) so kénnen wir die Gleichungen fiir die zweikom-
ponentigen Spinoren ¢1, ¢ auf die folgende Form bringen

mcp1 + Q(A)ps = E¢y
Q(A)p1 — mc®¢py = E¢y

Aus der zweiten Gleichung kénnen wir ¢ = (E + mc?)"1Q(A)¢1 bekommen. Setzen
wir dies in die erste Gleichung ein haben wir

Q*(A)p1 = (B* —mPch)dy (18)

(17)

Das Quadrat von Q(A) ist
Q*(A) = Po'o (—ihd; — £A;)(—ihd; — £ A;)
= (6" + i€ L o*)(—ihd; — S A;)(—ihd; — SA;j)
= A(—ihV — £A)? + Pie o (41231«3)« RO A, + A0;) + (2)° A,-,Aj)
(19)
wobei wir oio? = §% + i’ , o* benutzt haben. Da €7 ,9;0;f = (V x Vf); = 0, wobei
[ eine beliebige Testfunktion ist, und €7, A4;4; = (A x A), = 0, bleibt nur der mit-

tlere Term. Diesen kénnen wir vereinfachen, indem wir uns ansehen wie Sie auf eine
Testfunktion f wirkt

€7 (0iA; + A;0)) f = €7 [(0:45)f + €7 . A;(Dif) + €7 LAi ()

=(VXxAyf+(AX V) —(Ax V) (20)
=By f
Also haben wir
Q*(A) = *(—ihV — £A)* — echB - o = 2mc*Hp(A) (21)



b)

wobei )
Hp(A) = 2—(—mv —¢A? —pupB-o (22)
m

der Pauli-Hamilton-Operator und pp = eh/2mec der Bohr-Magneton ist. Wir kdnnen
dann die Eigenwertgleichung fiir ¢; schreiben als

(E? — m2ct)

oz ¢ =B (23)

Hp(A)pr =

Mit dem Magnetfeld entlang der z-Achse und der Eichung A = (0, Bz, 0) haben wir

HﬂAp:%;U%mm?+em%—53@%u—maﬁqu3% (24)

Setzen wir den Ansatz ein bekommen wir

— 2 2 -
<( ;ix) + (h;;;) + ﬁ(hky — %Bz)2 — /LBBJZ) x1(z) = Exi(x) (25)

Also muss der Spinor y; ein Eigenzustand von o, sein und wir schreiben

x1(z) = x(z)lo), (26)

wobei x(z) eine skalare Funktion und o.|c) = olo), 0 = £ der zweikomponentige
Spinorteil ist. Die Eigenwertgleichung fiir x(z) wird dann

(—iham)2 1 . 9 = . = (hkz)2
<2m + 5 (ky = £B2)” | x(2) = B x(@),  Eoe = E+oupB — -
(27)

Diese Eigenwertgleichung kann auf eine Schrédingergleichung fiir einen verschobenen
Oszillator mit w = |e| B/mc zurtickgefithrt werden. Die Energieeigenwerte sind dann
- 1 1 (hk.)?

Es k. :M(n+§):>E:hw(n+§)+ o

— U[LBB (28)

Durch die Definition E = (E? — m2c*)/2mc?® haben wir fiir die positiven Energien:

E = V2me2E 4+ m2ct = \/le|chB(2n + 1) + (chk.)? + ole|chB + (mc?)? (29)

Definieren wir n, =n + (1 + 0)/2 so haben wir

E = \/2|e|chBn, + (chk.)? + (mc2)? (30)

In dem nichtrelativistischen Grenzfall, |e|chBn, /(mc?)? < 1 und (chk,/mc?)? < 1, so
haben wir

(k) el

hk,)?
Lol (k)
mc

E ~mc® +

1
hw =) - B 1
o + (n+2) oup (31)
Bis auf die Ruheenergie mc?, die Zeemann-Spinaufspaltung o B und die kinetische En-
ergie der Bewegung in der z-Achse (hk,)?/2m ist dies das selbe Ergebnis wie in Aufgabe
(7) Blatt 2.



