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29. Dephasierung durch wechselwirkung mit einem Bad.

Betrachten wir ein Spin-1/2-System das an einen harmonischen Osczillator (oder einer Mode eines
Strahlungsfeldes) durch σz gekoppelt ist:

H =
~ω0

2
σz + ~ωa†a+ σz~g(a† + a) (1)

a) Den Transformierten Hamilton-Operator bekommen wir in dem wir die EigenschaftenD†(σzα)a†D(σzα) =
a† + σzα

∗ und D†(σzα)aD(σzα) = a+ σzα benutzen:

H ′ = D†(ασz)HD(ασz)

=
~ω0

2
σz + ~ωD†(ασz)a†D(σzα)D†(σzα)aD(σzα)

+ σz~g
[
D†(σzα)aD(σzα) +D†(σzα)a†D(σzα)

]
=

~ω0

2
σz + ~ω(a† + σzα

∗)(a+ σzα) + σz~g
[
(a+ σzα) + (a† + σzα

∗)
]

=
~ω0

2
σz + ~ωa†a+ (α∗~ω + ~g)σza+ (α~ω + ~g)σza

† + ~ω|α|2 + ~g(α+ α∗).

(2)

Mit der Wahl α = α∗ = −(g/ω) bekommen wir

H ′ =
~ω0

2
σz + ~ωa†a− ~g

( g
ω

)
. (3)

Der Zeitentwicklungsoperator ist in dieser Basis e−
i
~H
′t. In der alten Basis haben wir dann:

U(t) = D(σzα)e−
i
~H
′tD†(σzα), α = − g

ω
. (4)

b) Die Dichtematrix für t = 0 ist ρ̂0 = ρ̂s ⊗ ρ̂a, wobei ρ̂s =
∑
σσ′ ρ

s
σσ′ |σ〉〈σ′| und ρ̂a = |0〉〈0|. Das

Tensorprodukt ist dann:

ρ̂0 =
∑
σσ′

ρsσσ′ |σ, 0〉〈σ′, 0|. (5)
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Dann ist die Dichtematrix für t > 0:

ρ̂(t) = U(t)ρ̂0U
†(t) =

∑
σσ′

ρsσσ′U(t)|σ, 0〉〈σ′, 0|U†(t). (6)

Und die reduzierte Dichtematrix

ρ̂red(t) = Tra
[
U(t)ρ̂0U

†(t)
]

=
∑
n

〈n|U(t)ρ̂0U
†(t)|n〉. (7)

Nehmen wir die Elemente:

ρ̂red
σσ′(t) = 〈σ|ρ̂red(t)|σ′〉 =

∑
n

〈σ, n|ρ̂(t)|σ′, n〉

=
∑
n

∑
σ′′σ′′′

ρaσ′′σ′′′〈σ, n|U(t)|σ′′, 0〉〈σ′′′, 0|U†(t)|σ′, n〉,
(8)

und notieren dass es allgemein gilt dass für eine Funktion F (σz, a
†, a) nur die diagonalen Ele-

mente (mit bezug auf das Spin) ungleich null sind:

〈σ, n|F (σz, a
†, a)|σ′, n′〉 = δσσ′〈n|F (σ, a†, a)|n′〉. (9)

Wir haben dann 〈σ, n|U(t)|σ′′, 0〉 = δσσ′′〈n|Uσ(t)|0〉 und 〈σ′′′, 0|U†(t)|σ′, n〉 = δσ′′′σ′〈0|U†σ′(t)|n〉
mit

Uσ(t) = D (σα) e−
i
~HσtD† (σα) , Hσ = σ

~ω0

2
+ ~ωa†a− ~g

( g
ω

)
, (10)

und für die Elemente

ρred
σσ′(t) = ρsσσ′

∑
n

〈n|Uσ(t)|0〉〈0|U†σ′(t)|n〉

= ρsσσ′〈0|U
†
σ′(t)

∑
n

|n〉〈n|Uσ(t)|0〉

= ρsσσ′〈0|U
†
σ′(t)Uσ(t)|0〉.

(11)

Da U†σ(t)Uσ(t) = 1 haben wir für die diagonalen Elemente (σ = σ′)

ρred
σσ (t) = ρsσσ (12)

und für σ = +, σ′ = −

U†−(t)U+(t) = e−iω0tD(−α)eiωta
†aD†(−α)D(α)e−iωta

†aD†(α) (13)

Benutzen wir die Eigenschaften D†(−α) = D(α) und D(α)D(α) = D(2α) haben wir

U†−(t)U+(t) = e−iω0tD(−α) eiωta
†aD(2α)e−iωta

†a︸ ︷︷ ︸
D(2αeiωt)

D(−α) (14)

Benutzen wir dann die Eigenschaft D(α)D(β) = e
1
2 (αβ∗−βα∗)D(α+ β) haben wir:

U†−(t)U+(t) = e−iω0tD(−α)D(2αeiωt)D(−α)

= e−iω0tD(−α)D(2αeiωt − α)e2iα sinωt

= e−iω0tD(2αeiωt − 2α)e2iα sinωte−2iα sinωt

= e−iω0tD(2α(eiωt − 1))

(15)
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Und somit haben wir

ρred
+−(t) = ρs+−〈0|U

†
−(t)U+(t)|0〉 = ρs+−e

−iω0t〈0|D(2α(eiωt − 1))|0〉

= ρs+−e
−iω0te−2α2|eiωt−1|

= ρs+−e
−iω0te−4α2(1−cosωt)

(16)

mit α = −g/ω. In der zweiten Gleichung haben wir die Eigenschaft 〈0|D(β)|0〉 = 〈0|β〉 = e−
1
2 |β|

2

benutzt. Definieren wir γ(t) = (2g/ω)2(1− cosωt) haben wir dann

ρred
+−(t) = ρs+−e

−iω0te−γ(t) (17)

Für t � 2π/ω können wir den Exponenten entwickeln wie γ(t) ≈ 2(gt)2, d.h. die Kohärenzen

nehmen ab wie ρred
+−(t) ≈ e−iω0te−2(gt)2ρs+−. Das sieht fast wie Dekohärenz aus, aber die Funk-

tion γ(t) ist periodisch und bei t = 2π/ω gehen die Kohärenzen wieder zu ihrem ursprünglichen
Wert zurück (bis auf einen Phasenfaktor), ρred

+−(t) = e−iωtρs+−.

c) Wiederholen wir die Berechnung für viele Moden

H =
~ω0

2
σz +

∑
k

~ωka†kak + σz
∑
k

~gk(a†k + ak) (18)

haben wir (die Berechnung verläuft analog)

e−γ(t) → Πke
−γk(t) = exp

[
−
∑
k

(
2gk
ωk

)2

(1− cosωkt)

]
(19)
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Figure 1: Links: Eine Mode (e−γ(t)). Wir sehen eine periodische modulierung der Kohärenzen.
Rechts: Zwei Moden. Die gestrichelten Linien stellen die Beiträge der individuellen Moden
(e−γ1(t) und e−γ2(t)) dar, und die volle Linie stellt den Gesamtbeitrag (e−γ1(t)e−γ2(t)) dar.
Hier sehen wir eine quasiperiodische Modulierung der Kohärenzen. Wenn die Anzahl der
Moden zur Unendlichkeit geht, geht die Periode auch zur Unendlichkeit. (In diesem
Beispiel ist ω2 = 0.8ω1 und die Periode ist T = 8π/ω1 = 10π/ω2).
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Definieren wir jetzt die Funktion J(ω):

J(ω) = 2π
∑
k

g2
kδ(ω − ωk) (20)

so können wir den Exponenten umschreiben als

4
∑
k

g2
k

(1− cosωkt)

ω2
k

= 4

∫ ∞
0

dω

2π
J(ω)

(1− cosωt)

ω2
. (21)

Durch die Substitution x = ωt haben wir

4

∫ ∞
0

dω

2π
J(ω)

(1− cosωt)

ω2
= 4

∫ ∞
0

dx

2πt
J
(x
t

) (1− cosx)

x2/t2
=

2

π
t

∫ ∞
0

dxJ
(x
t

) (1− cosx)

x2
.

(22)
Nach langer Zeit haben wir:

e−Γt, Γ =
2

π
J(0)

∫ ∞
0

dx
1− cosx

x2︸ ︷︷ ︸
π/2

= J(0). (23)

Der Grund für die irreversible Dephasierung wenn das System mit einem kontinuirlichen Bad
von Moden gekoppelt ist (im gegensatz zu wenigen diskreten Moden) ist, dass das System mit
unendlich vielen Freiheitsgraden verschränkt wird und die Phaseninformation über einen sehr
grossen Hilbert-Raum verteilt ist (und wir sind nur an einem teil dieses Hilbert-Raums - dem
Spin - interessiert).

30. Lorentz-Gruppe

a)

Λ = R3 :
x1 7→ x1′ = ax1 + bx2

x2 7→ x2′ = dx2 + cx1 =⇒


x0′

x1′

x2′

x3′

 =


1 0 0 0
0 a b 0
0 c d 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

R3


x0

x1

x2

x3

 (24)

Die Beschränkung RT3 gR3 = g wird
1 0 0 0
0 a c 0
0 b d 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




1 0 0 0
0 a b 0
0 c d 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1




1 0 0 0
0 −(a2 + c2) −(ab+ cd) 0
0 −(ab+ cd) −(b2 + d2) 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


(25)
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Also haben wir die Beschränkungen

a2 + c2 = 1, b2 + d2 = 1, ab+ cd = 0 (26)

Schreiben wir die dritte Gleichung als c = −ab/d und setzen dies in der ersten Gleichung ein
haben wir a2(d2 + b2) = d2. Mit der ersten Gleichung bedeutet dies d = ±a. Setzen wir dies
wieder in der dritten Gleichung ein haben wir a(b± c) = 0 also c = ∓b. Also haben wir:

R3 =


1 0 0 0
0 a b 0
0 ∓b ±a 0
0 0 0 1

 , a2 + b2 = 1 (27)

Die Beschränkung detR3 = 1 ergiebt ±(a2 + b2) = 1 und fixiert damit das Vorzeichen (± → +).
Die Beschränkung a2 + b2 = 1 können wir als eine Gleichung für den Einheitszirkel x2 + y2 = 1
verstehen und somit können wir die variablen mit a = cos θ und b = sin θ parametrisieren. Die
Transformation nimmt dann die Form:

R3 =


1 0 0 0
0 cos θ sin θ 0
0 − sin θ cos θ 0
0 0 0 1

 (28)

b)

Λ = L1 :
x0 7→ x0′ = ax0 + bx1

x1 7→ x1′ = dx1 + cx0, a ≥ 1 =⇒


x0′

x1′

x2′

x3′

 =


a b 0 0
c d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1


︸ ︷︷ ︸

L1


x0

x1

x2

x3

 (29)

Die Beschränkung LT1 gL1 = g wird
a c 0 0
b d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1




1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



a b 0 0
c d 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1



a2 − c2 ab− cd 0 0
ab− cd b2 − d2 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 =


1 0 0 0
0 −1 0 0
0 0 −1 0
0 0 0 −1


(30)

Also haben wir die Beschränkungen

a2 − c2 = 1, b2 − d2 = −1, ab− cd = 0 (31)

Benutzen wir dann die dritte Gleichung c = ab/d und setzen sie in der ersten ein, bekommen
wir a2(d2 − b2) = d2 welches mit der zweiten Gleichung d = ±a ergibt. Setzen wir dies wieder
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in die dritte Gleichung ein haben wir a(b∓ c) = 0, also c = ±b. Also haben wir:

L1 =


a b 0 0
±b ±a 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1

 , a2 − b2 = 1 (32)

Die Beschränkung detL1 = 1 gibt uns ±(a2 − b2) = 1 welches das Vorzeichen fixiert (± → +).
Die Gleichung a2 − b2 = 1 können wir als die Gleichung für eine Hyperbola (x2 − y2 = 1)
verstehen und somit können wir die parametrisierung a = cosh η und b = − sinh η benutzen.
Die Transformation nimmt dann die Form:

L1 =


cosh η − sinh η 0 0
− sinh η cosh η 0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (33)

Schreiben wir tanh η = β = v/c mit η > 0 so haben wir cosh η = 1/
√

1− β2 und sinh η =

β/
√

1− β2. Mit dieser parametrisierung haben wir

L1 =


1√

1−(v/c)2
−v/c√

1−(v/c)2
0 0

−v/c√
1−(v/c)2

1√
1−(v/c)2

0 0

0 0 1 0
0 0 0 1

 (34)

31. Klassisches Teilchen im EM-Feld.

Wir haben die klassische Hamilton-Funktion:

H =
1

2m
(Pµ − q

c
Aµ)(Pµ −

q

c
Aµ) +

1

2
mc2 (35)

Die Geschwindigkeit ist gegeben durch

Uµ =
dxµ

dτ
= {H,xµ}P.B =

∂H

∂Pν

∂xµ

∂xν
− ∂xµ

∂Pν

∂H

∂xν
=

1

m
(P ν − q

c
Aν)δµν (36)

wobei wir benutzt haben dass H = 1
2mg

ρσ(Pσ − q
cAσ)(Pρ − q

cAρ) und somit

∂H

∂Pν
=

1

2m
gρσ

[
∂(Pρ − q

cAρ)

∂Pν
(Pσ − q

cAσ) + (Pρ − q
cAρ)

∂(Pσ − q
cAσ)

∂Pν

]
=

1

2m
gρσ

[
δνρ (Pσ − q

cAσ) + (Pρ − q
cAρ)δ

ν
σ

]
=

1

2m

[
gνσ(Pσ − q

cAσ) + gρν(Pρ − q
cAρ)

]
=

1

m
(P ν − q

cA
ν)

(37)
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Benutzt wurde auch dass ∂xµ/∂xν = δµν und ∂xµ/∂Pν = 0.
Die Bewegungsgleichung für Uµ ist dann gegeben durch

dUµ

dτ
= {H,Uµ}P.B. =

1

m
{H,Pµ − q

cA
µ}P.B.

=
1

m

[
∂H

∂Pν

∂(Pµ − q
cA

µ)

∂xν
−
∂(Pµ − q

cA
µ)

∂Pν

∂H

∂xν

]
=

1

m

[
−

(P ν − q
cA

ν)

m

q

c

∂Aµ

∂xν
− δµν ∂H

∂xν

]
=

1

m

[
−q
c

(∂νA
µ)Uν − δµν ∂H

∂xν

]
(38)

Schreiben wir wieder H = 1
2mg

ρσ(Pσ − q
cAσ)(Pρ − q

cAρ) so haben wir

∂H

∂xν
=

1

2m
gρσ

[
∂(Pρ − q

cAρ)

∂xν
(Pσ − q

cAσ) + (Pρ − q
cAρ)

∂(Pσ − q
cAσ)

∂xν

]
=

1

2m
gρσ

[
−q
c

∂Aρ
∂xν

(Pσ − q
cAσ)− (Pρ − q

cAρ)
q

c

∂Aσ
∂xν

]
= −1

2

q

c
[(∂νAρ)U

ρ + Uσ(∂νAσ)]

= −q
c

(∂νAρ)U
ρ

(39)

Also haben wir

m
dUµ

dτ
=
q

c
[−(∂νA

µ)Uν + δµν(∂νAρ)U
ρ] =

q

c
[−(∂νAµ)Uν + (∂µAν)Uν ] =

q

c
FµνUν (40)

mit Fµν = ∂µAν − ∂νAµ. Dieser Tensor ist antisymmetrisch Fµν = −F νµ und daher sind die
diagonalen Elemente Fµµ = 0. Für die Raumindizes haben wir

F ij = ∂iAj − ∂jAi = −(∂iA
j − ∂jAi) = −εij kB

k (41)

wobei εij k = εijk das Levi-Civita Symbol ist (d.h. εijk = +1 für (ijk) = (123), (312), (231) und
εijk = −1 für (ijk) = (132), (321), (213) und εijk = 0 sonst).

Weiter haben wir F 0i = ∂0Ai − ∂iA0 = 1
c∂tA

i +∇iΦ = −Ei. Somit haben wir

m
dU i

dτ
=
q

c

(
F ijUj + F i0U0

)
=
q

c

(
−εij kUjB

k + EiU0

)
=
q

c

(
εijkU

jBk + EiU0
)

(42)

Notieren wir erst, dass U0 = ∂x0/∂τ = c∂t/∂τ = c/
√

1− β2, so können wir die Bewegungsgleichung
auf die Form

m
dU

dτ
=
q

c
(U ×B) +

qE√
1− β2

(43)

bringen. Danach sollten wir auch notieren, dass U i = ∂xi/∂τ = (1/
√

1− β2)∂xi/dt = vi/
√

1− β2

und dU/dτ = (dt/dτ)dU/dt = (1− β2)−1dv/dt. Also haben wir

m̃
dv

dt
=
q

c
v ×B + qE (44)

wobei m̃ = m/
√

1− β2 die relativistische Masse ist. Für β → 0 haben wir die nichtrelativistische
Bewegungsgleichung (Newton) mit der Lorentzkraft an der rechten Seite.
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