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29. Dephasierung durch wechselwirkung mit einem Bad.

Betrachten wir ein Spin-1/2-System das an einen harmonischen Osczillator (oder einer Mode eines
Strahlungsfeldes) durch o, gekoppelt ist:

H= %UZ + hwa'a + o.hg(a’ + a) (1)

a) Den Transformierten Hamilton-Operator bekommen wir in dem wir die Eigenschaften D (o,a)a’D(0.a) =
a' + o.a* und Df(c,a)aD(0.a) = a + o,a benutzen:

H = DT(O‘Uz)HD(aUZ)
= %O’Z + ﬁwDT(on'Z)aTD(o-Za)DT(Uza)aD(O,za)
+o.hg [DT(UZa)aD(oZa) + DT(Uza)aTD(gza)] o)

= 0 + hw(a’ + o.a%)(a+ 0.0) + 0. hg (a4 0.a)+ (af + o.a")]

Fiw
= Toaz + hwa'a + (a*hw + hg)o.a + (ahw + hg)o.a’ + hw|a|* + hg(a + a*).

Mit der Wahl oo = o* = —(g/w) bekommen wir

hwo g
/ T
H = 2az+hwaa hg( ) (3)

Der Zeitentwicklungsoperator ist in dieser Basis e~ #H't In der alten Basis haben wir dann:

U(t) = D(aza)e_%H/tDT(oza), a=-9. (4)
w
b) Die Dichtematrix fiir ¢ = 0 ist po = p° ® p®, wobei p* =3 __, p5 /|o) (0’| und p* = [0)(0]. Das
Tensorprodukt ist dann:

Po =D Pgrlo,0)(0",0]. (5)

oo’



Dann ist die Dichtematrix fiir ¢ > 0:

p(t) = U(t)poUT (1) chm/U (t)|o, 0) (0", 0|UT(2). (6)
Und die reduzierte Dichtematrix

P (t) = Tra [U®)poUT (1)) = D (nlU(1)poUT (2)|n). (7)

Nehmen wir die Elemente:

Poar (8) = (ol (B)]o”) = Y (o nlp(t)]o”, )
:Z Z pg,,am<0',n|U(t)|JH,0><JIH,0|UT(t)|O'/71’L>,

n oo’

(8)

und notieren dass es allgemein gilt dass fiir eine Funktion F(c.,a’,a) nur die diagonalen Ele-
mente (mit bezug auf das Spin) ungleich null sind:

(o,n|F(0.,a',a)lo’,n) = 850 (n|F(0,a',a)n). (9)
Wir haben dann (o, n|U(t)|0"”,0) = 6, (n|U,(t)|0) und (", 0|UT(t)|0",n) = 65 r<O|U (t)|n)

mit
Uy(t) = D (0a) e #1'Dt (0a),  H, = a—‘i;o + hwafa — g (2)), (10)
w

und fir die Elemente

P () = P50 D (n|U ()]0 (0T, (t)]n)

n

= p3, (0lUT( Zm (n|U,(t (11)

= Pl (0TS, (1)U (£)[0).
Da Ul (t)U,(t) = 1 haben wir fiir die diagonalen Elemente (o = o”)

Phs (t) = p5g (12)
und fir o =+, 0’ = —
UL (U, (t) = e ™' D(—a)e™ * Dt (—a) D(a)e~ ! *Di () (13)
Benutzen wir die Eigenschaften Df(—a) = D(a) und D(a)D(a) = D(2a) haben wir
UL (U, (t) = e ™' D(—a) e *D(2a)e~ '@ D(—q) (14)
D(2aci=t)

Benutzen wir dann die Eigenschaft D(a)D(5) = g3 (" —Ba” )D(a + ) haben wir:

UT()U+() e "' D(~a)D (20 ’“t) (=)
—zwgtD 2t sin wt
(—0)D(2ac™! = a)etiosinet. -
72wgtD(2a6 o 20[) 2ia sin wt672za sin wt
— 7zwgtD(2a(ezwt ))



Und somit haben wir

P () = o3 (O[T (U (1)]0) = p,_e~ 0 (0] D(2a(e™" — 1))[0)

. on2|piwt _
— pi,€ zwgte 2a“e 1] (16)
. 2
_ pi_672w0t674a (1—cos wt)

mit @« = —g/w. In der zweiten Gleichung haben wir die Eigenschaft (0|D(3)|0) = (0|8) = AL
benutzt. Definieren wir v(t) = (2¢g/w)?(1 — coswt) haben wir dann

P () = iy e tem (17)

Fiir t < 27 /w kénnen wir den Exponenten entwickeln wie v(t) ~ 2(gt)?, d.h. die Kohérenzen

nehmen ab wie pff‘i (t) ~ eiwote=2(gt)* p5 _. Das sieht fast wie Dekohédrenz aus, aber die Funk-
tion () ist periodisch und bei ¢ = 27 /w gehen die Kohérenzen wieder zu ihrem urspriinglichen
Wert zuriick (bis auf einen Phasenfaktor), ped (t) = e=™!p% _.

¢) Wiederholen wir die Berechnung fiir viele Moden
H = @U +Zhwkafak+a Zhgk(aJf +ag) (18)
92 z - k z - k

haben wir (die Berechnung verlduft analog)

Wk

2
2
e 7 5 e ) = exp l— Z (%) (1 —cos wkt)] (19)
k

0.5¢

o
e Iyt
elg

6x 8x
w w

Figure 1: Links: Eine Mode (6_7(’5)). Wir sehen eine periodische modulierung der Koharenzen.
Rechts: Zwei Moden. Die gestrichelten Linien stellen die Beitrége der individuellen Moden
(e="® und e=72()) dar, und die volle Linie stellt den Gesamtbeitrag (e~ ®e=72(*)) dar.
Hier sehen wir eine quasiperiodische Modulierung der Kohérenzen. Wenn die Anzahl der
Moden zur Unendlichkeit geht, geht die Periode auch zur Unendlichkeit. (In diesem
Beispiel ist wy = 0.8w; und die Periode ist T = 87 /wy = 107/ws).



Definieren wir jetzt die Funktion J(w):
J(w) =27 Z g6 (w — wy,) (20)
e

so kénnen wir den Exponenten umschreiben als

1 — coswyt) /°° dw (1 — coswt)
4 2(7 =4 — —_—. 21
Yot [ 1)

Durch die Substitution x = wt haben wir

4/O°°clcuj(w)(1—coswt) :4/000 d;z:J(f) (1 —cosx) :2t/()ooda:J(gt:) (l—cosz)'

27 w? ot \t x? /12 T x?
(22)
Nach langer Zeit haben wir:
2 * 1—cosz
—It

r=—-J( d =J(0 23
e, 290) [ der=3= = 0) (23)

—_—

/2

Der Grund fiir die irreversible Dephasierung wenn das System mit einem kontinuirlichen Bad
von Moden gekoppelt ist (im gegensatz zu wenigen diskreten Moden) ist, dass das System mit
unendlich vielen Freiheitsgraden verschriankt wird und die Phaseninformation iiber einen sehr
grossen Hilbert-Raum verteilt ist (und wir sind nur an einem teil dieses Hilbert-Raums - dem
Spin - interessiert).

30. Lorentz-Gruppe

a)

zY 1 0 0 0\ [2°
2t 2t = azt + ba? Y 0 a b O x!
A =Ry 22— 2?2 = da? + ca! 2|70 ¢ d 0] |2? (24)
¥ 0 0 0 1 3
—_— ——
Rs
Die Beschrinkung R gR3 = g wird
1 0 00 1 0 0 0 1 0 0 O 1 0 0 0
0 a ¢ 0 0 -1 0 O 0O a b 0 |0 -1 0 O
0 b d 0 0 0 -1 0 0O ¢ d O0f |0 0O -1 0
0 0 0 1 o 0 0 -1 0 0 0 1 0 O -1
(25)
1 0 0 0 1 0 0
0 —(a®>+c?) —(ab+ed) O] [0 =1 0 0
0 —(ab+cd) —(B*+d*) 0] [0 0 -1 0
0 0 0 1 o 0o 0 -1



Also haben wir die Beschrankungen
a2+ =1, ¥’+d*=1, ab+cd=0 (26)

Schreiben wir die dritte Gleichung als ¢ = —ab/d und setzen dies in der ersten Gleichung ein
haben wir a?(d? 4+ b?) = d?. Mit der ersten Gleichung bedeutet dies d = +a. Setzen wir dies
wieder in der dritten Gleichung ein haben wir a(b + ¢) = 0 also ¢ = Fb. Also haben wir:

10 0 O
_[(0 a b 0 2 12 _
Rg— 0 :Fb +a 0| a“+b"=1 (27)
0 0 0 1

Die Beschriinkung det R = 1 ergiebt +(a” + %) = 1 und fixiert damit das Vorzeichen (& — +).
Die Beschrinkung a? + b? = 1 kénnen wir als eine Gleichung fiir den Einheitszirkel 22 + 3% = 1
verstehen und somit kénnen wir die variablen mit a = cos# und b = sin § parametrisieren. Die
Transformation nimmt dann die Form:

1 0 0 0
0 cosf sinf O
s = 0 —sinf cosf O (28)
0 0 0 1
b)
v a b 0 0\ [
20— 2% = az® + ba! zV c d 00 xt
= . > =
A=Ly: zt = 2V =dzt + e’ azl—= % 0 010 x? (29)
i 0 0 0 1 x3
—_— ——
Ly
Die Beschréankung L1Tng = g wird
a ¢ 0 0 1 0 0 0 a b 0 0 1 0 0 0
b d 0 0 0 -1 0 0 c d 0 0] [0 -1 O 0
0 01 0 0O 0 -1 0 0 01 0] |0 0O -1 0
0 0 0 1 0 O 0 -1 0 0 0 1 0 0 0 -1
(30)
a?—c* ab—cd 0 0 1 0 0
ab—cd V¥ —d> 0 0 10 -1 0 0
0 0 1 0f [0 O -1 o0
0 0 0 1 0 0 0 -1
Also haben wir die Beschrankungen
a?—ct=1, ¥*—d*=-1, ab—cd=0 (31)

Benutzen wir dann die dritte Gleichung ¢ = ab/d und setzen sie in der ersten ein, bekommen
wir a?(d? — b?) = d? welches mit der zweiten Gleichung d = +a ergibt. Setzen wir dies wieder



in die dritte Gleichung ein haben wir a(b F ¢) = 0, also ¢ = £b. Also haben wir:

a b 00
. +b +a 0 O 2 2
=% o 1 ol @-v=1 (32)
0 0 01

Die Beschrinkung det L; = 1 gibt uns +(a? — b?) = 1 welches das Vorzeichen fixiert (£ — +).
Die Gleichung a? — b? = 1 konnen wir als die Gleichung fiir eine Hyperbola (22 — ¢y = 1)
verstehen und somit konnen wir die parametrisierung a = coshn und b = —sinhn benutzen.
Die Transformation nimmt dann die Form:

coshn  —sinhn
—sinhn  coshn

0 0
0 0

Ly = 0 0 10 (33)
0 0 0 1

Schreiben wir tanhn = 8 = v/c mit n > 0 so haben wir coshn = 1/4/1 — 32 und sinhn =
B/+/1— B2. Mit dieser parametrisierung haben wir

—v/c

! 00
Vi-(/e)?  \/1=(v/c)?
—v/c L 00
Li=|Vi—wo?: i-(jo? (34)
0 0 1 0
0 0 0 1
31. Klassisches Teilchen im EM-Feld.
Wir haben die klassische Hamilton-Funktion:
1 q q Ly
H=—(P—Lamyp, ~ 24+
2m( c ) (B c )+ 5 me (35)
Die Geschwindigkeit ist gegeben durch
dz* OH dox*  Oxz* OH 1 q
'U‘:i:H = = — 0 — :7PV_7AU H
v dr {H,2"}pp oP, 0zv 0P, OxV m( c )% (36)
wobei wir benutzt haben dass H = 5-g*? (P, — 24,)(P, — £4,) und somit
OH 1 (P, —1A)) (P, —1A,)
— —gPo |2 P TP P a Yy P —4A4 )9 9/
apP,  2m op, Lo = tA) + (B = oA =55
1
= —gP? [§¥(P, — LA, P,—2A))6"
om? [p( tA0)+(Bp—1 p)a] (37)
1 vo v
=9 (977 (Py — 2A,) 4+ ¢" (P, — 24,)]
1
= —(P¥-44"
Lpr 1)



Benutzt wurde auch dass dz#/dz” = 6 und dz*/OP, = 0.
Die Bewegungsgleichung fiir U* ist dann gegeben durch

dU* 1
e {H,U"}pp = —{H,P"—-1A"}pp
T m

1 [oH o(P* —1Ar) O(PF - LAF) OH
T m | 0P, ox? oP, ox?
_ 1 r (PVigAV)qu'u, 6;“/8H (38)
S om | m c Oz, oxv
1] ¢ OH
= = | =%, AMUY — smv 2
m | c(8 v 83:”]
Schreiben wir wieder H = 5-¢*?(P, — 4A,)(P, — 1A,) so haben wir
OH 1 (P, —1A,) (P, — 1A,)
— PO c _q _4q c
oxY om? { oxv (Po = 240) + (Fp = 24) oxV
1 q0A q0A,
=_— g7 | -2 2P, —2A,)— (P, — 2A )=
2m [ ¢ o | R p)cax”] (39)
1
= —5 210, AU” + U (0,47)
L
Also haben wir
vt _q v suv 41 qv s Av 4 v
m—— =~ [=(0,AMUY + 8"(9,4,)U"] = - [=(8"A")U, + (9" A")U,| = ZF™U,  (40)
T
mit F* = gAY — 9V A*. Dieser Tensor ist antisymmetrisch F#” = —F"# und daher sind die
diagonalen Elemente F#** = 0. Fiir die Raumindizes haben wir

FI=0'A1 — A = —(9;A7 — 9;A") = —£", B (41)
wobei €7, = g1, das Levi-Civita Symbol ist (d.h. e = +1 fiir (ijk) = (123),(312), (231) und
eijr = —1 fiir (ijk) = (132), (321), (213) und €;;z = 0 sonst).

Weiter haben wir F% = 94" — 9°A° = %@Ai +V,;® = —E*. Somit haben wir
dU? . ) . ) . )
m—— =L (Fiy; + F0g) = 2 (= U;B* + B0y ) = L (iuU'BE + B'U°) (1)
Notieren wir erst, dass U° = 02° /01 = cOt/01 = ¢//1 — 32, so kénnen wir die Bewegungsgleichung
auf die Form

dU E
—:%(UXB)—kqi (43)

dr /1— B2
bringen. Danach sollten wir auch notieren, dass U? = 9x' /01 = (1//1 — B2)0x!/dt = v*/+/1 — /32
und dU /dr = (dt/d7)dU /dt = (1 — %)~ Ldv/dt. Also haben wir

dv ¢
h— = = B +qFE 44
M = vxB+yg (44)
wobei 1 = m//1 — 82 die relativistische Masse ist. Fiir 8 — 0 haben wir die nichtrelativistische

Bewegungsgleichung (Newton) mit der Lorentzkraft an der rechten Seite.

m



