KARLSRUHER INSTITUT FUR TECHNOLOGIE INSTITUT FUR THEORETISCHE
FESTKORPERPHYSIK

Ubungen zu Physik der Quanteninformation WS 15

Dr. M. Marthaler Blatt 5
C. Karlewski Besprechung, 12.01.2016
1. Klassisches Modell fiir Dissipation 12 Punkte

Wir betrachten ein Teilchen mit Masse m, Ddmpfung v im Potential U(x) und die Gau$-
verteilte stochastische Grofe £(¢). Dies erfiillt die Langevin-Gleichung

m - &+ myi + U'(z) = &(1), (1)

wobei £(t) die Eigenschaften hat: (£(¢)) = 0, (£(£)&(t)) = 2m~ykTé(t — t'). Diese Gleichung
soll nun aus einem mikroskopischen Modell fiir ein Teilchen gekoppelt an ein geeignetes Bad
aus harmonischer Oszillatoren hergeleitet werden. Die Hamiltonfunktion, die dieses System

beschreibt, ist gegeben durch H = Hy + Hpaq; Hp = % +U(x),
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Dabei sind X; und P; Ort und Impuls des j-ten Oszillators, M; dessen Masse, §2; die Frequenz
und ¢; die Kopplungsstérke. Dies Verteilung der Kopplungsstirke ist gegeben durch die
spektrale Diche
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(a) (3.Pkt.) Die Bewegungsgleichungen fiir das Teilchen und die Oszillatoren sind

mx + U/(l‘) - ZCj (Xj — ]\;j]QQz> = 0; Mij + MJQ? (Xj — MjJQ2:C> =0 (4
; j j

Zeigen sie, dass die Losung fiir den getriebenen harmonischen Oszillator gegeben ist

durch
X;(t) = MC.J'Q‘ / e sinfQ; (¢ — )] (t) + X\ (1) (5)
Homog. Lsg.: X;O) (t) =X, (to) cos[;(t —to)] + ng(?o) sin[Q; (t — to)] (6)

(b) (3Pkt.) Einsetzen in die Bewegungsgleichungen fiir das Teilchen liefert

C>

mi + U'(z) + Z G2 {J;(t) -y /t dt’ sin(Q;(t — t'))x(t’)} = £(t) (7)
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6 =36 X,7 (1), (8)

Nutze partielle Integration, die initial Bedingung z(t9) = 0 und berechne {...}. Zeigen
sie
3 G- /Oo ezl /t dt’ cos(w(t — )i (t) )
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Die daraus resultierende Gleichung ist

mi +m / T AT — i) + U () = £(1) (10)

Pt ) = ;/OOO dw%f)cos(w(t — et — 1) (11)



(c) (3 Pkt.) Fiir den Rauschterm £(t) und eine zuféillige Anfangsbedingung gilt (X;;(to)) =

<Xj(t0)> = O, <X1(t0)Xj(t0)> 0.8 5ij7 <X1(t0)XJ(t0)> = ... = 0. Aus dem klassischen
Gleichverteilungssatz kann hergeleitet werden

SUHX2(t0)) = 5 (X2(t0) = KT, (12)
Berechnen sie (£(t)) und (£(¢)E(¢)).

(d) (3 Pkt.) Benutzen sie die spektrale Dichte J(w) = wm~y und berechnen sie I'(t — t'),
(E(t)E(Y)) sowie die Spektralfunktion des Rauschens S(w) = 2 [ dt(£(¢)€(0))e~ . Letz-
teres entspricht dem Fluktuations-Dissipations-Theorem.

2. Gauflverteilung fiir mehrere Variablen 5 Punkte
Die GauB-Verteilung p(e1,...,ep) fiir die stochastischen Variablen e1,...,ep sei definiert
durch

M
det(A) 1
p(El,...ﬁM) = (27T)M - exXp —§i§::1 EiAijEj (13)

wobei A eine symmetrische, positiv definite Matrix ist.

(a) (4 Pkt.) Betrachten sie die charakteristische Funktion ¢(A1,..., \y) = (€ i Ai€i
und zeigen sie, dass

M
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SN ) =exp | 2 > AAT (14)
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gilt.
Hinweis: Da A symmetrisch ist, ist auch A~! symmetrisch.
(b) (1 Pkt.) Berechnen sie mit Hilfe der charakteristischen Funktion die Kovarianz (g;e;)
und die Korrelation 4. Ordnung (e;€jemer)-
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Hinweise: <| |] £j> = Z'}V H( N}1 IN )
7 / /\1::)\M:0

4. Atom im Strahlungsfeld 3 Punkte

Wir betrachten ein einzelnes Spin 1/2 Teilchen (am Platz 7 = 0) gekoppelt an ein Strah-
lungsfeld mit vielen Moden mit den Wellenvektoren k.

Fuw
H=Hy+ H,, Hy= 7002 + Z hw,;a%a,;, H, = Z hg; (0+a,; + a_a]%) (15)
E k

wobei g reell ist.

(a) (1 Pkt.) Schreiben sie den Operator Hy im Wechselwirkungsbild beztiglich Hy.

(b) (2 Pkt.) Berechnen sie unter der Verwendung der Goldenen Regel der Quantenmechanik
die Ubergangsraten I'+-- sowie I'-—+ . Die Indizes n und n’ symbolisieren hier die

Verteilung der Photonenzahlen auf die Moden n := {nz}, n' = {n}. Zeigen sie zuerst,
dass diese Raten geschrieben werden kénnen in der Form,

Lo =213 | (= {ni}lggo—afl+ {ng}) [P6(wo — wp), (16)
E

n—n’

n—n'

Doy =2m ) | (+ {nf}ggoragl— {ng}) Po(wo — wp). (17)
E

Summieren sie die Raten {iber alle moglichen Endzustdnde des Strahlungsfeldes {n’E}

Vereinfachen sie das Ergebnis, indem sie den Ubergang von einem diskreten zu einem
3
kontinuielichen Strahlungsfeldes machen, Z}Z =V f %, und verwenden sie die Di-

spersionsrelation wy = cl|k|.



