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1 Einleitung

Der Simulation von quantenmechanischen Problemen auf klassischen Computern sind
auf Grund des exponentiell mit der Problemgréfte anwachsenden Zustandsraums Gren-
zen gesetzt. Schon die Speicherung des Spinzustandes von 40 Teilchen bendtigt etwa
4TB, eine Verdopplung der Teilchenzahl fiihrt zu einer unerreichbaren Speichergrofie
von 5 x 10" TB (vgl. [GAN14]). Schon 1982 erkannte Richard Feynman, dass die Ver-
wendung von quantenmechanischen Systemen, die einen mit der Zahl der Teilchen ex-
ponentiell anwachsenden Zustandsraum als Speicher zur Verfiigung stellen, eine Losung

fiir dieses Problem sein kann.

,Let the computer itself be built of quantum mechanical elements which obey

quantum mechanical laws.” (Feynman,1982)

Universelle Quantencomputer sind auch auf Grund der notwendigen Fehlerkorrektur sehr
komplexe Systeme, die eine sehr grofse Zahl gekoppelter Qubits mit langen Kohérenz-
zeiten bendtigen. Aktuelle Experimente zeigen, dass mit supraleitenden Schaltkreisen
bei Logikgattern und Ausleseprozessen eine Genauigkeit erreicht werden kann, die die
Grundvoraussetzung zur Realisierung eines universellen Quantencomputers bildet (vgl.
[BKM™14]). Jedoch ist zur Skalierung hin zu Systemen bestehend aus vielen tausend
Qubits noch intensive Forschungsarbeit notig. Somit liegt die Simulation quantenme-

chanischer Probleme auf universellen Quantencomputern noch in ferner Zukunft.

In Kapitel 2 werden die Konzepte der Quantenemulation und des Adiabatischen Quan-
tencomputers vorgestellt. Sie versprechen eine auf quantenmechanischen Prinzipien ba-
sierende Losung spezieller Probleme. Die Umsetzung dieser Konzepte erscheint einfacher
als die Entwicklung eines universellen Quantencomputers. Fiir beide Konzepte liegt je-

doch keine Untersuchung iiber den Einfluss einer Wechselwirkung mit der Umgebung




1 FEinleitung

vor. [DAAS13] beschiftigt sich mit Dekohdrenz im Adiabatischen Quantencomputer.
Die Argumentation in dieser Veroffentlichung wird in Kapitel 2 kritisch hinterfragt. In
Kapitel 3 wird eine Idee aus [DAAS13| aufgegriffen, um im Allgemeinen die Auswirkung
einer Umgebung auf ein System im thermischen Gleichgewicht zu untersuchen und dar-
aus Erkenntnisse {iber Dekohérenz in Quantenemulatoren zu erhalten. Eine diagramma-
tische Theorie fiihrt zu einer Bestimmungsgleichung fiir die reduzierte Dichtematrix des
Systems. Die Losung dieser Gleichung wird in Kapitel 4 mit Hilfe der Markovnéherung
gesucht. In Kapitel 5 wird beschrieben, wie durch Laplacetransformation die Auswirkung
der Wechselwirkung mit der Umgebung quantifiziert werden kann. Kapitel 6 behandelt

die Bedeutung dieser Erkenntnisse fiir die Quantenemulation.




2 Grundlagen

2.1 Quantenemulation

Es gibt im Vergleich zu einem universellen Quantencomputer eine einfachere Moglichkeit
Simulationen quantenmechanischer Probleme durchzufiihren. Dazu wird der Hamilton-
Operator des zu untersuchenden Modells auf eine andere Beschreibung iibertragen, die
mit Hilfe von Elementen wie Zweizustandssystemen und Resonatoren nachgebildet wer-
den kann. Diese konnen in supraleitenden Schaltkreisen realisiert werden. Dieses Ver-
fahren wird als Quantenemulation oder nicht universelle analoge Quantensimulation
bezeichnet. [HCT*12| definiert einen Quantensimulator iiber vier grundlegende Kriteri-

en.

Relevanz Das Problem, dass mit Hilfe des Quantensimulators untersucht werden soll,
sollte nicht von rein akademischem Interesse sein, sondern es sollte sich um ein
physikalisch relevantes Problem handeln. Dies ist gegeben, wenn das System expe-
rimentell nicht zuganglich ist oder das Problem theoretisch mit anderen Methoden

nicht losbar ist.

Kontrollierbarkeit Eine sinnvolle Simulation kann nur durchgefithrt werden, wenn
die Parameter des Simulators, die Initialisierung und die Auslese gut kontrolliert
sind. Diese Bedingung ist umso leichter zu erfiillen, je einfacher der supraleitende

Schaltkreis aufgebaut ist.

Zuverlassigkeit Es muss gesichert sein, dass das beobachtete System tatséachlich dem

gewiinschten Modell entspricht.




2 Grundlagen

Effizienz Die Losung des Problems auf dem Quantensimulator muss effizienter moglich
sein, als auf klassischen Computern. Dazu muss im Allgemeinen die Berechnungs-
zeit oder die Speicherressourcen mit der Problemgrofe auf dem Quantensimulator

glinstiger skalieren.

Zur Emulation des Spin-Boson Modells ist nur ein Qubit nétig. In [Haulb| wird gezeigt,
dass das bosonische Bad mit Hilfe von Resonatoren nachgebildet werden kann. Der su-
praleitende Schaltkreis ist folglich sehr einfach und gut kontrollierbar. Trotzdem kann
damit ein relevantes Problem geldst werden. Denn im Regime starker Kopplung mit ei-
nem subohmschen Bad kann das Spin-Boson Modell nicht auf klassischen Computern
gelost werden. Ein Experiment [BSK'12|, dass die Simulation eines Isingmodells mit
variabler Wechselwirkung und hunderten Spins zeigt, verdeutlicht, dass Quantenemula-
toren, die nach obiger Definition relevante Probleme effizient 16sen, bald realisiert werden
konnen. Drei der vier genannten Kriterien kdnnen somit voraussichtlich erfiillt werden.
Zur Zuverlassigkeit eines Quantenemulators fehlt jedoch eine fundierte Untersuchung. Es
existieren nur Vorschldge zur Validierung der Ergebnisse, durch Experimente an ander-
weitig 16sbaren Problemen (vgl. [HCT*12]). Das Ziel dieser Arbeit ist die Untersuchung
der Dekohérenz in Quantenemulatoren, ausgeldst durch die Kopplung des Emulators an

seine Umgebung.

2.2 Adiabatischer Quantencomputer

Das in [FGGS00| vorgeschlagene Prinzip des Adiabatischen Quantencomputers ist eine
spezielle Form des Quantenemulators, das die Bestimmung des Grundzustandes zum

Ziel hat. Es erlaubt daher die Losung von Optimierungsproblemen.

Der Adiabatische Quantencomputer wird mit einem einfachen Hamilton-Operator initia-
lisiert, der leicht in seinen Grundzustand relaxiert. Durch Adiabatische Evolution wird
der Hamilton-Operator modifiziert, bis der Hamilton-Operator des Problems erreicht

wird. Dazu muss dieser genau wie im Fall des Quantenemulators auf eine Beschreibung
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iibertragen werden, die eine Darstellung mit Hilfe von supraleitenden Schaltkreisen oder
Ahnlichem erlaubt.

Das adiabatische Theorem besagt, dass sich das System nach dem adiabatischen Uber-
gang im Grundzustand des Hamilton-Operator des Problems befindet. Dieser kann aus-
gelesen werden. Aufgrund der Energieliicke zwischen Grundzustand und erstem ange-
regten Zustand soll der Adiabatische Quantencomputer gegeniiber Dekohérenz robust

sein. Dies soll in [DAAS13| gezeigt werden.

2.3 Veroffentlichung zur Dekoharenz im adiabatischen

Quantencomputer

[DAAS13]| stellt den Ausgangspunkt dieser Arbeit dar. Daher wird in diesem Kapitel der
Inhalt dieser Veroffentlichung kurz wiedergegeben und kritisch hinterfragt.

2.3.1 Zusammenfassung

In ,,Decoherence induced deformation of the ground state in adiabatic quantum compu-
tation” ([DAAS13]) beschéftigen sich Deng et al. mit der Dekohérenz in Adiabatischen
Quantencomputern. Vielfach werde behauptet, dass Adiabatische Quantencomputer ro-
bust seien gegeniiber Storungen durch die Umgebung. Es soll eine Grofe dhnlich der
Kohérenzzeit in gatterbasierten Quantencomputern definiert werden, die die Dekohé-
renz in Adiabatischen Quantencomputern abhéngig von der Kohérenzzeit der Qubits,

also abhéangig von der Stérke der Kopplung an die Umgebung, beschreibt.

Der Hamilton-Operator des Adiabatischen Quantencomputers sei gegeben durch

Hs = A(s)Hp + B(s)Hp , (2.1)
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wobel s = t/t;. t; bezeichnet die Dauer der adiabatischen Entwicklung. Zu Beginn gilt
A(0) = 1 und B(0) = 0. Hp sei der Hamilton-Operator, dessen Grundzustand die Lo-
sung des zu untersuchenden Problems ist. In der adiabatischen Entwicklung werden die
Vorfaktoren langsam variiert, sodass A(1) = 0 und B(1) = 1 gilt. Wenn die Entwicklung
ausreichend langsam verlief, befindet sich das System mit hoher Wahrscheinlichkeit im

Grundzustand von Hp.

Das Gesamtsystem werde durch den Hamilton-Operator H beschrieben.
H = Hy+ Hy + H; (2.2)

Hp bezeichne den Hamilton-Operator der Umgebung. H; beschreibe die Kopplung zum
System. Im Falle einer schwachen Kopplung an die Umgebung seien zwei Effekte zu
erwarten. Zum einen triate eine Verschiebung der Eigenenergien des Systems auf. Die
dadurch resultierende Dephasierung beeinflusse den Adiabatischen Quantencomputer
nicht, da nur die Wahrscheinlichkeit im Grundzustand zu sein von Interesse sei. Die
Phasenbeziehung der Eigenzustinde sei daher nicht von Bedeutung. Zum anderen tra-
ten thermische Ubergéinge auf, die das System ins thermische Gleichgewicht iiberfiihren.
Die dadurch resultierende Absenkung der Wahrscheinlichkeit, dass sich das System im
Grundzustand befindet, konne durch wiederholtes Ausfithren der Berechnung ausgegli-
chen werden. Diese Punkte wiirden erklaren, warum der Adiabatische Quantencomputer

als robust gegeniiber Dekohérenz gelte.

In [DAAS13] wird der Fall behandelt, dass die Kopplung an die Umgebung etwas starker
ist, als im obigen Fall, jedoch noch eine Stérungstheorie moglich ist. Dies fithre dazu,
dass sich nicht nur die Besetzungswahrscheinlichkeiten der Zustinde verédndern, sondern
die Eigenzustinde selbst. Diese Deformation werde durch virtuelle Ubergéinge erzeugt.

Um diesen Effekt zu quantifizieren definieren sie die ,normalized ground state fidelity”.

- /P
F =Py T\ [Vpopsvoo =\ 5 (2.3)
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2.3 Verdffentlichung zur Dekohdrenz im adiabatischen Quantencomputer

wobei Py (Py) die Wahrscheinlichkeit bezeichne, dass sich das ungekoppelte (gekoppel-
te) System im Grundzustand von Hg befindet. pg bezeichne die reduzierte Dichtematrix
des gekoppelten Systems. pg sei die ideale Dichtematrix, die den Zustand beschreibe, in
dem das System sich sicher im Grundzustand befinde. Durch die Normierung mit P, &
werde der Effekt der thermischen Ubergéinge herausgerechnet, sodass F' ein Ma# fiir die
durch die Deformation der Eigenzustinde ausgeloste Veringerung der Grundzustands-

wahrscheinlichkeit sei.

Zur Berechnung von F' zunéchst die Berechnung von Py notig. Es gelte
Py=——=—1In(2) wobei 7 =Tr (e’ﬁﬁ) (2.4)

Dabei bezeichne E,, die Energie des Eigenzustandes |n) von Hg. Mit Hilfe der Bezie-
hung

B
e PH = e PUHsHHB) T oxp [ — /dT Hy(T) (2.5)

0

und einer Entwicklung nach H; in zweiter Ordnung wird P, berechnet. Es ergebe sich

eine Gleichung der folgenden Form

Py=Py+06P— Y (TonPy—TwoPy) (2.6)
n#0

0Py sei durch eine Renormierung der Energien zu begriinden. Der letzte Term entste-
he durch die virtuellen Ubergénge, welche zur Deformation der Eigenzustinde fiithren

wiirden. Mit Hilfe des Ergebnisses fiir Py konne F berechnet werden.

Zunéchst wird eine Auswertung des Ausdrucks fiir F' im Spezialfall eines einzelnen Qubits
durchgefiihrt. Ein Vergleich mit den Ausdriicken fiir die Relaxations- und Dephasierungs-
zeit eines Qubits zeige, dass der Prozess der Deformation insbesonder mit Relaxation

und nicht mit Dephasierung in Verbindung stehe. Aufierdem fithren sie numerische Be-

11



2 Grundlagen

rechnungen von F' fiir Multiqubitsysteme durch, die durch den D-Wave One Prozessor
inspiriert seien. Um am Ende der adiabatischen Entwicklung mit hoher Wahrscheinlich-
keit den Grundzustand zu messen, miisse iiber den gesamten Prozess hinweg F' nahe 1
sein. Dies sei jedoch sogar mit Qubits mdglich, deren Kohérenzzeiten fiir die Anwendung

in einem gatterbasierten Quantencomputer nicht ausreichend seien.

2.3.2 Limitierungen

In diesem Abschnitt werden die Ausfithrung der Verdffentlichung kritisch hinterfragt. In
der vorliegenden Arbeit wurden diese Kritikpunkte aufgegriffen, um die Zuverlassigkeit

des Quantenemulators korrekt zu untersuchen.

Definition der Fidelity

Die Groke F' = Po/p, ist im Allgemeinen kein Ma# fiir die Deformation der Eigenzustén-
de des Systems. Wenn Deformation vorliegt so ist pg in der Eigenbasis von Hg nicht
diagonal. Die Diagonalelemente sind auf 1 normiert. Es gilt P, = (0|p¢|0). Die Neben-
diagonalelemente von pg, die die Deformation beschreiben, tragen also zu F' nicht bei.

Die Aussage

,The deviation from the Boltzmann form provides a good qualitative mea-
sure of how strongly the eigenstates |...| are deformed in comparison to the
unperturbed states.” [DAAS13]

ist korrekt. Jedoch wird dies nicht konsequent umgesetzt. Nach [Uhl76] ist

F(p1,p2) = Tr\/\/pip2/p1 (2.7)

12



2.3 Verdffentlichung zur Dekohdrenz im adiabatischen Quantencomputer

ein Mafs fiir den Unterschied der Zustdnde die durch die Dichtematrizen p; und po

beschrieben werden. Konsequenterweise miisste als Mafs fiir die Deformation

F =Try/\/psps/ps (2.8)

verwendet werden. Denn dies quantifiziert den Unterschied zwischen der reduzierten
Dichtematrix des Systems in Anwesenheit der Wechselwirkung und der Gleichgewichts-
dichtematrix die das System ohne Wechselwirkung mit der Umgebung beschreibt. Diese
Gleichgewichtsmatrix stellt die im Zitat angesprochene ,Boltzmann form” dar. Diese
wird in [DAAS13] durch 190l/p, ersetzt. Dadurch ist F' wesentlich leichter zu berechnen.
Die in [DAAS13| verwendete Form der Fidelity beriicksichtigt nur diagonale Beitrige
der reduzierten Dichtematrix. Das Auftreten von Nebendiagonalelementen in der redu-
zierten Dichtematirix in der Basis der Eigenzustinde von Hg ist jedoch Ausdruck der
Deformation, die in [DAAS13| untersucht werden sollte.

Abbruch der Entwicklung

Die oben diskutierten Punkte zeigen, dass die Schlussfolgerungen aus den Berechnun-
gen falsch sind. Aber auch in der Berechnung selbst gibt es einen zweifelhaften Punkt.
Eine zeitgeordnete Exponentialfunktion mit Integral, wie sie in Gleichung (2.5) auftritt,
unter einer Spur liegt typischerweise diagrammatischen Techniken zu Grunde. In diesen
werden die Exponentialfunktionen entwickelt. Ein einfacher Abbruch der Reihe ist nicht
moglich. Es miissen bestimmte Diagramme aufsummiert werden. Dazu werden Selbst-
energien definiert und die Dyson-Gleichung verwendet. Es erscheint daher zweifelhaft,
dass hier ein Abbruch der Exponentialreihe nach der zweiten Ordnung in H; eine kor-

rekte Naherung darstellt.

13



3 Dichtematrix eines
wechselwirkenden Systems im

thermischen Gleichgewicht

Das Ziel dieser Arbeit ist die Analyse der Auswirkung einer Kopplung eines Systems an
seine Umgebung auf die FEigenzustédnde und Eigenenergien des Systems. Der Hamilton-
Operator des dazu betrachteten Gesamtsystems besteht aus drei Teilen: dem Hamilton-
Operator Hg, der das (Qubit-)System beschreibt, einem Bad Hp und einer Kopplung

zwischen diesen beiden Teilen H;.

H = Hs + Hp + Hy (3.1)

Das Gesamtsystem (vgl. Abbildung 3.1) befindet sich im thermischen Gleichgewicht.

Abbildung 3.1: System gekoppelt an eine Umgebung im thermischen Gleichgewicht

Das System kann beispielsweise durch einen Quantenemulator gegeben sein. Dieser Auf-
bau kann aber auch auf einen adiabatischen Quantencomputer angewendet werden, wo-

bei Hs dann den im aktuellen Zeitschritt vorliegenden Hamilton-Operator beschreibt.

14



Die reduzierte Dichtematrix des Systems beschreibt den Zustand, den das System im
thermischen Gleichgewicht annimmt. Die Basis in der die reduzierte Dichtematrix diago-
nal ist, ist die Eigenbasis des Systems in Anwesenheit der Kopplung an die Umgebung.
Da sich das Gesamtsystem im thermischen Gleichgewicht befindet, ist dessen Dichte-
matrix durch die thermische Dichtematrix gegeben, wobei Z die Zustandssumme des

Gesamtsystems mit Hamilton-Operator H darstellt.

-1 4
p=zc AH (3.2)

Die reduzierte Dichtematrix des Systems ergibt sich durch Ausspuren des Bades. Da
die Wechselwirkung nicht verschwindend gering ist, ist die reduzierte Dichtematrix nicht

durch die thermische Dichtematrix gegeben.

. . I _
ps =Trp (p) # 73 ¢ s = ps (3.3)

Um den Einfluss der Umgebung beschreiben zu kénnen, muss diese reduzierte Dichtema-
trix berechnet werden und mit der thermischen Dichtematrix pg verglichen werden (vgl.
Abschnitt 2.3.2). In Abschnitt 2.3.1 wurde erldutert, dass [DAAS13| eine Entwicklung

der Zustandssumme des Gesamtsystems verwendet.
7 =T (e—ﬁff) (3.4)

In Abschnitt 3.2 wird diese Methode auf die Berechnung der reduzierten Dichtematrix

iibertragen.
~ 1 —BH
ps = ETrB <e ) (3.5)

Wie in Abschnitt 2.3.2 ausgefithrt, werden in [DAAS13] nur die Diagonalelemente be-
riicksichtig. Zu einer Untersuchung der Auswirkung einer Kopplung an die Umgebung

ist es jedoch erforderlich die gesamte Dichtematrix zu beriicksichtigen.

15



3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

3.1 Dekoharenz

Macroscopic quantum systems are never isolated from their environments.

[...] they should not be expected to follow Schrédinger’s equation. ([Zur91])

Die Instrumente zur Kontrolle und zur Messung eines Qubitsystems stellen Rausch-
quellen dar (sieche [MSS01|) und fiihren zu Dephasierung und Relaxation, da sie eine
Kopplung an die Umgebung bedingen. Die reduzierte Dichtematrix, die hier betrachtet
wird, beschreibt die Situation nach Ablauf dieser Prozesse, wenn das Gesamtsystem das

thermische Gleichgewicht erreicht hat.

In zwei Grenzfillen sind Aussagen iiber die reduzierte Dichtematrix moglich. Wenn die
Wechselwirkung infinitesimal klein ist, dann hat die Dichtematrix die gleiche Form wie
im thermischen Gleichgewicht und ist somit diagonal in der Basis von Hg. Im Fall ei-
ner unendlich starken Kopplung wird die Dichtematrix diagonal in der Eigenbasis des
Kopplungsoperators H; (siche [Zur91] S.40). Falls also die Basiszustdnde von Hg und
H; nicht identisch sind, ist nicht klar, in welcher Basis die reduzierte Dichtematrix fiir
beliebige Kopplungsstarken diagonal ist. In der Basis der Eigenzustande von Hg treten
nicht verschwindende Nebendiagonalelemente in der reduzierten Dichtematrix auf. Die
Veranderung der Eigenzustiande im Vergleich zu den Eigenzustédnden des ungekoppelten

Systems wird als Deformation bezeichnet (sieche Abbildung 3.2).

7 Kopplungsstérke
0 > 00

| |
[ps, Hs) =0 [ps, Hi] =0

Deformation

Abbildung 3.2: Durch die Kopplung an eine Umgebung wird die reduzierte Dichtema-
trix in einer neuen Basis diagonal.

16



3.2 Diagrammatische Entwicklung

3.2 Diagrammatische Entwicklung

Die reduzierte Dichtematrix des Systems ist definiert durch
~ 1 —BH
ps = Trp Ee : (3.6)

Analog zu [DAAS13] wird eine Entwicklung der Exponentialfunktion in kleiner Kopplung
durchgefiihrt.

Im Wechselwirkungsbild (mit imaginérer Zeit)
Hy(7) = e"Wstip) g g=7(Hs+1) (3.7)

kann von der Exponentialfunktion, die den vollen Hamilton-Operator H enthilt, eine
Expontentialfunktion von 5(Hg + Hp) abgespalten werden. Diese kann auf die thermi-
schen Dichtematrizen pg und pp zurilickgefithrt werden. Der verbleibende Term kann
nach H; entwickelt werden. Es gilt (vgl. [DAAS13]):

B
e PH — ¢=BHsTHp) T oy —/dT H (1) (3.8)
N 0 g
s
Beweis: verwende U, = e #(Hs+Hp)
0

= —(Hs + Hp) UyS — Uy Uy ' H; UpS (3.10)
= —(H3+HB+H])UOS (3.11)
= UyS = ¢ PHsHHs+H) (3.12)

17



3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

Unter der Verwendung von Gleichung (3.8) kann die reduzierte Dichtematrix in Abhén-

gigkeit von pg und pp ausgedriickt werden.

1 ~
ps = Trp <Te—5H) (3.13)
A
= Trp <%6’B(HS+HB) -S) (3.14)
ZsZ
= ps SZ Z Tig (pBS) (3.15)

Zuriick bleibt ein Bruch aus Zustandssummen, der als Vakuumdiagramme zu identifi-

zieren ist,

(8), = Tr (pS) = (3.16)

ZsZp

da der Erwartungswert des Operators S mit der Dichtematrix des Gesamtsystems ohne
Kopplung p = pspp gebildet wird. Folgende Gleichung definiert somit die reduzierten

Dichtematrix:
Ps = 7o Ps (S)p - (3.17)

Mit Hilfe einer Entwicklung von & kann eine Naherung fiir die reduzierte Dichtematrix

gefunden werden.

B B T
S~ 1—/H1(7’)d7’+/d7’1/d7'2 H](Tl)H](Tg)—f-O(H]?’) (318)
0 0 0
———
Trp=0

Dabei wird verwendet, dass die ungeraden Potenzen von H; in der Bildung des Erwar-
tungswertes (...), verschwinden. Falls gilt (H;), # 0 kann dies als Konstante zu Hg

definiert werden. Die Zeitordnung ist implizit durch die Integrationsgrenzen gegeben.
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3.2 Diagrammatische Entwicklung

3.2.1 Diagrammatik

Um eine Néherung fiir die reduzierte Dichtematrix zu erhalten, muss (S); entwickelt
werden. Mit Hilfe einer Diagrammatik kann kontrolliert werden, welche Terme der Ent-

wicklung vernachlassigbar sind.

Die Diagrammatik wird fiir Wechselwirkungen der folgenden Form eingefiihrt,

H =Y 0-t(b+b)=> 0-g (3.19)
J J

wobei O ein Operator des Systems ist. b}, b; bezeichnen Erzeuger und Vernichter bosoni-
scher Moden. Im Wechselwirkungsbild mit imaginarer Zeit lautet der Wechselwirkungs-

operator:

Hy(r) = Z e Ms@e s (1) . (3.20)

Die diagrammatischen Regeln werden an Hand der ersten Terme der Entwicklung fiir
ein Matrixelement der reduzierten Dichtematrix hergeleitet. |s) bezeichnet einen Eigen-

zustand von Hg mit Energie Fj.

(Ps)ss = (|s) <3,|> (3.21)
B T1
1

d d —(B—m1)Ey
Zs(S), ZS<5>00/ TI/ TQZe

0 57]

—_

(s'|s) e~ (B-0Ey 4

~
~

- (s|0]5) e~ TR (50]s) =0 (g(m1) gs(m2))  + O(H])
Dabei wurde verwendet,

(g(m)ar(m2)) =0 fir j#k (3.22)
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3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

Abbildung 3.3: Diagrammatische Entwicklung der nicht normierten reduzierten Dich-
tematrix ﬁg“)

dass verschiedene Badmoden nicht korreliert sind. Auferdem wurde durch die Integral-
grenzen die Zeitordnung der Operatoren fixiert, sodass der Zeitordnungsoperator weg-

gelassen werden kann. Im Folgenden werden diagrammatische Regeln definiert, um die

Terme der Entwicklung der nicht normierten reduzierten Dichtematrix ,é(su) zu erhal-

ten,
P = 75 (S), ps (3.23)

die in Abbildung 3.3 dargestellt sind.

Diagrammatische Regeln
e Eine gerade Linie stellt eine freie Propagation e~ (Ttest=Trignt)fls dar.
e Eine gestrichelte Linie stellt einen Badkorrelator - (¢;(Ties) ¢; (Trignt)) 5 dar.

e An jedem Start- oder Endpunkt einer gestrichelten Linie wird ein Operator ©
eingefiigt. Die Reihenfolge der freien Propagationen und Operatoren © im Sinne

der Matrixmultiplikation ist durch das Diagramm gegeben.

e An jedem vollstindigen Vertex wird iiber die dem Vertex zugeordnete Zeit 7,

integriert fOT”’l dr,, wobei 7,_; links davon liegende Zeit bezeichnet.

e Alle Diagrammme beginnen bei 7 = 0 rechts aufen und enden links auften an S.
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3.2 Diagrammatische Entwicklung

Um aus diesen Regeln Gleichung (3.21) fiir ein Matrixelement aus der diagrammatischen
Reihe zu erhalten, muss nach Anwendung der Regeln das Matrixelement s’s gebildet

werden und es miissen Vollstdndigkeitsrelationen eingefiigt werden.

Durch die Festlegung der Integrationsgrenzen ist die Zeitordnung der Operatoren be-
riicksichtigt worden. Wenn Diagramme dargestellt werden, die nicht bei Zeitpunkt 0
beginnen, beispielsweise im Folgenden fiir die Selbstenergie, miissen die Integrations-

grenzen angepasst werden, sodass die Zeitordnung der Operatoren gewéhrleistet ist.

Abbildung 3.5: Dyson-Gleichung

Wie {iiblich wird eine Selbstenergie definiert (sieche Abbildung 3.4), die die nicht se-
parablen Diagramme beinhaltet. Somit ergibt sich die Dyson-Gleichung (siehe Abbil-
dung 3.5).

Wobei die Selbstenergie durch die folgende Gleichung gegeben ist.

S(Tiept — Tright) = 3 0 |5) e~ T 77005 (516 (g (Tiep) g (Trignt)) g + - - (3.24)
$.J

Die Reihe der Selbstenergie darf abgebrochen werden. Dies wird in Abschnitt 3.4 gezeigt.
Zur Beschreibung des Systems bei kleiner Kopplungsstérke ist es daher ausreichend den

ersten Term der Selbsenergie zu verwenden (siche Abbildung 3.6).
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3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

Abbildung 3.6: Erste Ordnung der Selbstenergie

Die diagrammatischen Regeln erméglichen den Weg von der diagrammatischen Dyson-

Gleichung zuriick in die mathematische Darstellung.

B 71
s (B) = ePHs +/ dTl/ dry e= Py (7y — 1) 55 (72) (3.25)
0 0

Dies ist die Bestimmungsgleichung fiir die unnormierte reduzierte Dichtematrix. Sie muss
im Folgenden geldst werden. Nach Losung der Gleichung ist eine Normierung der Dich-

tematrix leicht moglich. Es muss gelten
Tl"g ﬁs =1 (326)

Eine Moglichkeit zur Vereinfachung der Gleichung (3.25) ist das Differenzieren nach .
Es ergibt sich

8 U ~\Uu B ~\ U
5578 = —Hai?'(9) + / A7y S(8 — 7)) () (3.27)

3.3 Spektrale Dichte

Die Spektrale Dichte beschreibt die Stiarke des Rauschens bei verschiedenen Frequenzen.

Ihr Zusammenhang zu den Badkorrelatoren ist gegeben durch

S g, = [ 5@ = S (g =m0y . (329

J J

Diese Beziehung wird in Abschnitt 3.3 hergeleitet.
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3.8 Spektrale Dichte

Mit der Spektralen Dichte ist die erste Ordnung der Selbstenergie gegeben durch

d
S0 (n —7,) = / T D 0[5) e TR0 S(w)e (3.29)
T =

3.3.1 Herleitung der Spektrale Dichte

Der Wechselwirkungsoperator des bosonischen Bades ist gegeben durch:
g = t;(b] + b)) (3.30)

Er beschreibt die Auslenkung der bosonischen Mode j des Bades. Bei einem harmoni-
schen Oszillator mit Potential V (z) = 1/2mw?z? ist die Observable z, die die Auslenkung
beschreibt, durch die Summe der bosonischen Erzeuger- und Vernichteroperatoren ge-

geben.

h
2mw

T = (a' + a) (3.31)
Der Vorfaktor ¢; hangt also von der Frequenz der Mode w; und der Masse m; des dadurch
beschriebenen Oszillators ab. Eine hohe Auslenkung einer Mode fiihrt zu einer stérke-
ren Wechselwirkung dieser Mode mit dem System. Neben der Besetzung der einzelnen
Moden beeinflusst also die Verteilung der ¢; die Wirkung des Bades auf das System mafs-
geblich. In diesem Abschnitt soll der Zusammenhang der mikroskopischen Gréfse ¢; zur
Spektralen Dichte hergestellt werden, die die Stérke des Rauschens bei verschiedenen

Frequenzen beschreibt und dabei der Beweis fiir Gleichung (3.28) erbracht werden.

23



3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

Fiir den Badkorrelator gilt:

Z (9(7)g;(0)) (3.32)
= Z t]-Q G b}e_THB bj>B + (e™HE b; e THB b;-r)B (3.33)

Da Hp =3 _; wjb;bj ist gilt

e7Hs b}e’THB = b}e”’j , eTHBheTTHE = piem T (3.34)

Somit kann der Korrelator durch n(w;) = b}L b; die Besetzungszahl der Mode j ausge-

driickt werden.
PRCACTAOE (3.35)
=3 (<b}bj>B e + (bib) e*w) (3.36)

=30 () 4 (1 ni)e ) (337)

Zum Ubergang zu kontinuierlichen Frequenzen w wird die Grofe J(w) analog zu einer
Zustandsdichte definiert. Sie beschreibt jedoch die Stirke des Rauschens.

J(w) =) 0w — wj)2r (3.38)

Es gilt J(w) = 0 fiir w < 0 da die bosonischen Moden nur positive Frequenzen haben.

Unter Verwendung einer Beziehung, die fiir die Bose-Einstein-Statistik gilt

n(w) = eﬁwl_ e 1+ n(w) = —n(—w) (3.39)
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3.8 Spektrale Dichte

wird der Korrelator ausgedriickt durch

Z (g (7)q;(0)) g

dw TW —TWw
:/g(](w) (n(w)e™ — n(—w)e ™) .

0

Durch antisymmetrische Erweiterung von J(w) auf negative Frequenzen

wird die Spektrale Dichte S(w) definiert:

Z(Qj(T)Qj(0)>B
:/‘;—:J(—w)m—w)eW+/021—:J(w)<—n(—w>>em
:/%J(w)(—n(—w)lem

oo =5(w)

(3.40)

(3.41)

(3.42)

(3.43)

(3.44)

(3.45)

Somit ist der Zusammenhang zwischen den Korrelatoren der Badoperatoren und der

Spektralen Dichte bewiesen.

3.3.2 Lorentzformige Spektrale Dichte

Héaufig treten Spektralen Dichten der Form

! — - w - Cut(w)

S =Tm

(3.46)
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3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

auf. Die Funktion Cut(w) beschriankt den Frequenzbereich in dem das Rauschen wirkt.

In einem wichtigen Fall ist die Funktion Cut(w) durch eine Lorentz-Funktion gegeben.

1 w
14+ (“fwe)? 1 —e B

S(w) = (3.47)
Die Frequenz w, ist ein Maf fiir den Frequenzbereich in dem das Rauschen signifikant

stark ist.

Zweilevelsysteme in der Oxidschicht eines Josephson Kontaktes sind wichtige Quellen
fiir die Dekohérenz eines supraleitenden Qubits (siche [KCO05]). Die Spektraledichte des

Rauschens welches durch die Zweilevelfluktuatoren erzeugt wird ist Lorentz-formig.

3.4 Abbruch der Selbstenergie

In diesem Abschnitt soll dargestellt werden, dass der Abbruch der Reihe fiir die Selbst-

energie eine giiltige Naherung fiir die reduzierte Dichtematrix darstellt.

3.4.1 Selbstenergie in zweiter Ordnung

Um ein Gefiihl fiir die Diagramme zu erhalten, die vernachléssigt werden, sind hier die

zwei Diagramme der zweiten Ordnung der Selbstenergie angegeben.

Es muss beachtet werden, dass durch das Entfernen der dufieren Enden eines Diagramms
die inneren Integrale nicht mehr bei 0 beginnen diirfen, um die Zeitordnung sicher zu
stellen. Da der Wert am rechten Vertex 7, nicht in einem Bereich von 0 bis zum néchsten
Vertex variiert, muss im Ausdruck fiir die Selbstenergie dafiir Sorge getragen werden,
dass die inneren Vertizes keine Zeiten kleiner als 7, annehmen. Dies bedeutet, dass die

inneren Integrale bei 7. beginnen miissen.
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3.4 Abbruch der Selbstenergie

Wenn rechts an die Selbstenergie eine freie Zeitentwicklung angeschlossen wird, so wird
iiber 7. von 0 bis zum links von der Selbstenergie liegenden Vertex integriert. Wenn
man die Selbstenergie dann explizit ausschreibt, unterscheiden sich die Integralgrenzen
von dem Fall, in dem das Diagramm direkt ausgeschrieben wird. Da die Zeitordnung
in beiden Féallen sichergestellt ist, wird iiber die gleichen Kombinationen von Zeiten
integriert. Dies kann man sich beispielsweise fiir ein Diagramm der Selbstenergie in

zweiter Ordnung deutlich machen.

B Tl T1 T2 B Tl Ty T1
/dTl/dTl/dTQ/dTr = /dTl/dTr/dTl/dTg (3.48)
0 0 Tr Tr

0 0 0 0

Die Terme der zweiten Ordnung der Selbstenergie sind in Abbildung 3.7 dargestellt.
Explizit gegeben sind sie durch folgende Ausdriicke.

»(2a) (1, — 1)

gl
= /dTl/d7—2@6_(7'1—7'1)HS®6_(7'1—72)HS®€_(72—Tr)HS@ (3.49)

. Z <Qj1 (Tl)qjl (TQ))B <C]j2(7—1)%2 (TT)>B
_ / T [ 52 Y 0l (51015 (5] 6 ) (] 0 S(er)S(e (350)

515253
Tl

. 677'(W2+Es3)67_l(_w1_E51)/dTl

eTl (LU1+E§2 —E§3) _ eTT(W1+E§2 —E§3)

w1 + E§2 — F;

53

7’1(—w2+E§1 —Egz)

/dwl/dw > 015) (51|10 [5) (5] O [55) (550 S(w1) S (ws) (3.51)

515233
( — (=7 )(w2+Es3) _ e —(m—7r)(w1+Es;) e—(Tl—T7~)(w1+LU2+E§2) - e—(Tl—T7~)(UJ1—E31)>

+
Wi + E§2 - E§3)(W1 —wz + E§1 - E§3) (wl + E32 - EE:&)(w? - E§1 + E32)

27



3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

(a) Term %(2®) (b) Term %(2%)

Abbildung 3.7: Terme der zweiten Ordnung der Selbstenergie.

E(%) (11— 77)

— [S2 [ 52 3 0fs) (sl6]s) (216 [5) (/6 S(w1)S(w2) (3.52)

5152383
( —(n=mr)(w1+Es3) _ o—(ri—7r)(w1+Es;) e~ (m=mr)(witwa+Esy) _ e_(Tl_T'r)(wl_E§1))

+
(wQ + E32 - E33)(E§1 - E§3> (WQ + E§2 - E§3)<w2 - E§1 + E§2)

Die Terme héngen nur von der Zeitdifferenz 7, — 7, ab.

3.4.2 Abbruchbedingung

In diesem Abschnitt soll gezeigt werden, dass die zweite Ordnung der Selbstenergie
gegeniiber der ersten Ordnung vernachléssigt werden kann. Exemplarisch wird dazu
aufgezeigt, dass das oben als X(?% bezeichnete Diagramm der zweiten Ordnung der
Selbstenergie kleiner ist als die Selbstenergie in erster Ordnung (vgl. Abbildung 3.8).

In Analogie zu entsprechenden Rechnung in anderen diagrammatischen Techniken wird

Abbildung 3.8: Vergleich der Diagramme %% und %)

dazu ein Integral iiber den Selbstenergien verglichen.

B B
/dT »29) (1) < /dT »O(7) (3.53)
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3.4 Abbruch der Selbstenergie

Um eine Abschétzung fiir diese Integrale zu erhalten, wird angenommen, dass die freien

Zeitentwicklungen den hochst moglichen Beitrag liefern
Es=0Vs = e (mmmb— (3.54)
und alle Matrixelemente von O beitragen.
Ogys, = 1 V51, 82 (3.55)

Auferdem wird angenommen, dass alle Frequenzen des Rauschens bertiicksichtigt werden

miissen.
Cut(w) =n (3.56)
Mit diesen Angaben kann zunéchst die Abhéngigkeit des Korrlators von 7 berechnet

werden, um anschliefend die Integrale iiber die Terme der Selbstenergie zu berechnen.

0

Z<Qj(7)Qj(0)>B: / ;1:1_772/ i / 1_6 m e T (3.57)
n

J —00

Y1~ /6) + ¢(2,7/s) (3.58)

252 2732

Dabei bezeichnet 1/(!) die Polygammafunktion der ersten Ordnung und ¢ die Hurwitzsche

Zetafunktion. Abbildung 3.9 zeigt schematisch die Abhéngigkeit des Korrelators von 7.

Z]‘ (q;(1)4;(0)) g

)

Abbildung 3.9: [llustration der 7-Abhéngigkeit des Korrelators >, (g;(7)g;(0)).
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3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

Ahnlich zu anderen diagrammatischen Techniken liegt eine hohe Korrelation fiir kurze
Zeiten 7 vor. Jedoch ist fiir 7 — 3 ein Anstieg zu erkennen. Aufterdem setzt sich die Form
periodisch in 8 fort. In dieser Periodizitét spiegelt sich die Ahnlichkeit zum Matsubara
Formalismus wieder. Fiir die Berechnung der Integrale iiber die Terme der Selbstenergie

wird das Verhalten auf [0, 5] durch Exponentialfunktionen angenéhert.

D (a5 (7 + ) (3.59)

Damit ergeben sich fiir die Integrale iiber die Terme der Selbstenergie folgende Ergeb-

nisse.
B B
/ dr V(1) ~ / dr N2:62 (777 4 =717 (3.60)
0 0

Ui —1
= No (81— ) + Ble — 1))

% (3.61)

dr n) (1)

/

— N3

\m

Q

2
dT/dTl/dTQ e 7:7)2ﬁ4 (e—<T—T2>/5+ e—<7—72—ﬁ)/5) (6—71/5+ e—h—ﬁ)/ﬁ) (3.62)
0
77

J(1+e)? (62—1—2(2)0(77_2

F 2¢2 I5;

T (3.63)

N bezeichnet die Anzahl der Eigenzustédnde des Systems. Um einen Abbruch der Selbs-

tenergie zu rechtfertigen muss somit gelten,
n<l. (3.64)

Der Entwicklungsparameter der Reihe fiir die Selbstenergie ist somit durch 7 gegeben.

Fiir Félle mit anderen Funktionen Cut(w) gilt somit im Wesentlichen auch, dass ein
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3.5 Allgemeinere Wechselwirkung

(a) gekreuzt (b) separabel

Abbildung 3.10: Zwei Diagramme der Entwicklung der reduzierten Dichtematrix in
zweiter Ordnung von Hj.

Abbruch der Selbstenergie fiir kleine Kopplungsstérken moglich ist. Ein Abbruch der
Reihe der reduzierten Dichtematrix in Ordnungen von Hj ist jedoch nicht unter der
gleichen Bedingung moglich. Zwei Diagramme der selben Ordnung von H; (z.B. in Ab-
bildung 3.10) koénnen nicht ab der selben Kopplungsstirke vernachlédssigt werden. Die
Integration iiber die freie Zeitentwicklung im separablen Diagramm liefert grofe Bei-
trage. Der entsprechende Beitrag im anderen Diagramm ist durch die Korrelatoren un-
terdriickt. Ein Abbruch der Selbstenergie liefert jedoch eine konsistente Naherung, da

entsprechende Diagramme aufsummiert werden.

3.5 Allgemeinere Wechselwirkung

Wenn das durch Hg beschriebene System ein Qubit-System darstellt, ist es sinnvoll anzu-
nehmen, dass die Qubits einzeln an untereinander gleiche Bader koppeln. Der Hamilton-

Operator der Wechselwirkung H; muss folgendermafen angepasst werden:
B=0Y 4 =Y 00Ty o M=o =T h (66
J n J n,J n

Es wird angenommen, dass die Bider der einzelnen Qubits gleich beschaffen sind und

dass die Badoperatoren nicht untereinander korreliert sind.

(@ (g (), = (Vg @), (@) (m), =0 fix Ak
(3.66)
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3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

Diese Situation lasst sich auf die zuvor entwickelte Theorie zuriickfithren. Die Selbst-

energie X des Problems ist gegeben durch
=) %,. (3.67)

Dabei sind die Selbstenergien 2, durch die obige Definition der Selbstenergie gegeben,

wenn fiir die Wechselwirkung H; der Operator h, verwendet wird.

3.6 Reproduzieren des Ergebnisses aus [DAAS13]

Um den Zusammenhang der diagrammatischen Methode mit der Arbeit in [DAAS13]
zu verdeutlichen, wird in diesem Abschnitt gezeigt, wie das grundlegende Ergebnis aus
[DAAS13] mit Hilfe der in dieser Arbeit verwendeten Gleichungen erreicht werden kann.
In [DAAS13] wird die Wahrscheinlichkeit berechnet, dass sich das gekoppelte System im
Grundzustand |0) von Hg befindet (vgl. Gleichung (2.6) auf Seite 11). In der Notation des
Papers wird diese Wahrscheinlichkeit als Py bezeichnet. Sie ist durch ein Matrixelement

der reduzierten Dichtematrix gegeben

- 1
(As)oo = (|0) (Of) = @(ps)oo (01(S) 5 10) (3.68)
In [DAAS13| wird eine stérungstheoretische Entwicklung in H; bis zur zweiten Ord-
nung verwendet. Die ersten zwei Terme der Entwicklung der reduzierten Dichtematrix

ergeben

B T
(10) (0]} ~ (Z‘j‘;m 1t / dr / 47 Y 165 (5 (1)) B0 | (3.69)

_ (ps)oo dw S(w) B(Fo—Fs—w) _ 1
- (S), (1—1-/%;@50\2&_—%0 <5— Fo— B —w >> . (3.70)
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3.6 Reproduzieren des Ergebnisses aus [DAAS13]

Im zweiten Schritt wurde neben der Integration die Definition der Spektralen Dichte
S(w) verwendet.
Zur weiteren Umformung werden zwei Relationen bendtigt. Aus der Definition der ther-

mischen Dichtematrix folgt

(pS)ooe_ﬁ(Eg_EO) = (ps)ss - (3.71)

Das detaillierte Gleichgewicht besagt

S(—w) = S(w)e ™™ . (3.72)
Weiterhin wird verwendet
+o0 S( ) +00 S( )
—w w
/ B Botw) = / (Bo— By ) (3:73)
Somit gilt
_ (ps)oo 1 dw 5 S(w)
1000~ G+ 158 [ 5o 0wl g s 67

1 dw 9 S(w)
+@/%;|®§0| (Eo_ §+w)2(ps)§§

1 dw 9 S(w)
- <S_>o / 2m ; O (Bs — Ep +w)? (bs)o

Die Vakuumdiagramme (S), hdngen von H; ab. Nach Berechnung der Dichtematrix mit
Hilfe der Diagrammatik muss eine Normierung vorgenommen worden. Dieser Normie-
rungsfaktor hangt davon ab, welche Terme zur Berechnung der Dichtematrix herangezo-

gen wurden. Da hier ein normierter Ausdruck explizit angegeben werden soll, muss der

33



3 Dichtematrixz eines wechselwirkenden Systems im thermischen Gleichgewicht

Normierungsfaktor entsprechend entwickelt und einbezogen werden.

1
— = ~1-— .
S 1+ v (3:75)

wobei x von der Ordnung H? ist. Da nur bis zu dieser Ordnung entwickelt wird, werden
Multiplikationen von z mit den Termen héherer Ordnung in H; vernachlassigt.

Zunachst muss z bestimmt werden.

(S), =D _(ps)ss (31(S)13) (3.76)

5

Dieser Ausdruck dhnelt Gleichung (3.68), daher kann das Ergebnis fiir die Vakuumdia-
gramme aus Gleichung (3.74) abgeleitet werden. Da iiber § summiert wird heben sich

die zwei Terme mit quadratischem Nenner auf.

d 85
<S>o = 1+/%Z’653|2S(W)ﬁ% (377)

Wie beschrieben wird dies nun in Gleichung (3.74) verwendet. Dabei wird ausgenutzt,
dass sich die Summanden mit 5 = 0 der beiden Terme mit quadratischem Nenner genau

aufheben.

(10) (Of) = (ps)oo + ﬂ/ g—: Z y@so|2%

Ey+w
dw S(w)
_E Os0|? 53
+/27r #0‘ o (EO—E§+w)2(pS)

dw 5 S(w)
/ o ; |Gs0] (Bs — By + w)? (P$)oo

d S
—/B/%;l@ﬁ%(ﬂs)oo(ﬁs)%

(ps)oo (3.78)
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3.6 Reproduzieren des Ergebnisses aus [DAAS13]

Mit den Definitionen

_ d_w 2 S(w)
Lys = / 5 |Os, 5| (B B, + o) (3.79)
ok = ~8(pshon [ 523104 5ok —((ps)is —0w) (380
ergibt sich
(10) (O[) =~ (ps)oo + (dps )00 — Z (Fos(ps)oo — Tso(ps)ss) (3.81)
540

Dies entspricht Gleichung (6) in [DAAS13|.
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4 Markovnaherung

Die in Kapitel 3 mit Hilfe der Diagrammatik hergleitete Gleichung

)

B
5570 = —Hai?'(8) + /O A7y S(8 — 7)) () (4.1)

ahnelt stark der Mastergleichung wie sie mit dem Keldysh-Formalismus hergeleitet wird.
Zur Losung einer Mastergleichung wird haufig die Markovnéherung verwendet. Wenn die
Zeitskala des Bades deutlich kleiner ist als die des Systems, so wird davon ausgegangen,
dass nur der gegenwértige Zustand des Systems seine Entwicklung beeinflusst, nicht aber
die Vergangenheit. Dies wird als markovsches Verhalten bezeichnet. Die Zeitskala des
Bades ist seine Relaxationszeit. Wenn das Bad im Vergleich zu den Verdanderung im
System schnell relaxiert, so wird eine durch das System verursachte Verdnderung im
Bad nicht auf das System zuriickwirken, da das Bad schon relaxiert ist (vgl. [Car02,
Abschnitt 1.3.3]). In diesem Fall zeigen die Badkorrelatoren folgendes Verhalten

(4i(7)g;(0)) oc e™7/7m (4.2)

wobel 7 die Relaxationszeit des Bades ist. Wenn die reduzierte Dichtematrix auf dieser
Zeitskala nur langsam variiert so erscheint es sinnvoll die Abhéngigkeit der reduzierten

Dichtematrix von 75 im Integral zu vernachlassigen.

Eine héufig verwendete Form der Markovnéherung beinhaltet noch die niedrigste Ord-
nung der Zeitentwicklung. Diese ist durch das ungestorte System gegeben. Auf den hier

vorliegenden Fall {ibertragen bedeutet dies, dass im Integral verwendet wird

ﬁgu) (12) = e(ﬂ*TQ)HSﬁEq“) (B) . (4.3)
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Die Losung der sich dadurch ergebenden Differentialgleichung lautet

B !
ﬁfgu)(ﬁ) =exp | —fHs + /dﬁ/d72 S — m)elm s | (4.4)
0 0

Die reduzierte Dichtematrix muss hermitesch sein. Eine Matrixexponentialfunktion ist
genau dann hermitesch, wenn der Exponent hermitesch ist. Die Selbstenergie hangt
von Operator O ab, der in den relevanten Fillen nicht mit Hg vertauscht. Somit ist
der Integrand nicht hermitesch. Fiir die erste Ordnung der Selbstenergie kann gezeigt

werden, dass auch das Integral nicht hermitesch ist.

T1

B8
(s| / dr / dry Sy — 1) en=m)s |y (4.5)
0

0

§7j

B 1
_/dTl/d7-2 Z <5|@|§> <§|@’8/> 6—(71—72)Eg <Qj(7_1)Qj(T2)>B e(Tl—Tg)Es/
0 0

Da das transponierte Matrixelement eine Exponentialfunktion mit F; beinhaltet, kann
auch mit Hilfe von Integralsubstitution keine Gleichheit gezeigt werden. Da die resul-
tierende Dichtematrix nicht hermitesch wére, liefert die auf diese Art durchgefiihrte

Markovnaherung kein sinnvolles Ergebnis.

Wenn die Relaxationszeit des Bades sehr kurz ist im Vergleich zur Zeitskala des Systems,

so ist folgende Form der Markovnaherung angebracht

75 () = 557 (8) . (4.6)

Die Differentialgleichung, die sich damit fiir die erste Ordnung der Selbstenergie ergibt
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4 Markovndaherung

lautet

B8
%ﬁ(s“)(ﬁ) — (—Hs + / dn> 3 (5[05) (5[0]5') e~ <qj(6)Qj(72)>B> 53 (8).

(4.7)

Diese Gleichung, und somit auch ihre Losung, ist nicht invariant unter Energieverschie-
bung Hy — Hg + c¢. Ohne Markovnéherung fiihrt die Energieverschiebung zu einem
Faktor e™"¢ zur unnormierten reduzierten Dichtematrix p~(Su)(7'). Durch die Normierung
wird dieser Faktor aufgehoben. Im Fall mit Markovnédherung kann die Energieverschie-
bung jedoch nicht in einen Vorfaktor absorbiert werden. Somit wird auch mit dieser

Markovnaherung kein sinnvolles Ergebnis fiir die reduzierte Dichtematrix gefunden.

In dem hier vorliegenden Fall scheint eine Markovnaherung fundamental nicht méglich zu
sein. Dies ist durch die 7-Abhéngigkeit des Korrelators begriindet. Neben einem Abfall,
der niherungsweise die Form e~7/"% hat, liegt noch ein Anstieg fiir 7 — 3 vor (vgl.
Abschnitt 3.4). Im Vergleich mit dem Keldysh-Formalismus wird auferdem deutlich,
dass durch die Kontur im Zeitraum dort eine Symmetrie in den Termen vorliegt. Das

Fehlen dieser Symmetrie ist bei der hermiteschen Konjugation
(A-B)l = BTAT (4.8)

problematisch. Durch die Symmetrie entstehen auch Energiedifferenzen, die eine Energie-
verschiebung ermdglichen. Diese Griinde fithren zu den oben beschriebenen Problemen

bei der Durchfiihrung einer Markovnéherung.
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5 Losung im Laplaceraum

Zur Losung der in Kapitel 3 hergeleiteten Gleichung fiir die reduzierte Dichtematrix

a u ~\ U ﬁ ~\ U
55760) = ~Hst?(3) + / a7 (8 — 1) (73) (5.1)

bietet sich ein Ubergang in den Laplaceraum (vgl. [BS05]) an,

o0

757 (e) = / Py e Tdr | wobei €= iw+1 (5:2)
0

weil ein Faltungsintegral auftritt. Da die Integration bis 8 ausgefiihrt wird und nicht
bis 0o, handelt es sich nur im Kontext der Laplacetransformation um eine Faltung. Die
Integration von 3 bis oo liefert in diesem Fall keinen Beitrag, da Funktionen, die in den

Laplaceraum transformiert werden fiir negative Zeiten Null sind.

Die definierende Gleichung fiir die unnormierte reduzierte Dichtematrix im Laplaceraum

lautet

eps” (€)= pg” (1 = 0) = (—Hs + 3(€)) 5" (e) - (5.3)

Dabei wurde neben der Faltungsregel die Transformationsregel fiir Ableitungen verwen-
det (siche [BS05, S.858]). Die Losung dieser Gleichung ist gegeben durch

5 (r —
P57 (€) = (e+ Hs — X(e) ' 55 (r = 0) = % o
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5 Lésung im Laplaceraum

7 = 0 entspricht einer unendlich hohen Temperatur. Im thermischen Gleichgewicht sind
in diesem Fall alle Zusténde gleichstark besetzt. Daher wird angenommen, dass auch mit

Wechselwirkung gilt, dass ﬁ(su)(T =0) x 1.

5.1 Bedingungen

Aufgrund der Definition der Laplacetransformation (sieche Gleichung (5.2)) und da die

Dichtematrix im Realraum hermitesch ist, muss gelten

(7570 = 7). (5.5)

Gleichung (5.3) erfiillt dies, wenn zusétzlich zwei Bedingungen erfiillt sind:

1) Xf(e) = B(e") = Xi(r) = B(7) (5.6)
2) [34”(e), —Hs + %(e)] = 0 (5.7)

Bedingung 2) wird von der Losung (Gleichung (5.4)) immer erfiillt, wenn fir die An-
fangsbedingung gilt, dass [,5(5") (r = 0),—Hs + X(¢)] = 0. Dies ist fiir die Annahme
ﬁg‘) (1 =0) ox 1 gegeben.

Bedingung 1) wird fiir die erste Ordnung der Selbstenergie erfiillt. Dies wird in Ab-
schnitt 5.1.1 gezeigt.

5.1.1 Eigenschaften der Diagramme

Wie in Kapitel 4 dargestellt ist, ist es nicht trivial eine Losung fiir die reduzierte Dich-
tematrix zu erhalten, die hermitesch ist. Fiir die Losung im Laplaceraum ergibt sich

die Bedingung, dass die Selbstenergie im Realraum hermitesch sein muss. Aus diesen
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5.1 Bedingungen

Griinden beschéftigt sich dieser Abschnitt mit der Frage, welche Diagramme hermitesch

sind.

Zuerst wird betrachtet, ob alle Diagramme der Entwicklung der reduzierten Dichtematrix
(sieche Abbildung 3.3 auf Seite 20) hermitesch sind. Das Diagramm in nullter Ordnung
ist offensichtlich hermitesch. Fiir das Diagramm in erster Ordnung kann dies durch

Substitution in den Integralen leicht gezeigt werden:
B T1
/ dTl/ dry Z e~ B=mHs G e~ (n—m2)Hs g =72 Hs (g;(11)qi(12)) 5 (5.8)

0 0 A

j
0 T4

:/ d7-4/ dry Z e s @ (s e~ (Bmm s (0 (73 — 1) q;(0))
B B ‘

J
B T3
= [Cdn [ dn YD enisoe g gy - ) 0)
0 0 ;
J

die letzte Zeile entspricht dem hermitesch adjungierten der ersten Zeile, da © hermitesch

0 T4 B T3
fd7'4fd7'3: degfd7'4:
Ty B B Ty 0 0
pal
/H
D m— ¢
/ K T/I
73 T3

Abbildung 5.1: Diese Abbildungen verdeutlichen, dass zwei Moglichkeiten zur Wahl
der Integrationsgrenzen identisch sind. Es werden die gleichen Kombinationen der
Zahlen 13 und 74 im Integral abgedeckt.

ist und der Korrelator reell ist. Abbildung 5.1 verdeutlicht, warum die neue Wahl der

Integralgrenzen korrekt ist.
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5 Lésung im Laplaceraum

Fiir die Diagramme der zweiten Ordnung zeigt eine dhnliche Rechnung, dass sie nicht
hermitesch sind. Dieser Umstand muss bei der Durchfiithrung der Naherung beriicksichtig
werden. Da nicht alle Diagramme hermitesch sind, kann ein Vernachlassigen bestimmter
Terme der Entwicklung dazu fithren, dass die reduzierte Dichtematrix nicht hermitesch

ist.

Bei der Betrachtung der Diagramme der Selbstenergie ist ersichtlich, dass die erste Ord-
nung der Selbstenergie (siche Gleichung (3.24) auf Seite 21) hermitesch ist. Eine Unter-
suchung der Gleichungen (3.51) und (3.52) auf Seite 27 zeigt, dass die Diagramme der

zweiten Ordnung der Selbstenergie nicht hermitesch sind.

Da die erste Ordnung der Selbstenergie hermitesch ist, gibt es fiir diese Ndherung ei-
ne korrekte Losung im Laplaceraum. Somit existiert in dieser Néherung (siche Abbil-

dung 5.2) eine hermitesche Losung fiir die reduzierte Dichtematrix.

—_—— ~ _|_ 1 I _|_ 1 I 1 I

Abbildung 5.2: Diese Diagramme werden in der Néherung aufsummiert in der die
Selbstenergie nach der ersten Ordnung abgebrochen wird.

5.2 Analyse der Losung

Wie gerade gezeigt wurde, ergibt sich eine sinnvolle Losung fiir die reduzierte Dichtema-

trix, wenn die Selbstenergie nach der ersten Ordnung abgebrochen wird,

~(u) - Po .
ps (€)= T s — 500 , wobei  p, o 1 (5.9)
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5.2 Analyse der Losung

da die reduzierte Dichtematrix im Realraum hermitesch ist. Um die Losung im Realraum

zu erhalten ist eine Riicktransformation (vgl. [BS05]) nétig.

n+i00

~(u 1 ~(u €T

o O (5.10)
N—100

Dabei muss 7 so gewahlt werden, dass das Integral im Konvergenzbereich der Laplace-
transformierten verlauft. Die Riicktransformation durchzufiihren ist im Allgemeinen
schwierig. Im Sinne einer Stortheorie sind jedoch zentrale Aussagen iiber die reduzierte

Dichtematrix im Realraum im Limes kleiner Kopplungsstarken moglich.

5.2.1 Renormierung der Energien

Die Selbstenergie in erster Ordnung héngt von der Spektralen Dichte ab. Diese ist ein
Mafs fiir die Starke der Kopplung des Bades an das System. Im Limes sehr kleiner
Kopplungen liefert (1) (¢) somit nur sehr geringe Beitriige, sodass die Matrix (le+ Hg —
¥ (¢)) niherungsweise in der Basis von Hg diagonal ist. Eine Approximation fiir die

reduzierte Dichtematrix im Laplaceraum ist daher durch folgende Gleichung gegeben

S S

€+E0—Z(()B) (e) 0 0
0 —L 0

79 (e) = p, e+ B -%1) () 1 (5.11)
0 0 +Ey—x§)
e+FEx—355 (€)
Eine Riicktransformation konnte mit Hilfe der folgenden Korrespondenz
1 _ .
o ¢ , wobei Re(e) > —a (5.12)
€+ a
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5 Lésung im Laplaceraum

durchgefiihrt werden, wenn die Selbstenergie im Laplaceraum von € unabhéngig wire.
Wie in Gleichung (5.10) deutlich wird, wird bei der Riicktransformation {iber den Ima-
ginarteil von € integriert. Die Wahl des Realteils hat keinen Einfluss auf das Ergebnis,
solange er in den Konvergenzbereich fallt. Im Limes sehr kleiner Kopplungsstéarken ist

der Beitrag der Selbstenergie

2 (e) = d—“Z@ s) <§|@M (5.13)
2 4=

F;4+e4+w

wie zuvor beschrieben nahezu vernachléssigbar, da sie von der Spektralen Dichte ab-
héngt. In dem Fall, in dem der Integrand singular wird, liefert das Integral den grofiten
Beitrag. Dies geschieht nur, wenn der Imaginérteil von e gerade Null ist. Unter der
Annahme, dass S(w) nicht stark variiert, liefert jede Wahl des Realteils von € einen
ahnlichen Wert. Die Naherung

(le+ Hs —SW(e))  me+ B, —S0)(—E,) (5.14)
erweist sich als sinnvoll. Fiir die Verwendung der obigen Korrespondenz muss gelten:
2F, > —-S(-E,) . (5.15)

Dies ist in dem hier betrachteten Limes erfiillt, da der Beitrag der Selbstenergie von
der Spektralen Dichte abhéngt. Die Riicktransformation liefert eine Naherung fiir die

reduzierte Dichtematrix im Limes kleiner Kopplungsstéarken.

e —B(E0—3(() (— Eo)) 0 0
) 1 0 e—B(E1-55) (= Ev)) 0
pS(ﬁ) = ZS,ren 0 0 e_ﬁ(EQ_Eglz)(_E2)) (516)
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5.2 Analyse der Losung

Im Geltungsbereich dieser Naherung findet also keine Deformation der Eigenzustdnde
statt, da die reduzierte Dichtematrix in der Basis von Hg diagonal ist. Jedoch ist eine

Renormierung der Energien zu beobachten.

5.2.2 Deformation — Korrektur der Eigenzustiande

Entsprechend obiger Korrespondenz lautet die Form der Dichtematrix des Systems im

thermischen Gleichgewicht im Laplaceraum

1

. 1
T (5.17)

ps(€) o

Im Vergleich mit der reduzierten Dichtematrix im Laplaceraum (Gleichung (5.9)) kann
YW (e) als Storterm aufgefasst werden. Im vorausgehenden Abschnitt wurde die aus die-
ser Storung resultierende Korrektur der Eigenenergien hergeleitet. Analog zur nichtent-
arteten zeitunabhédngigen Storungstheorie ergibt sich ein Ausdruck fiir die Deformation

der Eigenzustéande, die durch die Wechselwirkung mit dem Bad hervorgerufen wird.

s'|BW(—E,)|s
|s) = |s>—|—Z< 'zJE ng” 1) (5.18)
s’;és S S

Wie im vorherigen Abschnitt muss ein Wert fiir € gewdhlt werden. Dieser muss reell
sein, da nur in diesem Fall ein nicht verschwindender Beitrag entsteht. Die Wahl € = E;

erscheint sinnvoll.

Dieser Ausdruck erlaubt es zu quantifizieren, wann die Wechselwirkung mit dem Bad
eine Deformation der Eigenzustdnde hervorruft. Eine Mischung mit Zustand |s') tritt

auf, wenn

('S (—E;)|s)
E. — By

- '/3—:¥<5’|®|§> (5161s) 5 _Es/i(E‘;’)_ o2 619
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5 Lésung im Laplaceraum

Der wesentliche Beitrag des Integrals entsteht an der Singularitéit des Integranden. Daher
kann die Bedingung vereinfacht werden. Eine Mischung der Zusténde |s) und |s’) tritt

auf, wenn ein s existiert, fiir dass gilt

S(Es - EE)

>1. 5.20
Els _ EIS/ ( )

~Y

(s'|6]3) (5]6]s) #0 und ‘

Der Vergleich der Spektralen Dichte, welche die Stéarke des Rauschens charakterisiert,

zu den Energiedifferenzen im System stellt somit ein Mafs fiir die Deformation dar.

Fiir den Spezialfall J(w) = nw, der im Zusammenhang mit dem Abbruch der Reihe fiir
die Selbstenergie in Abschnitt 3.4 betrachtet wurde, ergibt sich folgende Bedingung:

kT
‘”B >1 fiir B, — B < kg T . (5.21)

Es — Ey

Abhéngig von der Temperatur 7" kann somit auch im Regime n < 1 in dem die Glei-

chungen giiltig sind, Deformation auftreten.

Im Spezialfall in dem die Basis des Systems und des Wechselwirkungsoperators gleich
sind ([Hg, H;] = 0), tritt auch bei sehr starker Kopplung keine Deformation auf, da in
jedem Term eines der Matrixelemente des Operators © Null ergibt. Das Ergebnis stimmt

somit mit den in Kapitel 3 formulierten Erwartungen iiberein.
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6 Dekoharenz im Quantenemulator

Im vorhergehenden Kapitel wurde gezeigt, dass der minimale Energielevelabstand des
Systems die Skala ist, anhand welcher beurteilt wird, ob die Wechselwirkung mit der
Umgebung zu einer Deformation fiihrt. Die Zuverlassigkeit eines Quantensimulators ist
nicht mehr gegeben, wenn eine signifikante Deformation der Eigenzustiande des Systems
vorliegt. In diesem Fall entspricht das im Quantenemulator beobachtete System nicht

dem zu untersuchenden System, welches durch Hg modelliert wird.

Dies begrenzt im Allgemeinen die Skalierbarkeit von Quantenemulatoren. Mit einer zu-
nehmenden Anzahl von Qubits und somit einem exponentiellen Anwachsen der Zahl der
Zusténde sinkt der typische Energielevelabstand im System. Wie schon in Abschnitt 3.1
erlautert, ist der Quantensimulator zwangsléaufig an seine Umgebung gekoppelt. Selbst
wenn diese Kopplung gering ist, kann keine unbegrenzte Skalierung vorgenommen wer-
den. Der zuverlédssigen Simulation von quantenmechanischen Vielteilchenproblemen mit

Hilfe von Quantenemulatoren scheint eine fundamentale Grenze gesetzt.

6.1 Rekonstruktion des Ergebnisses

Mit Hilfe einer diagrammatischen Theorie wurde in Kapitel 3 eine Gleichung herge-
leitet, die die reduzierte Dichtematrix des Quantenemulators bestimmt und somit den
Einfluss der Umgebung theoretisch beschreibt. Die experimentell am Quantenemulator
bestimmte Dichtematrix pg liefert auf Grund der Deformation nicht das gewiinschte
Ergebnis. Eine Charakterisierung des Rauschens durch die Bestimmung der Spektralen

Dichte S(w) und des Operators O erdffnet die Moglichkeit eines iterativen Riickschlusses
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6 Dekohdrenz im Quantenemulator

von der experimentell bestimmten Dichtematrix pg auf die Eigenbasis und Eigenzustan-
de des Systems ohne Rauschen. Eine Umformung von Gleichung (3.27), welche aus der

diagrammatischen Theorie hervorging lautet folgendermafien:

A ~(u 0 ~(u ~(u —1
Hy - ( [ arse -0 - 24 ’(5)) (32(8)) (6.1)

Die gemessene Dichtematrix ist normiert. Da mit der inversen Dichtematrix multipliziert
wird, hebt sich dieser Faktor auf. Durch die Charakterisierung des Rauschens kann die

Selbstenergie in erster Ordnung

d
2(1)(5 —7) = /2_“’@6(,37)115@ S(w)e""(ﬂq) ) (6.2)
™

berechnet werden. Dazu muss Hg bekannt sein. Ausgehend von einem Ansatz fiir Hg,
der fiir die Berechnung der Selbstenergie verwendet wird, kann die rechte Seite von
Gleichung (6.1) berechnet werden, da auch 6 in der Eigenbasis des Ansatzes ausge-
driickt werden kann. Dies liefert eine verbesserte Annahme fiir Hg. Somit kann in einem
iterativen Verfahren Hg angenéhert werden. Dadurch sind die Eigenenergien und Eigen-
zustdnde des emulierten Systems bestimmt.

Ein moglicher Ansatz fiir Hg, folgt aus der Annahme, dass die Deformation nicht stark ist
und somit der Ansatz fiir Hg diagonal ist, in der Eigenbasis der gemessenen reduzierten

Dichtematrix. Damit ist nur noch eine Annahme fiir die Eigenenergien nétig.

6.2 Selbstkonsistente Uberpriifung der Deformation

Im vorherigen Abschnitt wurde beschrieben, wie die Ergebnisse einer Quantenemula-
tion verarbeitet werden kénnen, um die durch die Wechselwirkung mit der Umgebung
entstehende Deformation zu korrigieren. In diesem Abschnitt soll erldutert werden, wie

iiberpriift werden kann, ob eine solche Korrektur notwendig ist.
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6.2 Selbstkonsistente Uberpriifung der Deformation

Um anhand des Energielevelabstandes iiberpriifen zu kénnen, ob Deformation auftritt,
muss die Selbstenergie berechnet werden. Denn Deformation liegt vor, wenn fiir eine
Wahl von s, s’ gilt:

(s'[ZW(=Ey)|s)
E, — Eu

> 1. (6.3)

~Y

Die Kenntnis der Spektralen Dichte des Bades und des Operators © mit dem das Bad an
das System koppelt, wird vorausgesetzt. Die Quantenemulation soll durchgefiihrt wer-
den, da Hg nicht diagonalisiert werden kann. Daher sind die Eigenenergien von Hg nicht
bekannt. Da auch die Eigenbasis von Hg nicht bekannt ist, kann © nicht in dieser Basis
ausgedriickt werden, wie es fiir die Berechnung der Selbstenergie notwendig ist.

Um zu iiberpriifen, ob die Deformation fiir einen bestehenden Quantenemulator vernach-
lassigbar ist, ist eine selbstkonsistente Vorgehensweise moglich. Unter der Annahme, dass
die Wechselwirkung des Quantenemulators mit seiner Umgebung vernachléassigbar ist,
miissen die Eigenenergien von Hg und die Matrixelemente von O bestimmt werden. Da-
mit kann Gleichung (6.3) berechnet werden. Wenn diese Gleichung erfiillt ist, so ist die

Deformation vernachléssigbar.

Die Fouriertransformierte des Korrelators (6(¢)0(0)) beinhaltet die gewiinschten Infor-

mationen. Dies wird im Folgenden erlautert.

(O(1)6(0)) = > (gl p 00 | g) (6.4)

g

Dabei bezeichnet |g) die Eigenzusténde von Hg. Da angenommen wird, dass die Wech-

selwirkung vernachléssigbar ist, wird verwendet,
p~pspp und |g) = |[s)|b) (6.5)

wobei |b) die Eigenzustande des Bades bezeichnet. Der Korrelator nimmt damit folgende
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6 Dekohdrenz im Quantenemulator

Form an.

Z |®s152‘2 BESI@ (Bsy =By )t (66)

5182

Die Fouriertransformierte von diesem Korrelator besteht aus Deltafunktionen an den
Orten der Energiedifferenzen von Hg. Durch die Abstdnde der Deltafunktionen kann
somit auf das Energiespektrum von Hg geschlossen werden. Im Rahmen einer Messung
handelt es sich um verbreiterte Funktionen, deren Hohe durch |0, [* - 1 € ~AEa gegeben
ist. Eine Messung dieses Korrelators beinhaltet folglich alle nétigen Informatlonen. Er

ist zugénglich im Rahmen der Linearen Antwort auf eine Stérung der Form
H' = ¢ cos(wt) 6 (6.7)

bei der Messung des Erwartungswertes von 6. Die Veranderung des Messwertes durch

die Storung ist gegeben durch

—+00

d(O(t)) = —% / dt’ ([6(t),0(t")]) ©(t — t')c cos(wt') . (6.8)

—00

Da die Korrelatoren nur von der Zeitdifferenz abhéngen, handelt es sich um ein Fal-

tungsintegral. Die Fouriertransformierte der gemessenen Grofe lautet somit

0{0) (w) = D" (w)F () (6.9)

wobei F(w) die Fouriertransformierte von ¢ cos(wt) ist und % die retardierte physika-

lische Antwort bezeichnet.
D" (t — ¢') = =2 O(t — ') ([0(1), 6()]) (6.10)

Analog zu Greenschen Funktionen beinhaltet &% (w) alle Informationen und ist dquiva-
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6.2 Selbstkonsistente Uberpriifung der Deformation

lent zur physikalsichen Antwort @ (w) fiir positive Frequenzen, wobei

Bt — 1) = —% (6(H)6(t) (6.11)

F(w) ist durch zwei Deltafunktionen an den Frequenzen +w gegeben. Durch Messung
von 6 (O(t)) fiir verschiedene w kann somit die Fouriertransformierte des Korrelators
(6(t)0(0)) bestimmt werden. Dies erlaubt die Berechnung der Selbstenergie im Lapla-
ceraum und damit die Analyse, ob eine Deformation der Eigenzustdnde des Quantene-

mulators vorliegt.
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7 Zusammenfassung

Um die Zuverlassigkeit von Quantenemulatoren beurteilen zu kénnen, muss die Aus-
wirkung einer Wechselwirkung des Emulators mit seiner Umgebung untersucht werden.
Dazu wurde in dieser Arbeit ein Gesamtsystem betrachtet, dass aus dem (Qubit-)System
(Hs), einem Bad (Hp) und einer Wechselwirkung (H;) zwischen ihnen besteht und sich
insgesamt im thermischen Gleichgewicht befindet. Mit Hilfe des Quantenemulators sol-
len die Eigenschaften des durch Hg beschriebenen Systems untersucht werden. Durch
die Wechselwirkung mit der Umgebung kann das System jedoch nicht isoliert betrach-
tet werden. Es ist bekannt, dass die reduzierte Dichtematrix des Systems bei unendlich
starker Wechselwirkung diagonal in der Eigenbasis von H; wird. Bei mittlerer Kopp-
lungsstéarke tritt also eine Deformation der Eigenzustédnde der reduzierten Dichtematrix
auf, sodass sie sich von den Eigenzustdnden des ungekoppelten Systems unterscheiden.
Dies bedeutet, dass im Quantenemulator durch die Wechselwirkung mit der Umgebung
nicht das gewiinschte System simuliert wird.

Um die Frage zu beantworten in welchem Regime eine Deformation auftritt, wurde in
dieser Arbeit die reduzierte Dichtematrix des Systems untersucht. Mit Hilfe einer dia-
grammatischen Entwicklung wurde eine Bestimmungsgleichung fiir die reduzierte Dich-

tematrix pg hergeleitet.

a U ~\Uu B ~\Uu
5578 = —Hai?'(®) + / Ars S(6 — 7)) () (7.1)

Dabei bezeichnet ¥ die Selbstenergie, die definiert wurde, um eine Dyson-Gleichung

zu erhalten. Die Gleichung liefert die unnormierte reduzierte Dichtematrix ﬁgu). Eine

Normierung kann nachtraglich leicht durchgefiihrt werden.
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Es wurde gezeigt, dass eine Markovnéherung zur Losung der Bestimmungsgleichung
nicht verwendet werden kann. Sie fiihrt zu Losungen, die fundamentale Eigenschaften
nicht erfiillen. Im Laplaceraum konnte die Bestimmungsgleichung gelost werden. Eine
storungstheoretische Betrachtung liefert Erkenntnisse tiber die Dichtematrix im Real-
raum. Diese erlauben eine Aussage dariiber, in welchem Regime keine Deformation auf-

tritt. Dafiir muss gelten

('S (—Ey)|s)

1 . 2
Es o Es/ << V(S7 S ) (7 )

Die Selbstenergie ist ein Maf fiir die Starke der Wechselwirkung, denn sie hingt von
der Spektralen Dichte des Rauschens ab. Wenn die Kopplungsstérke zwischen Bad und
System also kleiner ist, als der minimale Energielevelabstand im Spektrum des Systems,

tritt keine Deformation auf.

Dieses Ergebnis schrankt die Skalierbarkeit von Quantenemulatoren erheblich ein. Mit
steigender Grofse des zu l6senden Problems wéchst der Zustandsraum und somit sinken
die Energielevelabstande. Unter der Voraussetzung, dass das Rauschen charakterisiert
werden kann, zeigt diese Arbeit jedoch einen Weg auf, um selbstkonsistent iiberpriifen
zu konnen, ob im vorliegenden Quantenemulator die Deformation vernachléssigt wer-
den kann. Falls die Deformation nicht vernachléssigbar ist, liefert Gleichung (7.1) eine
Moéglichkeit aus den Messergebnissen auf das durch Hg beschriebene System schliefsen

zu konnen.

Die Untersuchungen zur reduzierten Dichtematrix in den Kapiteln 3, 4 und 5 sind all-
gemein. Gleichung (7.1) kann zur Beschreibung aller Systeme herangezogen werden, die

an bosonische Freiheitsgrade gekoppelt sind.
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