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1. Die Dirac’sche j-Funktion (0 Punkte)

(a)
(i) /OO dx cos(z)d(x) = cos(0) =1 (1)

(ii) /07T dz sin(z)d(x — 7/2) = sin(n/2) =1 (2)

0
(iii) / dx cos(z)é(x —m) =0, da 7 nicht im Integrationsbereich liegt (3)
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(b) Wir fiithren die Variablentransformation y = g(z) aus. Dann ist dy = ¢/(z)dx und wir haben

x2 9(1’2)
/x e fl)alg(e) = / ; g,(;%(y))ﬂg—l(y))a(y) (4)

Da g(z) im Intervall z; < 0 < x2 eine einfache Nullstelle hat, findet auch ein Vorzeichenwechsel
zwischen g(x1) und g(z2) statt. Sei zunichst g(z1) < 0. Dann ist

9@ dy 1 flg™H0) _ flas)

/g(m) 9’(9‘1(y))f(g ®)3() g'(g710)  g'(=) 5)
Hier haben wir ausgenutzt, dass g(z) nur eine einfache Nullstelle im Integrationsbereich hat
und damit ¢~!(0) = x; eindeutig ist. Da g(z1) < g(x2) ist auBerdem ¢/(z;) > 0 und damit
g (zi) = |¢'(z;)|. Sei nun g(z1) > 0 und damit g(z2) < 0. Um dann die Definition der o-
Funktion ausnutzen zu kénnen miissen wir die Integration ,,umdrehen, damit wieder untere
Grenze < obere Grenze gilt:

g(x2) L ) o g(z1) L »
Loy 7ty 00 == [ Sty o 000w
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Da g(z2) < g(x1) ist ¢'(x;) < 0 und —¢'(x;) = |¢'(x;)|. Insgesamt haben wir also

[ de st = 22 g

(¢) Wir wollen die Definition der ersten Ableitung plausibel machen (es handelt sich nicht um einen
Beweis)

/362 dr f(x)d (z) = [f(x)é(a:)]if — /$2 dz f'(z)d(z) = f'(0) (8)

1 x]

Hier haben wir das intuitive Bild der §-Funktion é(x) = 0 fiir z # 0 ausgenutzt. Entsprechend
kann man die zweite Ableitung definieren:

/ b ()8 () = 1"(0). (9)
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Man beachte den erneuten Vorzeichenwechsel durch zweifache partielle Integration.
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2. Darstellungen der /-Funktion (3 + 3 = 6 Punkte)

(a) Wir betrachten die Funktionenfolge

(i)
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Abbildung 1: Rechteckfunktionen ég ()

Wir skizzieren die Funktionen fiir verschiedene Werte von e. Man sieht direkt, dass der
Peak der Funktion immer schmaler und gleichzeitig hoher wird, wihrend der Flacheninhalt
konstant 1 bleibt. Fiir ¢ — 0 néhert sich die Funktion vom Verhalten her also immer mehr
dem intuitiven Versténdnis der d-Funktion, 6(0) = oo und §(z # 0) = 0, an. Wichtig ist
die Tatsache, dass der Flacheninhalt konstant 1 bleibt. Dadurch erhélt die Funktion im
Integral nicht zu viel Gewicht verglichen zur Testfunktion.

Wir wollen nun beweisen, dass die Rechteckfunktionen in der Tat eine Darstellung der
d-Funktion sind. Wir miissen zeigen, dass

lim / Y F@)ore(x) = £(0) (1)

e—0 1

Da ép, nur im Bereich —e/2 < 2 < ¢/2 ungleich Null ist, wir den Limes € — 0 betrachten
und x1 < 0 sowie x9 > 0 konnen wir direkt schreiben

hm/ F(2)omc(a —hm/ F(2)0m.(2) (12)

e—0 e—0

Da weiterhin f(x) per Vorraussetzung stetig ist und dp(z) > 0 konnen wir den Mittel-
wertsatz der Integralrechnung anwenden:

e—0

€/2 €/2
tim [ f@)n@) =) [ deon(z) (13)



mit £ € [—€/2,€/2]. Das Integral ldsst sich nun einfach berechnen, da dg = 1/e = const.:

€/2

lg%f@)/?mdxémaw)Zlg%f@) (14)
Da ¢ € [—€/2,¢/2] folgt

lim f(§) = f(0) (15)

e—0

(b) Wir wollen intuitiv zeigen, dass
*© dk
5 — “h ikx 1
@ =] G (16)
eine Darstellung der d-Funktion ist. Dazu nutzen wir, dass
> dk ikx __ 1: > dk ikz—el|k|

/oo%e —lg]% 70056 (17)

(da das Integral auf der linken Seite nicht konvergiert, ist auch hier der Grenzwert wieder in
Kombination mit einer weiteren Integration zu verstehen.). Wir miissen also das Integral auf
der rechten Seite berechnen. Da der Betrag von k auftaucht teilen wir die Integration in die
Bereiche £k < 0 und k& > 0 auf:

/oo dik/; el‘k)$76|k| _ /0 dik/; eik:EJrﬁk + /oo dik/; eik:rfek (18)
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Dies sind gerade die Lorentzfunktionen aus der Vorlesung. Damit folgern wir fiir z; < 0 und

zo >0
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3. Technoradio (1+3+143(+2) =8 (+2) Punkte)

(a)

LQ(t) + RQ(t) + - =V (23)
B(t) + 2va(t) + wiz(t) = f(t) (24)
o) = Q) =37 W= (25)
f(t) = [(,t) = %n cos [(wr + nw)t + oy (26)

Alternativ kann auch x(t) = LQ(t) und f(t) = V(t) gewahlt werden.

(b) Die allgemeine Losung setzt sich zusammen aus einem homogenen und einem partikulidren An-
teil.

x(t) = xp(t) + xp(t) wobel x(t) = e " (Acos(Qt) + Bsin(Qt)) mit Q = w2 —~2]  (27)



Nach kurzer Zeit ist der homogene Anteil abgeklungen und wir kénnen z(t) = z,(t) betrachten.
Die Losung nach dem Einschwingvorgang ist dann eine Linearkombination der Schwingungen
fiir unterschiedliche Frequenzen:

)= > aa(t) (28)
Vo

xn(t) = T’\x(wT + nw)| cos [(wr + nw)t + ay, + p(wr + nw)| (29)
X = 1 (30)

A= 02 = N2 1 49202

29
tan () = N (31)
(c) Einstellen auf die Trégerfrequenz liefert:
1 1

wr = wy = (32)

Y = L=
VLC Cwi,

(d) Die Verstiarkung der Spannung berechnet sich fiir die Winkelfrequenz w,, = wr 4+ nw wie folgt
(Grofen mit Hut bezeichnen die Amplituden):

VO,n C%,n CVO,n CVG,n L Rzn—/ LC LC\/ _ w2 + 472&)2
Ixn| n
Wenn wir nun die maximale Verstéarkung fiir n = 0 annehmen, dann erhalten wir
2
w
Xwr \/(w%_wza ) +47 wmaz
= (W% - wmax) + 4’}/ max (2’YWT/099) (35)
= wﬁlax - 2(wT - 2’7 )wmax + ("')471’ - (2'7"‘171/099)2 <0 (36)
Lost man die biquadratische Gleichung so erhélt man:
e = 0k = 277 £ /(w3 — 299)% — wh + (290r/0.99)? (37)

Da wmaz > wr erhélt man als einzige Losung:

o = T+ 10 < Wi = \/w% —oy W% —292)? —wh + (2ywr/0.99)2  (38)

1
n < Mgz = — <\/ — 292 4 (wh — 292)2 — wh + (2ywr/0.99)2 - wT> (39)
Wenn man es genau nimmt, miisste man 7,4, noch abrunden, d.h.

n < Nz = Li (\/wT27 +\/ 2 — 272)2 — wi + (2ywr/0.99)2 wT>J (40)

(e) (Bonusaufgabe) Wir wollen das asymptotisches Verhalten des Tangens bei —m/2 verwenden.
Wir finden

)__sin(g—a)__cosa__ 1 __1+O(a2)__l'1+0(042) (41)
~ cos(Z—a) sina  tana  a+0(e?) a 1+0(a?)

£ ( Ty
an | —— o
5



~J v=0.2 wo=1 —
0.5 - N . y=0.2 wg=1.5 |
y=0.1 wop=1 ——
1L \ v=0.1 wp=1.5 i
F 15+ i
=
-2 -
25 -
3k ‘
0 0.5

Abbildung 2: Phasenverschiebung ¢(wy,)

Das heifit der Tangens besitzt bei +m/2 eine Polstelle 1. Ordnung. Die hoheren Terme der
Entwicklung kénnen wir herleiten, indem wir zunéchst die Polstelle durch Multiplikation mit «
heben und anschliefend entwickeln

2

o o
_ =14 — 4 42
tan o + 3 +0() (42)
Damit erhalten wir die Reihenentwicklung
s 1 o? 1 «
T (e 44y __1 @ 3 4
tan( 2+a) a( +3—|—O(a)> a+3+0(a) (43)

Bei der Reihe handelt es sich um eine Laurentreihe, da im Gegensatz zur Taylorreihe auch
negative Potenzen von « auftreten. Verwenden wir nur die grébste Approximation (bzw. das
asymptotische Verhalten), so erhalten wir:

s 1 2vWmaz w% — w?
tan(——+5 )z_ = — 4 — T “maz 44
2 Pmaz 590mam w?mx — WS Pmaz 27wmaz ( )



