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Abgabe jeweils bis spitestens Mittwoch 13:00 in den dafiir vorgesehenen Kasten im Physik-
Hochhaus.

1. Die Dirac’sche §-Funktion (1.5+ 3+ 1.5 = 6 Punkte)
Die Dirac’sche d-Funktion ist fiir 1 < x5 definiert durch die Eigenschaft
T2 f(xg) wenn x1 < xg < X2
/ dz f(x)o(x — x9) = { (o) (1)
o 0 sonst

fiir alle ,,gentigend stetigen“ Testfunktionen f(z). Intuitiv gilt, dass §(0) = oo und d(x # 0) =0 .
Formal handelt es sich nicht um eine Funktion, sondern um eine sogenannte Distribution, d.h. eine
lineare Abbildung, die einer (Test-)Funktion (hier f(x)) eine Zahl (hier f(x)) zuordnet.

Im folgenden sei 1 < 0 und x2 > 0.

(a) Berechnen Sie

0

(i) /OO dx cos(z)d(x), (ii) /07T dz sin(z)d(x — w/2), (iii) / dx cos(z)d(x — )

—00 —0o0

(b) Zeigen Sie durch Thnen bekannte Integraltransformationsregeln, dass fiir eine differenzierbare
Funktion g(x) mit genau einer (einfachen) Nullstelle 2; im Intervall 1 < 0 < 29 und ¢’ # 0

§(x — x;) (2)

indem Sie zeigen, dass

/ ¥ e f(2)8(9(2)) = —— f(a1) (3)

a1 g/ ()]

(c) Man kann auch Ableitungen der §-Funktion definieren. Zeigen Sie, dass die Definition der ersten
Ableitung der d-Funktion (fiir differenzierbare f(z))

| dws@i) = —r0) (@)

formal mittels partieller Integration und den (intuitiven) Eigenschaften der d-Funktion plausibel
gemacht werden kann. Wie wiirden Sie demnach die 2. Ableitung 6”(x) definieren?

2. Darstellungen der §-Funktion (3 + 3 = 6 Punkte)
Man kann die J-Funktion als Grenzwert einer Funktionenfolge d.(x) darstellen:

2
lim [ dx f(x)dc(x) = f(0), (5)
e—0 z1
Vorsicht: Die Grenzwertbildung ist nur zusammen mit dem Integral iiber eine Testfunktion sinnvoll!
(a) Ein Beispiel fiir eine solche Funktionenfolge ist gegeben durch die Rechteckfunktionen

L fiir |z < €
Ope(T) = {6 71 < 3 (6)
0 sonst
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(b)

(i) Skizzieren Sie dg fiir verschiedene Werte von e. Achten Sie vor allem auf Hohe und Breite
der Funktion. Machen Sie anhand der Skizze plausibel, warum 0z . fiir € — 0 die 6-Funktion
ergibt.

(ii) Zeigen Sie Gleichung fiir die Rechteckfunktionen (verwenden Sie dazu beispielsweise
den Mittelwertsatz der Integralrechnung).

In der Vorlesung haben Sie bereits die Darstellung mittels Lorentzfunktionen kennengelernt:

1 €
Op.e(w) = SR (7)
Zeigen Sie, dass
*© dk
5 _ Y ikx ]
@=[ G 0

ebenfalls eine Darstellung der -Funktion ist, indem Sie zeigen, dass

*© dk
/ AR ika—clk] (9)

oo 2T

die Lorentfunktionenfolge dr, . ergibt (e_e‘k‘ bezeichnet man als , konvergenzerzeugenden Fak-
tor“). Fiir ¢ — 0 erhilt man also eine Darstellung der d-Funktion.

3. Technoradio (1434143 (+2) =8 (+2) Punkte)

Ein Radiosender spielt einen T-periodischen Technosong ab und sendet dabei mit einer Tragerfre-
quenz fr. Auf diese Tragerfrequenz wird das Signal aufmoduliert. Die eingestrahlten Radiowellen
induzieren eine oszillierende Spannung

V(t) = ia:z Vo(t)  mit  V,(t) = Vo, cos [(wr + nw)t + o] (10)

N=—Nmax

in der Antenne, wobei w = 27 /T, wp = 27 fp und Ny, die Bandbreite beschrinkt. Die Anten-
ne wirkt als Wechselspannungsquelle fiir einen LC R-Stromkreis, wobei L die Induktivitat, C die
Kapazitit und R den Widerstand des Stromkreises bezeichnen. Das fiir den Empféinger wichtige
Signal ist die Spannung Ve (t) = Q(t)/C, die iiber dem Kondensator C' abféllt. Nehmen Sie an, dass
R < wrLund R« +/L/C.

(a)

Bringen Sie die Differentialgleichung des LCR-Stromkreis fiir die Ladung @ auf dem Konden-
sator LQ(t) + RQ(t) + Q(t)/C = V (t) in die Form der Gleichung

E(t) + 2vi(t) + wiz(t) = f(t) (11)

eines getriebenen harmonischen Oszillators. Was sind x, -, wg und f als Funktionen von R, C,
L, Vo, und der Ladung Q7

Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung (Hinweis: Sie erhalten eine
Linearkombination von x,(t).)

Auf welchen Wert muss die Induktivitéit L eingestellt werden, damit der Stromkreis in Resonanz
mit der Trégerfrequenz wp ist? Nehmen Sie an, dass der Widerstand R zu klein ist, um die
Resonanzfrequenz wesentlich zu beinflussen.

Welche frequenzabhéngige Verstarkung |z, /(C Vo) = |xnl|/(LC) = |x(wr + nw)|/(LC) erfah-
ren die verschiedenen Komponenten des Signals? Wie grof§ darf die ,,Bandbreite” n,,,, maximal
sein, sodass die Verstirkung um hochstens 1% im Vergleich zur maximalen Verstirkung abfallt?

(Bonusaufgabe) Skizzieren Sie die freqenzabhingige Phasenverschiebung ¢, = ¢(wr + wy).
Wie grof} ist die maximale Phasenverschiebung fiir das vorher bestimmte 74,7 (Am Besten
entwickeln Sie tan(y) um 7/2)



