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1. Aufwirmiibung (242424 2+ 2 =10 Punkte)
(a)
1 0
a-b=[2]-1-1]1=0-2+2=0 (1)
2 1

Die Vektoren sind demnach senkrecht zueinander und schieflen einen Winkel von 90 ein.

1 0 242 4
axb=[2]x|-1]=|0-1]=[-1 (2)
2 1 ~1-0 ~1

(b) Fiir das erste Integral finden wir
I = /xsinxdx = —xcoszT + /Cosxda: = —xcosz 4+ sinx
Das zweite Integral ergibt sich zu
Ig—/m, r =sinu = dx = cosudu
= I, = /du cos® u
= sinwucosu + /du sin? u = sinu cosu + /du (1 — cos® u)

= Iy = = (sinucosu + u) u = arcsinz

N =N

= [ = (w 1—x2+arcsinx)

21 =i2(1+i)=—-1(14+4)=—-1—1
2

29 = 2™ = 2(cos T+ isinm) = —2

r(t) = (ctcoswt, ct sinwt)T
(t) = c(coswt, sinwt)T + cwt(— sinwt, coswt)T

b (t) = 2cw(—sinwt, coswt)T — cw?t(cos wt, sin wt)T

/xlf(xa)é(:c)dx:{f(_a)’ fir o <0<

Z0 0, sonst


www.tfp.kit.edu

2. Harmonischer Oszillator (3+2+2+42+1=10 Punkte)

(a)
E(t) + ax(t) + bx(t) =0 (3)
Einsetzen des Ansatzes e liefert
M4 ad+b=0 (4)
A:%aii\/b—ﬂm:—gizﬂ (5)
Die allgemeine Losung der homogenen Gleichung lautet dann
w(t) _ e—a/Qt(AeiQt + Be—iﬂt) (6)
(b)
z(t) = e~ (A cos(Qt) + Bsin(Qt)) (7)
A=(A+B)/2 B=(A-B)/2 (8)
()
zp(t) = cx(w)[sin(wt + p(w)) (9)
1
2
= 1
O e e (10)
aw
t = . 11
anfp()] = - (1)

(d) Skizze der Resonanzkurve

Response Funktion

(w0)? Ix(w)]

p(t) = clx(w)|sin(wt + p(w)) + c2|x(w2)| cos(wat + ¢(w2)) (12)



3. Weifle Weihnachten (3+ 2+ 24 3 =10 Punkte)

/.\?‘
. L- o . . '.
A P
S £
-~ - I4' . p
74 8

dof
()]

Vielen Dank an Lars fiir die Skizze!

(a) Wir berechnen die Bahnkurve. Die konstante Beschleunigung # = (
schwindigkeit 7(0) = (vg cos @, 0, vg sin ) sowie der Abwurfpunkt 7(0
fangsbedingungen vorgegeben.

—g), die Anfangsge-
(0,0,0) sind als An-

0,0,
) p—

7#(t) =7 =(0,0,—g)

¢
7(t) = /0 7(t)dt + 7(0) = (0,0, —gt) + 7(0) = (v cos a, 0, vg sin @ — gt)

t
r(t) = / #(t)dt + r(0) = (vot cos a, 0, vot sina — gt /2)
0

(b) Wir berechnen den Zeitpunkt des Auftreffens, wobei z(T') = 0 gilt.

T2
2(T) = 95 +voT'sina =0

T?  wysina
2 g

T=0

2vg sin «
— Ti2=0,——

Die gesuchte Losung ist T5 > 0. Einsetzen liefert

211(2) cos asin o

z(T) = 13
(T) ; (13)
(c)
t t t
= / lo(t)|dt = / Vo(th)2dt = / dt/\/th’2 — 2gt'vpsina + v3 (14)
0 0 0
¢ . 2
— g/ dt’\/t’2 R (15)
0 g g
Wir rechnen weiter mit a = % und b = ;—‘E

/dt V2 — 2at! + b = /dt\/ (b—a?) (16)
ZQM/O at’ 1+7b:a2 (17)



Nun substituieren wir (fiir ' < a)

"t 18
()= = (19
—Vb—a?d¢ =dt (19)
a
0) = =tanao 20
gt
t)=t — 21
q(t) = tana =~ (21)
und erhalten
q a(t)
L(t) = —g(b—a2)/ d¢'\/1+¢? = —0008204/ d¢'/1+ ¢? (22)
q(0) q(0)
(d) Substitution mit sinhu = ¢ liefert
2 wu(t) 2

L(t) = ~ 20 g2 a/ du’ cosh? o = — 20 cos? o - [sinh’ coshu’ + /] ugé)) . (23)

g u(0) 29 “

Einsetzen von T'/2 liefert den zuriickgelegten Weg
u(0) = arsinh ¢(0) = arsinh (tan «) (24)
sinhu(0) = tan « (25)
coshu(0) = V1 + tan? (26)
(27)
u(T/2) = arsinh ¢(7'/2) = arsinh (tan o — tan ) =0 (28)
sinhu(7T/2) =0 (29)
coshu(T/2) =1 (30)
(31)
2

L(T)=2L(T/2) = U;O(sin o+ cos” arsinh(tan av)) (32)
4. Linearbeschleuniger (24 3+ 3+ 2 =10 Punkte)

Mit dieser Aufgabekann beispielsweise ein Elektron in einem Linearbeschleuniger beschrieben wer-
den. Da das Elektron hier sehr hohe Geschwindigkeiten v ~ ¢ erreicht, kann man nicht mehr klassisch

rechnen sondern muss die relativistische Massezunahme berticksichtigen.

Die Bewegungsgleichung lautet p = F. Da F = const. konnen wir diese direkt integrieren und

erhalten

D t
/ dp' = / Fdt
Do 0

= p=Ft+pg

Setzen wir nun noch p = m(v)v ein erhalten wir die DGL (in der Klausur ist pg = 0)
mov

V1—0v%/c?

= Ft+ pg.

(33)

(34)

(35)

(a) Um die Gleichung nach v aufzulésen multiplizieren wir mit dem Nenner durch und quadrieren

die Gleichung. Damit finden wir
miv? = (1 —v?/c?)(Ft)?
v_ 1 dz

Ft
=" =+ =+
cdt Vm3c? + (Ft)?

moc

=

moc

(36)

(37)



Da fiir F' > 0 die Geschwindigkeit zunehmen muss, ist die negative Losung mit ,,—“ unphysika-
lisch und es bleibt nur die positive Losung iibrig. (0.5 Puntke)

(b) Mit Gleichung finden wir

1 F
- ! dt (38)
c méc? + (Ft)?

1 z(t) . t , Ftl

N / P p— (39)
¢ Juy 0 vmge? + (Ft')?

Wie im Hinweis der Aufgabe vorgeschlagen substituieren wir im rechten Integral

T=(Ft)? = dr =2F(Ft)dt (40)
7(0) =0, 7(t) = (Ft)’ (41)
Einsetzen liefert
_ 7(t) / (1)
Lt) % :/ P L —1/ ar—— (42)
o  2F(FV)mZ 4T 2F Jro) mi+T
()
c
— [/ m? 62+T:| + zg (43)
T F [ (0)
2 2
- 2 2 _ _ Moc Tt
I < méc Ft) moc> + x9 2 1+ <moc 1| +x0 (44)

c) Wir betrachten nun das asymptotische Verhalten fiir grofie und kleine Zeiten.
Wir betracht d totische Verhalten fii Be und kleine Zeit
(i) Um das asymptotische Verhalten fiir kleine Zeiten zu bestimmen, entwickeln wir v(t) bis
zur ersten Ordnung in ¢. Dazu berechnen wir die erste Ableitung

1dv F F(Ft)?

_ _ 45
cdt mc? + (F't)? (mdc? + (Ft)? )3/2 (4)
d F
| == (46)
dt +—0 m()
mit
v(0) =0 (47)
finden wir
Ft
t) ~ — 48
o)~ (48)
(ii) Fiir grofle Zeiten t — oo kénnen wir mgc gegeniiber F't vernachlissigen und erhalten
t Ft
o _g x) _ Ty =Se(F) =1 (1 Punkt) (49)
Fiir grofle Zeiten nimmt v also asymptotisch den Wert der Lichtgeschwindigkeit an.
d) Fiir ¢ = 0 haben wir
(d)
v Lt ut
- = oc = (50)
¢ V14 u2t?
Ft
i+ ()
v(t = 0) Ft 9
= =ut = t~0)=—-ut® (51
. e Y z(t = 0) = ut® (51)

U(t—c>oc>):1 = z(t = o0) xct (52)

z(t) = % (\/TTZ%CQ + F2¢2 —moc> = 2 <\/1 + u?t? — 1) = xz(t = o00) ~ g(ut— 1) (53)
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Abbildung 1: Plots zu 4d)



