Fourier-Transformation

Im Folgenden werden die schon bekannten Eigenschaften der Fourier-Reihen zur Darstellung periodischer Funktio-
nenn zusammengefasst und dann auf beliebige Funktionen verallgemeinert. Dazu werden die Reihen zu Integralen
verallgemeinert. Das Verfahren ist bekannt als Fourier-Transformation.

I. FOURIER-REIHEN
A. Reale Darstellung

Beliebige periodische Funktionen f(t) mit Periode T, d.h. f(t+T) = f(t), konnen in eine Fourier-Reihe entwickelt
werden. D.h. es gilt

f(t) = + Zak cos(kat) + Zbk sin(kwt) (1)

= k=1

mit @ = 27 /T. Die Koeeffizienten erhalten wir durch folgende Integrale
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a = T/ dt f(t) cos(kwt) k=1,2,---, (2)
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b = = dt f(t) sin(kwt) (3)
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Beweis: Wir setzen in das Integral auf der rechten Seite von Gl. (2) die Reihenentwicklung ein
2 /T dt f(t) cos(kwt) = 2 / Z ay cos(k'@t) i by sin(k'@t) | cos(kiot) (5)
T Jo T k=1 . k'=1 :

Da fOT dt cos(kwt) = 0 fiir k # 0 verschwindet der erste Term auf der rechten Seite. Die Terme mit Produkten von 2
cosinus-Funktionen bzw. cosinus und sinus schreiben wir um unter Verwendung der Additionstheoreme fiir sinus und
cosinus

cos(a+ ) = cosacos f F sinasin 8
sin(a £ ) = sinacos f %+ cos asin (6)

Damit erhalten wir fiir die Integrale im 2. Term auf der rechten Seite

r = — 1 r ’ _ / — o T
/0 dt cos(k'wt) cos(kwt) = 5/0 dt {cos[(k' + k)wt)] + cos [(K" — k)wt]} = 3 Ok ko’ - (7)

Nur wenn &’ — k = 0 gibt es einen Integranden, der nicht im Mittel verschwindet. Das Kronecker- ist definiert durch
Sk =0 fir k # k" und 0y = 1 fur k = K'.
Ahnlich erhalten wir fiir die Integrale im 3. Term

T 1 T
/ dt sin(k'ot) cos(kit) = 3 / dt {sin [(k' + k)wt)] + sin [(K" — k)wt]} =0 (8)
0 0

Damit gilt also

—/ dt f(t) cos(kwt) Z ap — (5kk = ay, (9)

k’l

und wir haben Gl. (2) bewiesen. Ahnlich kénnen wir GL. (3) und Gl. (4) zeigen.



B. Komplexe Darstellung

Mit Hilfe der bekannten Relationen

Lo ke ke 1, e .
cos(kit) = 9 (ezmt + 6_“““”) und  sin(kot) = % (e““"t — e‘lk‘*’t)
i
finden wir
— 70 il ak + = b 1kwt il ak B *bk ikt
2 — 2 P 2
Im 3. Term ersetzen wir zunéchst k¥ — —k’. Damit wird er
— 1 1 -
Z *(a,k/ _ fb,k/)elk wt.
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k'=—1

Danach schreiben wir statt k&’ wieder k£ und ordenen die Terme in der Summe um. Dann gilt

Dies lésst sich elegant zusammenfassen zu

f(t) _ Z ¢ ezkwt
k=—oc0
mit
crp = agp/2 firk =0

Ck (ak —ibk)/Q firk >0
Cp = ((lfk "‘r’ib,k)/? fir k<0

1 [T i
I —ikot
= T/o dt f(t)e

Fir alle drei Falle lasst sich dies schreiben als

Beweis:
Einsetzen liefert fir £ > 0

cp = (ak—ibk)/2

_ 12 dtf( ) [cos(kwt) — i sin(kat)]

_ 7/ dtf 7zkwt

cr = (a,k + Zb,k)/Q

_ 12 Tdt t kawt) + i sin(—kwt
= 57 ), @S0 [cos(—kat) +isin(—hat)]

und fir k>0

17 I
= i dt f(t) [cos(kwt) — i sin(kat)]

1 T ikt
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(17)



II. FOURIER-INTEGRAL

A. Defnition

Beliebige, also auch nichtperiodische Funktionen kénnen wir als Grenzfall periodischer Funktionen aber mit Periode
T — oo interpretieren. Wir schreiben die Ergebnisse von oben noch um unter Einfithrung von wy = ko =k 2%

) = > cpe™ (18)

k=—o0

T T/2
o= 3 [arsoe =L [ e (19)

—T/2

In der letzen Form haben wir ausgenutzt, dass f(¢) und die Exponentialfunktion e’ periodisch sind mit Periode
T und wir entsprechend den Intergationsbereich um —7'/2 verschieben kénnen. Wenn wir die Werte von wy, auf
einer Achse auftragen, sehen wir dass sie eine unendliche Anzahl von diskreten Werten annehmen mit Abstand von
Aw = 27 /T zwischen je zwei Nachbarn. Mit wachsendem T liegen sie dichter und dichter, und fiir T — oo liegen
sie unendlich dicht, bilden also eine kontinuierliche Menge. Entsprechend werden wir die Summe einer beliebigen
Funktion F(wy) iber k als Integral iber wy, schreiben

Aw Z F(wy) / dwy, F(wy,) (20)

k=—o0

Wir schreiben noch ¢, — ¢(wy). Damit erhalten wir

f@®) = z dwkc(wk) iwrt (21)
T/2
Te(wy) = = o dt f(t) e "rt — / dt f(t) e "rt (22)

Es war niitzlich die zweite Gleichung mit dem Faktor T' zu multiplizieren. Nach einer letzten Umbennenung
wp = w, Te(wp) = f(w) (23)

erhalten wir die fundamentalen Relationen der Fourier-Transformation

f(t) = / T e (24)
fo = [ "t f (1) e (25)

—0o0
Zusatzlicher Beweis
Es ist zwar nicht mehr notig, aber es ist dennoch nett zu sehen, dass wieder alles passt. Wir setzen daher — wie oben
bei dem Beweis fiir die Fourier-Reihen — die Gl. (25) in das Integral auf der rechten Seite von Gl. (24) ein. Dann
erhalten wir fiir das Integral

/ Ao i / a f(t)e /dtf / 4 o=t /dtf yolt— ) = 1(t) (26)

Als erstes haben wir die Reihenfolge der Integrationen vertauscht, was erlaubt ist, wenn die Integrale geniigend
konvergent sind (was der Physiker meist erst nachpriift, wenn etwas daneben gegangen ist). Danach haben wir — wie
in den Ubungen hergeleitet — verwendet, dass

/ dw ) = 21 5(t — ') (27)
So reproduzieren wir schlielich die linke Seite von Gl. (24).

Analog erhalten wir die linke Seite von Gl. (25), wenn wir Gl. (24) in das Integral auf der rechten Seite von Gl. (25)
einsetzen.



B. Bemerkungen

1. Es gibt viele Moglichkeiten die Fourier-Transformierte einer Funktion f(t) zu bezeichnen. Beispiele sind

fw) = Flfl(w) = Fw) = f(w) (28)

Die 2. Form ist vielleicht am préziesesten aber umstandlich, die 3. nur bedingt niitzlich (z.B. wenn wir F(t) Fourier-
transformieren). Die 4. ist die einfachste und wird am héufigsten verwendet. Man muss dann natiirlich beachten,
dass f(t) und f(w) ganz verschiedene Funktionen sind, also nicht nur ¢ durch w ersetzt ist. Durch die Angabe des
Arguments wird aber immer klar, welche Funktion gemeint ist. Im folgenden wird meist die 4. Bezeichnung verwendet.

2. Bei der Hin-Fourier-Transformation, wie oben verwendet, steht €™ bei der Riick-Fourier-Transformation steht
e~ Dies kann auch anderst herum gewihlt werden. Es ist nur eine Frage der Konvention und in der Literatur
nicht einheitlich. Es ist nur wichtig, an der einmal gewahlten Konvention festzuhalten.

3. Bei der einen Fourier-Transformation, wie oben verwendet, steht ein 1/(27), also [ ‘21—: ..., bei der anderen
Fourier-Transformation steht nur eine 1, also [dt.... Wo der Faktor 1/(2m) steht ist wieder nur eine Frage der
Konvention. Natiirlich unterscheiden sich die Fourier-Transformierten dann um einen Faktor 1/(27). Gelegentlich
sieht man auch, dass der Faktor demokratisch verteilt wird, also [ j—% ... und [ 5=

4. Bisher haben wir zeitabhéngige Funktionen transformiert. Die Variable im Fourier-Raum ist dann die “Kreisfre-
quenz” w. Daselbe ist natiirlich auch méglich fiir ortsabhéngige Funktionen f(x). Die iibliche Notation ist dann

ra = [ T e (20)
o = | "l fla) et (30)

— 00

wobei k als “Wellenzahl” bezeichnet wird. Der Grund dafiir ist folgender: Wir hétten auch bei ortsabhéngigen
Funktionen zunéchst periodische mit Periode A betrachten kénnen, also f(x + ) = f(z). Die kénnten wir in eine
Fourier-Reihe entwickeln

[e) . 1 A o
2 : cnezknx und ¢, = X/ dr f(x)e—zknx (31)
n=—o00 0

mit k, = n2%. Die GroBe \ ist oft auch ein Wellenlinge, daher die Bezeichnung Wellenzahl fiir die inverse GroBe k,,.

)\

Natiirlich kann man das weiter verallgemeinern, z.B. auf Funktionen im 3-dimensionalen Raum f (7). Dann gilt

#(7) :/ / / dk. eilkorthyyth.z) _ /(;ijr/;gf(g)eié-r* (32)

fR) = / dr f(7) e F (33)

Die 3-dimensionalen Integrale sind dann natiirlich iiber den ganzen unendlichen Wellenzahl- bzw. Ortsraum. Der
Vektor k£ wird nun als “Wellenvektor” bezeichnet.

Und schliellich gilt fiir Orts- und Zeit-abhéngige Funktionen
N dSk i(k-F—w
100 = [ s [ G FEw e (39
f(E,W) _ /d3 / dtf 7i(E-F7wt) (35)

Weil es “schoner aussieht” (siche Wellenausbreitung in spéteren Semestern), werden hier gewohnlich verschiedene
Vorzeichenkonventionen im Exponenten flir Ort und Zeit gewahlt.



C. Beispiele

1. Fourier-Transformierte einer Konstanten, z.B. f(t) = 1. Dafiir gilt f(w) = [~_dt1le” ™! =27 §(w)

Riicktransformation f(t) f_oo o et = [ do iwtond(w) =

2. f(t) = €™ entspricht f(w) = 27 §(w — @)
3. f(t) = cos(@t) entspricht f(w) = & [§(w — @) + §(w + @)
4. f(t) = §O(t)e " sin(Qt) entspricht f(w) = (02 + 9% — w? + 2iwy)

Bei diesem Beispiel lasst sich die Hintransformation durch elementare Integrationen zeigen und konnte eine
Ubungsaufgabe sein. Die Riicktransformation ist eine elegante Anwendung der Funktionentheorie (siehe spétere
Vorlesungen in der Mathematik) oder erfordert griindliches Suchen in Tabellen.

Wir erkennen im letzten Beispiel, dass f(t) = G(t,0) die Green’sche Funktion des getriebenen geddmpften har-
monischen Oszillators ist. Wenn wir noch beriicksichtigen, dass in diesem Fall gilt Q2 = w2 — 42 reduziert sich die

Fourier-Transformierte auf f(w) = (w§ — w? + 2iw'y)_1 = x(w), also die Responsefunktion, die wir beim harmonisch
getriebenen Oszillator kennengelernt hatten.

D. Faltungstheorem

Def.: Gegeben zwei Funktionen f(¢) und g(t), dann ist deren “Faltung” definiert durch

F(t)z/ dt’f(t’)g(t—t’):/ dt' g(t') f(t —t'). (36)
Die zwei Integrale sind durch eine Variablensubstitution ineinander umformbar.
Fiir die Faltung gibt es eine einfache Relation im Fourier-Raum. Mit f(¢) und g¢(¢) kennen wir auch deren

Fourier-Transformierten f(w) und g(w). Die Frage ist, was ist die Fourier-Transformierte der Faltung F(w) =
[ dtF(t) e~™*. Einsetzen licfert

/ dt e—"“’f/ dt' f(t') g(t —t')

- / dt e*m/ dt’/ dwl et /OO @g(wz) iz (t=¥)
_ oo 2T
dwl i(we—w)t 1 i(wr—w2)t’
— f( 1) 2—9(0.)2) dt e'\“2™ dt 1mw2

—00 —oo 4T —o00 —o0

/_ dwl flw )/OO dﬂg(wg) 27 0(we — w) 27 §(wy — wa)

Lo 2T
= f(w) g(w) (37)

Wir sehen, dass die Fourier-Transformierte der Faltung von f(¢) und g(¢t) einfach das Produkt der Fourier-
Transformierten f(w) und g(w) ist.

F(w)

Umgekehrt gilt: Die Fourier-Transformierte eines Produktes ist eine Faltung der Fourier-Transformierten
| Se @@ = [ aryge-o). (39)
— 0o 27T — 0o

Das Faltungstheorem spielt eine wichtige Rolle in der Physik. Wir finden héufig, dass die lineare Antwort ('linear
response’) eines physikalischen Systems (z.B. die Auslenkung z(t) eines harmonischen Oszillators) auf eine antreibende
Kraft f(t) — nach Fourier-Transformation — gegeben ist durch

z(w) = x(Ww)f(w). (39)



Dann bedeutet dies im Zeitraum nichts anderes als
z(t) = / dt'x(t —t') f(t'). (40)

Bei den zeitabhéngigen Problemen, die wir hier als Beispiel diskutieren, muss die lineare Antwortfunktion noch kausal
sein, also x(t —t') o ©(¢t — t'). Damit reduziert sich Gl. (40) auf

x(t) :/_ dt'x(t —t)f(t'). (41)

o0

E. Lo6sung linearer Differentialgleichungen

Ein wichtiger Nutzen der Fourier-Transformation liegt darin, dass sie eine systematische Losung linearer Differential-
gleichungen erlaubt. Wir betrachten als konkretes Beispiel den geddmpften, getriebenen harmonischen Oszillator (fiir
schwache Dampfung v < wp)

2

DPx(t) = (jﬁ + 27% + wg) x(t) = f(1). (42)

Wir driicken sowohl z(t) = [70 % z(w)e™! als auch f(t) = [7_ % f(w)e™! durch ihre Fourier-Transformierten aus
und setzen diese in Gl. (42) ein. Auf der linken Seite wirken die Ableitungen nach ¢ des Differentialoperators Dﬁz) auf

die Exponentialfunktion und bringen bei jeder Ableitung einen Faktor iw. D.h.

(2) Oodﬁ iwt Oodiwiz . 2 iwt oodﬂ iwt
D, / o z(w)e 7/ 277( w? 4 2iyw + wi) z(w) € 7/ 27Tf(w)e . (43)

— 00 — 00 — 00

Damit die Integralgleichung fiir alle Zeiten erfillt ist, miissen die Integranten gleich sein. Wir kénnen noch den
gemeinsamen Faktor e*“! links und rechts herausstreichen und erhalten

(—w® + 2w + wp) z(w) = f(w), (44)

also

fw)
—w? + 2iyw + w}

2(w) = = X(@)/ (). (45)

Die gesuchte Losung z(t) erhalten wir dann durch Riick-Fourier-Transformation.

o) = [ e [T ) e, (16)

oo 2T —w? + 2iqw + w2 _M%X

Das Problem ist also auf eine Integration reduziert und damit “gelost” (auch wenn eventuell die Integration noch
schwierig sein kann).

In Gl (45) haben wir (wieder) die Response-Funktion x(w) eingefithrt. Wir erkennen also wieder die oben beim
Faltungstheorem eingefiihrten Relationen. D.h. es gilt

o) = [ Tt (- ) £, (47)
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wobei x(t), die Fourier-Transformierte von x(w), wie oben schon gesagt gegeben ist durch
1
x(t) = 5@(15) e sin(Qt) = G(t,0) (48)

mit Q% = w? — 2. Die Grofle G(¢,0) ist die sogenannte Green’sche Funktion des Problems (G(t,t') hingt hier nur
von t — ¢’ ab), die wir hier nun mit Hilfe der Fourier-Transformation berechnet haben.

Offensichtlich lasst sich das hier beschriebene Verfahren auf Differentialoperatoren beliebiger Ordnung verallgemeinern,

Dt(") =ao+ a1% +... an%, solange die Koeffizienten a; fiir i = 0,1, ..., n zeitlich konstant sind. Ebenso gilt es fiir
lineare Differentialgleichung in Ortsvariablen.



