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1. Bose-Einstein-Kondensation in Atomfallen:

(a)

Zu losen ist eine Schrodingergleichung mit dem Hamiltonoperator
H=Hg,+V(r,y,2) =H,+H,+ H,

m
H, = Pa + —wlz?, a=ux,y,z
2m 2

Ein Separationsansatz fiihrt auf drei unabhangige Gleichungen fiir die drei Raum-
richtungen:

V(z,y,2) = p1(0)pa(y)p3(2) =  Hopa(Ta) = Eapalta).

Jede der Funktionen ¢, ist eine Wellenfunktion eines eindimensionalen harmoni-
schen Oszillators. Zustinde des Gesamtsystems sind eindeutig beschrieben durch
die Quantenzahlen [, [,, [, und haben die bekannten Eigenenergien

1
E = Elz + Ely —+ Elz = E[’ Ela = hwa(la + 5)

Bei einer Bose-Einstein-Kondensation wird der Grundzustand makroskopisch be-
setzt. Der Grundzustand der Atomfalle ist der niedrigste Oszillatorzustand, mit
einer GauB-formigen Wellenfunktion

_1 (ﬁ+ﬁ+ﬁ>
2 2 2 2 .
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MWy,

U(x,y,z) ~e

Das typische Volumen lésst sich aus der Breite der Dichteverteilung |¥(x,y, 2)|* ~
exp{—(i—z + i—z + f\—z)} ableiten. Die Breite der Gauflkurve ist ungefihr 20 = v/2 A,
T y z

also (bis auf einen Faktor v/2)

()" ()

Die Wellenfunktion des Grundzustands im Impulsraum ist

\,Ij(kw7 ky7 kz) ~ ef%()\gkg+/\§k§+)\§k§) mit ka = %7

auch die Verteilungsfunktion im Impulsraum hat also die Form einer Gau-Kurve.



Ellipsoid Invertierter Ellipsoid

Dichteverteilung: |¥(z,y, z)|*> — Ellipsoid
Geschwindigkeitsverteilung: |\I~l(k‘x, ky, k.)|* — invertierter Ellipsoid

Zum Vergleich: Uniformer Fall (Teilchen im Kasten mit periodischen Randbedin-
gungen)

U, (x,y,2) ~ Vi homogen, BEC nicht im Ortsraum identifizierbar

\DU(kzv Ky, kZ) ~ 5(kw)5(ky)§<k2)
BEC fiir das uniforme Bose-Gas aussert sich nur im Impulsraum,
BEC in der Atomfalle ist sowohl im Orts- als auch im Impulsraum identifizierbar!
Boseverteilung;:

1 ze Pex
eBlex—w) — 1 - 1 — ze—Bex

np(ey) = mitz = e*

mittels der geometrischen Reihe:

[e.9]

nlen) = 3 eI

i=1

damit (2 = zexp{—FFEo})

N = ZRB(&) — izj Z e—iBE; _ iga’ Z o IBEr _ z _ +i2j Ze—jﬂﬁf
3! G=1 0 lelyle G=1 laly L Lj,_z/ =l T

=0

wenn kg1 > hw; konnen die Summen durch Integrale ersetzt werden

Zz/ dlw/ dly/ di..
0 0 0

%0
Bemerkung: Die Integralersetzung ist erst durch Abspalten des Grundzustandes
zulassig. erst dann variiert der Summand langsam als Funktion von [.

Damit erhélt man, mit der Definition des Polylogarithmus Lis(z) = > ;- ;—Iz und
93(2) = Lis(2),

N=No=3 # / dl,dl,dl, e iBMwsleteylytus1:)
J

ksT\® 1 &#  [(kgT\’
~(5) w55 () v o e

WapWyW, o 43



Bose-Einstein-Kondensation kann auftreten, wenn die Zahl der Teilchen in ange-
regten Zustanden beschrankt ist, alle Teilchen dariiber hinaus miissen sich dann im
Grundzustand befinden. Da fiir Bosonen p < 0 gilt, folgt Z2 = exp{f8(u — Ep)} <1
und erlaubt die Abschétzung g3(2) < g3(1) = ((3) =~ 1,2. Die Zahl der Bosonen in
angeregten Zustanden ist damit beschrankt und eine Funktion der Temperatur:

N = Ny < (%)3«3) <N

Die Kondensation setzt unterhalb einer kritischen Temperatur ein, die von der Teil-
chenzahl abhangt, und es gilt dann

No ksT\? ¢(3) No T\ | hw [ N\
0> (25n) MU I _ A
N = (m) N’ N o) mit le=

Zustandsdichte in der Atomfalle

Benutze

- ~ E _ [E-l, _ [E-l.—ly _
/dDzé’(E—Zla) :/0 dlx/o dly/o di, (D=3)

analog in D = 2 und D = 1 erhélt man

_ 1/D D/2

1 1\"” EP-! h /
NE) =— () ——= mit w=(]]wa v~ (I
(E) 1% (ﬁw) (D —1)! mit ( - “ ) und (mw)

(Volumen der Atomfalle siehe Teilaufgabe 1b) )



Im Vergleich dazu fiir das uniforme Bose-Gas:

1 D p?
T
QD D—1 p2 QD m D/2 D/2—
=——1/d O\ F—— | =— EP/2-1
(27Th)D/ by ( 2m 2 <27T2h2>

Benutze [ dE E* e iPF = (j5)°T(a) und finde

N — N, = (%)D 9p(Z) fiir die Atomfalle
4 "éfr}faT )D/2 gpy2(z) fiir das uniformes Bose-Gas

Bose-Einstein Kondensation tritt auf, wenn N — Ny < oo beschrankt ist, und da
fiir den Polylogarithmus gilt g,(1) < oo fiir @ > 1, sieht man

e BEC tritt in der Atomfalle fiir D > 1
e BEC tritt in homogenem Bose-Gas fir D > 2
auf.

Fiir die kritische Temperatur gilt

N B\ D2
To ~ (—> in der Atomfalle, da V ~ (—)
vV mw

N\ 2P
und T ~ (7> im uniformen Bose-Gas



2. Planck’sches Strahlungsgesetz:

(a) Spektrale Energiedichte:

2 hw
u(w,T) = C;—3,W— pro Volumen
ec eFsT — 1
ou A 3w? (e’“ZITWT — 1) — wge%@%
= = 0
hw? w
(3w2 — kB_T) e’“ZT = 3w?
hw x hw
t r=—o0 = 1-T =g = 28214 = ——
mit x T 3 =€ x T
(b) Temperaturen aus dem Maximum der Frequenzverteilung
2w 2mhe 2mhe
— =, hw= hwmax =~ 2.82kpT = ,
P A P27 N
hc 1 hc
T=— — it —=144cmK
k5 28 kp o

Beachte: A\jax = A(Wmax) ist die zum Maximum der Frequenzverteilung u(w) zu-
gehorige Wellenldnge, und unterscheidet sich wegen u(w)dw = u(A)dA von der
Wellenlénge, bei der die wellenlingenabhéngige Verteilung u(\) ihr Maximum hat.
Mit den auf dem Aufgabenblatt gegebenen Werten (CMB:\.x = 0,16cm, Erde:
Amax = 1,6 - 1073cm, Sonne: Ay = 0,8 - 107%cm) erhélt man

e Grundstrahlung des Weltalls: T'= 3,2 K,

e Erdoberfliche: T' = 319K ~ 46 °C,

e Sonnenoberflache: T' = 6380K.

Allerdings sind die angegebenen Werte nicht ganz korrekt, genauer sind
e CMB: M\jax = 0,187cm, T =2,73K,
e Sonnenoberfliche: A\pax = 0,88 -107%cm, 7T = 5800K.

Das Emissionsspektrum der Erde kann stiickweise aus schwarzen Strahlern verschie-

dener Temperaturen von 220 K bis 320 K zusammengesetzt werden, mit A\j.x =
1,6 —2,3-1073um.



