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1. System von harmonischen Oszillatoren:
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a.)

Das Phasenraumvolumen ist gegeben durch

Ω(E) =

∫

H≤E

dx1 . . . dxNdp1 . . . dpN .

Mittels Variablentransformation qi =
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m
pi, i = 1, . . .N

qi = ω
√
mxi, i = N + 1 . . . , 2N

erhalten wir
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1

ωN

∫
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Dies entspricht aber gerade dem Volumen einer 2N -dimensionalen Kugel mit Radius
√
2E, womit wir das Phasenraumvolumen wie folgt erhalten:
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1

ωN

πN(2E)N

N !

Die Anzahl der Zustände entspricht nun genau der Ableitung des Phasenraumvolumens
nach der Energie (siehe weiter unten),
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Das ist genau das, was wir physikalisch erwarten, dass die Temperatur durch Gesamt-
energie geteilt durch Anzahl aller Oszillatoren gegeben ist. Bedenken Sie, dass für die
Anwendbarkeit der Stirling-Formel N ≫ 1 sein muss und N ≈ N − 1 mehr als gerecht-
fertigt ist. Man könnte auch schon als Ausdruck für die Entropie so argumentieren, dass
man nur Terme behält, die proportional zu N oder ln(N) sind. In diesem Limes gro”ser
N spielt es nun auch keine Rolle mehr, ob Sie das Phasenraumvolumen nach der Energie
E oder nach dem Radius der Kugel =

√
2E ableiten. Sie könnten sogar gleich den Loga-

rithmus des Phasenraumvolumens berechnen als Ausdruck für die Entropie und würden
nur einen vernachlässigbaren Fehler machen. Die mikrokanonische Entropie würde dann
lauten:
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+ kBN (1)

b.)
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F = −kBT lnZ ⇒ F = −NkBT ln
2πkBT

ω

S = −∂F

∂T
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ω
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V
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ωN
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E=U=NkBT

⇒ Skan − Smikro = kB ln
NkBT

N
= kB ln kBT

oder Skan − Smikro = 0

Letzterer Ausdruck kommt zustande, wenn man Gleichung (1) verwendet. In jedem Fall
verschwindet die relative Differenz im thermodynamischen Limes:

Skan − Smikro

N

N→∞−→ 0



c.)

H =

N∑

i=1

~ω

(

a+i ai +
1

2

)

Z = ZN
1 =

(
∞∑

n=0

e−β~ω(n+1/2)

)N

=

(

e−β~ω/2 1

1− e−β~ω

)N

=

[

2 sinh

(
β~ω

2

)]−N

= Z

F = −kBT lnZ ⇒ F = NkBT ln

[

2 sinh

(
~ω

2kBT

)]

S = −∂F

∂T
⇒ S = −NkB ln

[

2 sinh

(
~ω

2kBT

)]

+N
~ω

2T
coth

(
~ω

2kBT

)

U = F + TS ⇒ U = N
~ω

2
coth

(
~ω

2kBT

)

cV =

(
∂U

∂T

)

V

⇒ cV =
N

kB

(
~ω

2T

)2
1

sinh2
(

~ω
2kBT

)

T → ∞ : U = NkBT, cV = NkB wie klassisch

T → 0 : U = N
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2
Nullpunktsenergie
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2. Reißverschlußmodell eines DNS-Moleküls:

(a) Mikrozustände: {α} =(Anz. offener Bindungen)= {p} , p = 0, 1, 2, . . . , (N − 1) .
Energie: Eα = E(p) = (N − p) Ω
Zustandssumme:
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∑
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(b) Versuche, den Mittelwert als Ableitung der Zustandssumme darzustellen:
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Anteil offener Bindungen für N → ∞ :
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