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1. Master-Gleichung:

Übergangsrate:

W (n,m) = γ
n

Ω
δn,m+1 + γρδn,m−1;

W (m,n) = γ
m

Ω
δm,n+1 + γρδm,n−1

Proportionalitätskonstante γ im folgenden weggelassen, [γ] = m3s−1

(a) Mastergleichung:

∂P (n, t)

∂t
=

∑

m

{W (m,n)P (m, t)−W (n,m)P (n, t)}

=
n + 1

Ω
P (n+ 1, t) + ρP (n− 1, t)−

(n

Ω
+ ρ

)

P (n, t)

P (−1, t) := 0

Stationärer Fall,

MG: 0 =
n+ 1

Ω
xn+1 +

ρ

xn

− n

Ω
− ρ, mit xn :=

P (n)

P (n− 1)

(n+ 1)xn+1 − Ωρ = n− Ωρ

xn

=
nxn − Ωρ

xn

Lösung für allen n: nxn − Ωρ = 0, also

P (n) = Ωρ

n
P (n− 1) und P (n) ∼ (Ωρ)n

n!
⇒ Poisson!

(b)

∂〈n〉
∂t

=

∞∑

n=0

n
∂P (n, t)

∂t
=

∞∑

n=0

n[(n + 1)P (n+ 1, t)− nP (n, t)]

Ω
+

∞∑

n=0

nρ[P (n− 1, t)− P (n, t)]

(Wechsel von Indizes)

=
∞∑

n=0

(−n)

Ω
P (n, t) +

∞∑

n=0

ρP (n, t) = − 1

Ω
〈n〉+ ρ



Variation der Konstanten:

〈n(t)〉 = 〈n(0)〉e− 1

Ω
t + e−

1

Ω
t

∫ 1

0

dτe
1

Ω
τρ = (〈n(0)〉 − Ωρ) e−

1

Ω
t + Ωρ

2. Langevin-Gleichung:

(a)

CV̈ +
V̇

R
+

V

L
− İ0 = δİ −→

[

−ω2C + i
ω

R
+

1

L

]

V − iωI0 = +iωδI

Also

I = (I0 + δI) =
1

iω

[

−ω2C +
iω

R
+

1

L

]

V =
V

Z(ω)

⇒ Z(ω) =
iω

−ω2C + iω
R
+ 1

L

=
1

iωC + 1
R
+ 1

iωL

(b)
〈V (ω)V (ω′)〉 = Z(ω)Z(ω′)〈I(ω)I(ω′)〉 =

= Z(ω)Z(ω′)



I0(ω)I0(ω
′) + I0(ω)〈δI0(ω′)〉

︸ ︷︷ ︸

=0

+ I0(ω
′)〈δI0(ω)〉
︸ ︷︷ ︸

=0

+ 〈δI0(ω)δI0(ω′)〉



 =

= Z(ω)Z(ω′) (I0(ω)I0(ω
′) + 〈δI0(ω)δI0(ω′)〉)

〈δI(ω)δI(ω′)〉 =
∫ ∞

−∞
dtdt′ei(ωt+ω′t′)〈δI(t)δI(t′)〉 = 2kBT

R

∫ ∞

−∞
dtei(ω+ω′)t =

4πkBT

R
δ(ω+ω′)

⇒ 〈δV (ω)δV (ω′)〉 = Z(ω)Z(ω′)〈δI(ω)δI(ω′)〉 = Z(ω)Z(−ω)
4πkBT

R
δ(ω + ω′)

=
4πkBT

R

1
1
R2 +

(
ωC − 1

ωL

)2 δ(ω + ω′) = πδ(ω + ω′)SV (ω)

−→ SV (ω) =
4kBT

R
[

1
R2 + (ωC − (ωL)−1)2

] =
4kBT

R
∣
∣ 1
R
+ i(ωC − (ωL)−1)

∣
∣
2

(c)

〈δV (t)δV (t′)〉 = 1

4π2

∫ ∞

−∞
dωdω′ei(ωt+ω′t′)〈δV (ω)δV (ω′)〉 =

=
1

4π

∫ ∞

−∞
dωdω′ei(ωt+ω′t′)SV (ω)δ(ω + ω′) =

1

4π

∫ ∞

−∞
dωeiω(t−t′)SV (ω)

=
kBTR

π

∫ ∞

−∞
dωeiω(t−t′) ω2

|ω + i (ω2RC −R/L) |2

=
kBT

πRC2

∫ ∞

−∞
dωeiω(t−t′) ω2

∣
∣ω2 − 1

LC
− iω

RC

∣
∣2



=
kBT

πRC2

∫ ∞

−∞
dωeiω(t−t′) ω2

[

ω −
(

i
2RC

+
√
∆
)] [

ω −
(

i
2RC

−
√
∆
)]

× 1
[

ω −
(

− i
2RC

+
√
∆
)] [

ω −
(

− i
2RC

−
√
∆
)]

mit ∆ = − 1
4R2C2 +

1
LC

> 0.

Integriere mit Residuensatz:

{
t > t′ → oben schließen
t < t′ → unten schließen

t>t′−→ 〈δV (t)δV (t′)〉

=
kBT

πRC2
2πie−

t−t
′

2RC







ei(t−t′)
√
∆

(√
∆+ i

2RC

)2

2
√
∆ i

RC

(
i

RC
+ 2

√
∆
) + e−i(t−t′)

√
∆

(

−
√
∆+ i

2RC

)2

−2
√
∆ i

RC

(
2i

2RC
− 2

√
∆
)







=
kBT

2C
√
∆
e−

t−t
′

2RC

{(√
∆+

i

2RC

)

ei(t−t′)
√
∆ +

(√
∆− i

2RC

)

e−i(t−t′)
√
∆

}

=
kBT

C
e−

t−t
′

2RC

{

cos[(t− t′)
√
∆]− 1

RC
√
∆

sin[(t− t′)
√
∆]

}

Analog t < t′ −→ 〈δV (t)δV (t′)〉 = kBT

C
e−

|t−t
′|

2RC

{

cos[(t− t′)
√
∆]− 1

RC
√
∆

sin[|t− t′|
√
∆]

}

3. Fokker-Planck-Gleichung:

(a) Wir gehen aus von der Langevin-Gleichung, die sich aus der Summe der Ströme bei
der Parallelschaltung von Widerstand und Kondensator ergibt:

CV̇ +
V

R
= δI(t)



Die Lösung läuft nun analog zum Abschnitt 3.5.1. aus der Vorlesung:
Die entsprechende Fokker-Planck-Gleichung für die Wahrscheinlichkeitsverteilung
der Spannung V lautet:

∂

∂t
ρ(V, t) = − ∂

∂V

[
α(1)(V, t)ρ(V, t)

]
+

1

2

∂2

∂V 2

[
α(2)(V, t)ρ(V, t)

]

Wir integrieren zunächst die obige Langevin-Gleichung über eine kurze Zeit ∆t:

V (t +∆t)− V (t) = − V

RC
∆t +

1

C

∫ t+∆t

t

dt′δI(t′)

Dann ergibt sich das 1.Moment:

α(1)(V, t) = lim
∆t→0

1

∆t
〈V (t+∆t)− V (t)〉

= lim
∆t→0

1

∆t

〈

− V

RC
∆t +

1

C

∫ t+∆t

t

dt′δI(t′)

〉

= − V

RC
+ lim

∆t→0

1

C∆t

∫ t+∆t

t

dt′〈δI(t′)〉

δI soll Nyquist-Rauschen beschreiben, also gilt 〈δI(t)〉 = 0 und damit schließlich:

α(1)(V, t) = − V

RC

Das 2.Moment ist gegeben durch:

α(2)(V, t) = lim
∆t→0

1

∆t

〈
[V (t +∆t)− V (t)]2

〉

= lim
∆t→0

1

∆t

(

O(∆t2)− 2V

RC
∆t

∫ t+∆t

t

dt′〈δI(t′)〉+ 1

C2∆t

∫ t+∆t

t

dt′dt′′〈δI(t′)δI(t′′)〉
)

Mit Nyquist-Rauschen, 〈δI(t)〉 = 0 und 〈δI(t)δI(t′)〉 = 2kBT
R

δ(t− t′), folgt dann:

α(2)(V, t) =
2kBT

RC2

Somit lautet die Fokker-Planck-Gleichung dann:

∂

∂t
ρ(V, t) = − ∂

∂V

[

− V

RC
ρ(V, t)

]

+
1

2

∂2

∂V 2

[
2kBT

RC2
ρ(V, T )

]

=
1

RC

(

ρ(V, t) + V
∂ρ(V, t)

∂V
+

kBT

C

∂2ρ(V, t)

∂V 2

)

(b) Stationäre Lösung der Fokker-Planck-Gleichung:

∂

∂t
ρ = 0 ⇒ kBT

C

∂2ρ

∂V 2
+ V

∂ρ

∂V
+ ρ

Analog zum entsprechenden Beispiel aus der Vorlesung erhalten wir als Lösung:

ρ(V ) ∝ e
− CV

2

2kBT


