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1. Van-der-Waals Gas und Maxwell-Konstruktion:

a.)

Die Isothermen des Van-der-Waals-Gases haben folgende Form:

AAVAERVY V

Die Anderung der freien Energie ist gegeben durch:
dF = —SdT — PdV + pudN

und bei konstanter Teilchenzahl entlang einer Isothermen:

dF = —PdV
also folgt:
1%
F(V)=F(W) —/ P(V)dVv
Vo

wobei P(V') die aus der Van-der-Waals-Gleichung resultierende Isotherme ist.
Wir finden also F'(V) aus P(V') durch Integrieren:



T<T,
T=T.
T>T.
Schematisch erhalten wir folgende Ergebnisse:
1 oP O*F
Fiur T < Tg gilt: — = — — =
W R T 174 P 761 N

wird negativ fiir V. < V < V5. In diesem Bereich ist die Losung der Van-der-Waals-
Gleichung unphysikalisch. Das homogene Gas ist nicht stabil.

b.)

Eine konvexe freie Energie im unphysikalischen Bereich der Van-der-Waals-Kurven kann
erreicht werden, wenn die Koexistenz zweier Phasen A und B (fliissig, gasformig) ange-
nommen wird. Ein solcher Bereich wird motiviert durch die Tatsache, dass bei Varia-
tion des Drucks zwei physikalische Losungen (zusétzlich zur unphysikalischen) aus der
Van-der-Waals-Gleichung resultieren. Wir bezeichnen im Koexistenzbereich die stabi-
le, physikalisch realisierte Koexistenz-P(V)-Kurve mit Po,(V) und die aus der Van-
der-Waals-Gleichung resultierende mit Py gy (V). Die mechanische Stabilitét erfordert
zunéchst, dass der Druck in den beiden Phasen gleich ist: PAo(V) = Pg(V') = Prpez (V).

Desweiteren andert sich der Druck im Koexistenzbereich nicht mit dem Volumen

Pcoea:(v)|VA<V<VB — PA = PB.

Diese Eigenschaft folgt aus der Bedingung, dass pu4(P,T) und ug(P,T) Funktionen von
lediglich P und T sind (da G(T, P, N) = Nu(T, P)"). Druck P und Temperatur 7" sind
in beiden Phasen gleich, und im Gleichgewicht muss pa(P,T) = pg(P,T) gelten. Da
die Funktionen p4(P,T) und pp(P,T) verschieden sind (das ist die Bedingung dafiir,
dass es sich um zwei verschiedene Phasen handelt), fithrt die Gleichung pa(P,T) =
pp( P, T) auf eine Koexistenzkurve P.,.,(T) in einem P-T-Diagramm. [Bem.: Auf dieser
Koexistenzkurve ist das Gesamtvolumen V' unbestimmt|. Daraus folgt, dass entlang
einer Isotherme (7T'=konstant) im Koexistenzbereich auch der Druck konstant bleiben
muss. [Bem.: Ausserhalb des Koexistenzbereichs existiert die zusitzliche Beschrankung

YAus U =TS —pV +uN und G =U — TS + pV folgt G(T, P, N) = Nu(T, P, N). Dividiert man z.B.
diese Gleichung durch N, steht auf der linken Seite die intensive Gréfie G(T', P, N)/N. Folglich muss auch
auf der rechte Seite eine intensive Grofe stehen und w(T, P, N) kann nicht von N abhéngen, also u(T, P).



pA(P,T) = pug(P,T) nicht, also kann P entlang der Isotherme wieder variieren.] Aus
dem Gesagten folgt, dass die korrekte Isotherme im P — V-Diagramm eine horizontale
Linie ist. Wir miissen also nur noch herausfinden, mit welchem Druck P = P, = Pp
diese horizentale Linie assoziiert ist. Im F'—V -Diagramm entspricht die Koexistenzkurve
einer Geraden mit Anstieg — P4 = —Pp.

Damit [ {iberall eine konvexe Funktion von V' wird, muss die entsprechende Gerade im
Koexistenzbereich in die Tangenten von F' bei V4 und Vg miinden, das heifit,

OF|  _OF|  _F(Vy)-F(Vk)
Vipy WVipy  Va—Vp
V=Vy V=Vp
Benutzen wir nun, dass
\%4:]
Va

so ergibt sich

VB
/ Praw (V)AV = Pa(Vis — V)
Va

PA=Ps |- - - }

V. RY;

Dies ist ein Ausdruck fiir die Maxwell-Konstruktion: Die Flachen zwischen den Van-der-
Waals-Isothermen und der horizontalen Isothermen im Koexistenzbereich sind oberhalb
und unterhalb der horizontalen Isothermen gleich.

c.)

Die Stabilitdt der Koexistenz zweier Teilsysteme A und B erfordert:
Ty =T =T wenn Waermeaustauch moglich ist,

P4 = Ps = P wenn Volumenaustauch moglich ist,

pa = pp = p wenn Teilchenaustauch moglich ist.

Desweiteren folgt aus der Diskussion in b), dass auf einer Isothermen (7'=konstant)
im Koexistenzbereich auch der Druck und das chemische Potential konstant bleiben
miissen, also sogar P4 = Pp und p4 = pp gelten (wobei hier A und B den Zusténden
mit Volumina V4 und Vj entsprechen).

Mittels der Gibbs-Duhem-Beziehung

S V
- _= —dP
dp Ndl + Nd



folgt daraus fiir die Integrale entlang einer Van-der-Waals-Isothermen von Zustand A

nach Zustand B:
B 1 [B

pAI=pB p

B

und wegen pp — pa = 0: / Vvaw (P)dP =0 (Maxwell-Konstruktion)
A

PV P

N? NkgT N? N3ab
(P+—a) (V-Nb) = NkgT = V3 (Nb+ b ) vty 28
Polynom dritten Grades hat 3 komplexe Nullstellen:

(V=V)(V=1)(V-1;3) =0

ist die Normalform. Fiir 7" < T, bei Dampfdruck (Koexistenzdruck) ergeben sich drei
reelle Nullstellen. Fiir 7' = T, bei P, ergibt sich eine dreifache Nullstelle bei V..

= vergleiche 0 = (V — V)? = V3 — 3V V2 + 3V2V — V3

mit obiger Form des Polynoms. Dies liefert drei Gleichungen fiir die Unbekannten P,
V. und T,:

NkpTc , N 3 5 ab
3Vo = Nb Co3VE=——. V3= pN3Z
C + PC 3 C PC y C PC

. a 8 a

und somit: Ve =3Nb; Po = T kpTe = T}

PV 3 D ) . I
C°¢ — 2 Dies ist eine universelle, materialunabhéngige Konstante.
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2. Physikalische Bedeutung der Freien Energie:

Gesamtsystem abgeschlossen:

dUtot =0

Gesamtinderung setzt sich aus Anderungen der Teilsysteme zusammen:
0 =dUipt = dUs, +dUg = dUs, + 0Qg
Wairmeaustausch zwischen > und R:

0Qs = —0Qr = —TrdSr

Zweiter Hauptsatz:
O S dStot - d52 + dSR

= dUs. < TRdSE = d(TRSE)

Wir betrachten nun zwei Gleichgewichtszustédnde des Teilsystems 3, zwischen denen
sich das Teilsystem auf moglicherweise irreversible Weise dndert (z.B. durch Fluktua-
tionen oder durch plotzliche zeitabhéngige Prozesse mit einer anschlieBenden Relaxati-
on ins neue Gleichgewicht). Am Anfang und am Ende eines solchen Prozesses ist das
Teilsystem Y in einem Zustand mit wohldefinierter Temperatur 7% = Tx. [Bem.: im
Nichtgleichgewicht braucht die Temperatur in > nicht wohldefiniert zu sein, obwohl
die Temperatur in R immer wohldefiniert und gleich Tg ist.] Es gilt dann fiir kleine
Anderungen dUs, von einem Gleichgewicht in ein anderes,

da Ty, = TR = dUg < ngSg = d(TgSE)

Dies ist eine Ungleichung, da der Warmeaustausch zwischen den beiden Gleichgewichts-
zustdnden irreversibel sein kann. D.h. d(Us, —T%Sy;) < 0 gilt immer, solange ein System
an ein Warmebad gekoppelt bleibt.

Das bedeutet aber, dF' < 0. Die Helmholtzsche Freie Energie ist im Gleichgewicht
minimal.



