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1. Elektron-Phonon-Streuung:

(a) Die Gesamtstreurate lautet wie angegeben

τ−1
pσ =

∑
p′

(
1− f(εp′σ)

)
(W+

pσ→p′σ +W−pσ→p′σ) .

Der Ausdruck ergibt sich durch eine Summe über alle Endzustände (p′σ) wobei die
einzelnen Übergangsraten noch mit der Wahrscheinlichkeit das der jeweilige End-
zustand unbesetzt ist gewichtet werden müssen. Hier wurde schon berücksichtigt,
dass die Elektron-Phonon-Streuung spinerhaltend ist. Allgemein müssten die Raten
W±pσ→p′σ′ berechnet werden, und auch über den Spin der Endzustände σ′ summiert
werden.

(b) Zunächst müssen die Matrixelemente

〈npσ = 0, np′σ = 1, nqλ ∓ 1|Hel−ph|npσ = 1, np′σ = 0, nqλ〉 ,

für
Hel−ph =

∑
p,q,σ,λ

gel−phq,λ c†p+q,σcp,σ(aq,λ + a†−q,λ)

berechnet werden.

Ruft man sich in Erinnerung

cp,σ |np,σ′ =1〉 =
(
−1
)∑
j<p

nj

|np,σ=0〉 cp,σ |np,σ=0〉 = 0

c†p,σ |np,σ=0〉 =
(
−1
)∑
j<p

nj

|np,σ=1〉 c†p,σ |np,σ=1〉 = 0

aq,λ |nq,λ〉 =
√
nq,λ |nq,λ−1〉 a†q,λ |nq,λ〉 =

√
nq,λ+1 |nq,λ+1〉

erhält man direkt

〈npσ = 0, np′σ = 1, nqλ ∓ 1|Hel−ph|npσ = 1, np′σ = 0, nqλ〉

=
∑

p̄,q̄,σ′,λ′

gel−phq̄,λ′ 〈npσ = 0, np′σ = 1, nqλ ∓ 1|c†p̄+q̄,σ′cp̄,σ′(aq̄,λ′ + a†−q̄,λ′)|npσ = 1, np′σ = 0, nqλ〉

=
∑

p̄,q̄,σ′,λ′

gel−phq̄,λ′ 〈nqλ ∓ 1|(aq̄,λ′ + a†−q̄,λ′)|nqλ〉 δp,p̄δσ,σ′δp̄+q̄,p′

= gel−phq,λ δ(p′ − p∓ q)

{ √
nq√

nq + 1

}
und damit für die Raten aus Goldener Regel

W±p→p′ =
2π

~
∑
q,λ

∣∣〈np = 0, np′ = 1, nq ∓ 1|Hel−ph|np = 1, np′ = 0, nq〉
∣∣2δ(εp′ − εp ∓ ~ωq)

=
2π

~
∑
q,λ

|gel−phq,λ |2δ(εp′ − εp ∓ ~ωq)δ(p′ − p∓ q)

{
nq

nq + 1

}



(c)

W+
p→p′

W−p′→p
=

2π
~
∑

q,λ |g
el−ph
q,λ |2δ(εp′ − εp − ~ωq)δ(p′ − p− q)Nq

2π
~
∑

q,λ |g
el−ph
q,λ |2δ(εp − εp′ + ~ωq)δ(p− p′ + q)(Nq + 1)

=
nB(εp′ − εp)(

nB(εp′ − εp) + 1
) =

(
1

e(εp′−εp)β − 1

)(
e(εp′−εp)

e(εp′−εp)β − 1

)−1

= exp(−
εp′ − εp
kT

)

Das Verhältnis der Übergangsraten erfüllt also die Bedingung des detaillierten
Gleichgewichts.

(d) Wir setzen nun die Ergebnisse fürW± und die gegebene Kopplungskonstante gel−phq,λ =

g0

√
ωq/ωD in den Ausdruck für die Gesamtstreurate ein, und schreiben die Impuls-

summen in Integrale um. (~ = 1)

τ−1
p,σ = 2π3g2

0

∫
d3p′

(2π)3

d3q

(2π)3

[
1− f(εp′σ)

] ωq

ωD

×
(
nB(ωq)δ(p−p′+q)δ(εp′−εp−ωq)+

(
nB(ωq)+1

)
δ(εp−εp′−ωq)δ(p−p′−q)

)
Durch die Impulserhaltung läßt sich eine Integration eliminieren

Variante 1: Wir eliminieren p′ und führen die q-Integration explizit aus

τ−1
p,σ = 3

g2
0

(2π)2

∫
d3q

(2π)3

ωq

ωD

([
1− f(εp+qσ)

]
nB(ωq)δ(εp+q − εp − ωq)

+
[
1− f(εp−qσ)

](
nB(ωq) + 1

)
δ(εp − εp−q − ωq)

)
Jetzt benutzen wir die expliziten Dispersionsrelationen. Für die Elektronen gilt
ε(p) = ε(p) = p2/2m∗ ,wobei m∗ die effektive Masse bezeichnet (im Festkörper),
für die Phononen im Debeye-Modell ωq = cq, (q = |q|, ωq ≤ ωD).

Wir drehen das Koordinatensystem so, dass p in z-Richtung zeigt. Dann gilt p ·q =
pq cos θ = 2m∗

√
εpεq cos θ und

εp±q =
(p± q)2

2m∗
= εp + εq ± 2

√
εpεq cos θ = εp +

q2

2m∗
± pq cos θ

m∗

Damit erhält man für die Argumente der δ-Funktionen

εp+q − εp − ωq =
q2

2m∗
+
pq cos θ

m∗
− cq

εp−q − εp + ωq =
q2

2m∗
− pq cos θ

m∗
+ cq.

Nicht vergessen sollte man noch die innere Ableitung

δ(f(x)) =
∑
i

δ(x− xi)
|f ′(x0)|

, xi einfache Nullstellen von f(x) (1)



Mit der Vorarbeit bekommt man dann die inverse Lebensdauer

τ−1
p,σ =3

g2
0

(2π)5

∫
q2dq

∫ π

−π
dφ

∫ 1

−1
dcos θ

ωq
ωD

([
1− f(εp + ωq)

]
nB(ωq)δ(εp+q − εp − ωq)

+
[
1− f(εp − ωq)

](
nB(ωq) + 1

)
δ(εp − εp−q − ωq)

)
=3

g2
0

(2π)4

∫
q2dq

ωq
ωD

(
2m∗

pq

[
1− f(εp + ωq)

]
nB(ωq) +

2m∗

pq

[
1− f(εp − ωq)

](
nB(ωq) + 1

))

=3
g2

0

(2π)4

2m∗

pc3ωD

ωD∫
0

dωq ω
2
q

([
1− f(εp + ωq)

]
nB(ωq) +

[
1− f(εp − ωq)

](
nB(ωq) + 1

))
Variante 2: Wir eliminieren p′ und benutzen gleich die Phononenzustandsdichte.
F (ωq) = ω2

q/c
3Θ(ωq−ωD). Dabei allerdings noch die Winkelmittelung durchgeführt

werden. ∫
d3q =

∫
dωF (ω)

∫
dΩ

4π

Variante 3: Wir eliminieren q und benutzen die Elektron-Zustandsdichte N(ε) =
m∗3/2

√
ε/
√

2π2. Auch hier muss die Winkelmittelung durchgeführt werden, zusätz-
lich muss beachtet werden, dass der Impulsübertrag nur ωq ≤ ωD sein kann.
Die entscheidenden Schritte funktionieren bei beiden Varianten wie bei Variante 1.

(e) Temperaturabhängigkeit der Lebensdauer

Zuerst betrachten wir den Fall T = 0, dabei gilt:

nB(ωq)
T→0−−−→ δ(ωq) und

[
1− f(ε)

] T→0−−−→ Θ(ε− εF)

Die Terme mit nB tragen also nichts bei und

τ−1
ε (T = 0) ∝

ωD∫
0

dω ω2Θ(ε− εF − ω) =

ε−εF∫
0

ω2dω = (ε− εF)3 (2)

Setzen wir dagegen ε = εF:

τ−1
εF

(T ) ∝
∫ ωD

0
dω ω2

(
1− 1

eβω + 1

)(
1

eβω − 1

)
+

(
1− 1

e−βω + 1

)(
1

eβω − 1
+ 1

)

=

ωD∫
0

dω
ω2

sinh(ω)
= T 3

ωD
kT∫
0

dx
x2

sinh(x)

Da wir ωD
kT � 1 betrachten sieht man, dass das Integral nur schwach mit der (tem-

peraturabhängigen) oberen Grenze variiert.



2. Tight-Binding-Modell:

Wir verwenden die Transformation von Wannier- zu Blochzuständen

c†rσ =
1√
ND

BZ∑
k

eik·rc†kσ (3)

crσ =
1√
ND

BZ∑
k

e−ik·rckσ (4)

(5)

und erhalten

H = −t
∑
〈r,r′〉,σ

c†rσcr′σ + c†r′σcrσ (6)

= − t

ND

∑
〈r,r′〉,σ

BZ∑
k,k′

eik·r−ik
′·r′c†kσck′σ + eik

′·r′−ik·rc†k′σckσ (7)

(8)

Für eine allgemeine Gitterkonstante a = (a1, a2, . . . , aD) und r = (a1n1, a2n2, . . . , aDnD)
berechnen wir

1

ND

∑
〈r,r′〉

∑
k,k′

eik·r−ik
′·r′ =

1

ND

D∑
j=1

N−1∑
n=1

BZ∑
k,k′

eiajkjn−iajk
′
j(n+1) (9)

=
1

ND

D∑
j=1

N−1∑
n=1

BZ∑
k,k′

eiaj(kj−k′j)ne−iajk
′
j (10)

=
D∑
j=1

BZ∑
k

e−iajkj für kj − k′j = 2π/aj und N →∞ (11)

Einsetzen liefert

H = −t
BZ∑
k

∑
σ

D∑
j=1

(
e−ikjaj + eikjaj

)
c†kσckσ (12)

= −2t
BZ∑
k

∑
σ

D∑
j=1

cos(kjaj)c
†
kσckσ (13)

Wir finden die Dispersionsrelation

ε(k) = −2t

D∑
j=1

cos(kjaj) (14)


