Dissipation in gekoppelten
Qubit-Oszillator-Systemen

Stephan André

Diplomarbeit
am Institut fiir Theoretische Festkorperphysik

Universitiat Karlsruhe

Referent: Prof. Dr. Gerd Schon
Institut fiir Theoretische Festkérperphysik
Universitat Karlsruhe

Korreferent: Prof. Dr. Alexander Shnirman

Institut fiir Theorie der Kondensierten Materie
Universitat Karlsruhe

24. September 2008






Inhaltsverzeichnis

1 Einleitung

1.1

Aufbau der Diplomarbeit . . . . . . .. .. ... ... ...

2 Grundlagen

2.1

2.2

Quantenmechanische Stromkreise . . . . . . ... ... ... .....
2.1.1 Der quantenmechanische LC-Schwingkreis . . . . . .. . ...
2.1.2  Josephson-Kontakte . . . . ... ... .. ... ........
2.1.3 Fluss-Qubits . . . . . . ..o
2.1.4 Ladungs-Qubits . . . . . .. ... ... ... o
Quantendissipation . . . . . . .. ..
221 Modell . . . . .o
2.2.2 Master-Gleichung . . . . . ... ... oo
2.2.3 Heisenberg-Langevin-Gleichungen . . . . . . . . .. ... ...

3 Fluss-Qubit-Laser

3.1
3.2
3.3

Modell . . . . . . .
Losungsmethode . . . . . . . . Lo oL
Stationdre Eigenschaften . . . . . . . .. .. ...
3.3.1 Verteilungsfunktionen . . . . . .. ... ...
3.3.2 Variation der Relaxationsrate . . . . ... ... ... ... ..

3.3.3 Einfluss von reiner Dephasierung . . . . . . .. .. ... ...

4 SSET-Laser

4.1
4.2
4.3

Modell . . . . . o o
Stationdre Gleichungen . . . . . . . . . ... o oL
Phasendiffusion . . . . . .. ... oo o
4.3.1 Auswertung der Korrelationsfunktionen . . . . . . . . . . . ..

4.3.2 Phasendiffusionsrate und Frequenzverschiebung . . . . . . ..

1

11
11
11
13
16
17
18
19
20
24

27
28
29
31
33
35
38



2 INHALTSVERZEICHNIS

4.4 Injection locking . . . . .. ... Lo 02
4.4.1 Analytische Ergebnisse in Resonanz . . . . . . ... ... ... 53

4.4.2 Numerische Ergebnisse . . . . .. ... ... ... ... .... o6

5 Zusammenfassung 61
5.1 Ausblick . . . . .. 63

A Diffusionskoeffizienten fiir das Qubit 65
B Diffusionsrate im getrieben Fall 69

Literaturverzeichnis 73



Kapitel 1
Einleitung

Supraleitende Stromkreise mit Josephson-Kontakten konnen trotz ihrer makrosko-
pischen Dimensionen quantenmechanisches Verhalten zeigen [1]. Aus diesem Grund
wurden sie in den letzten Jahrzehnten intensiv untersucht. Unter bestimmten Vor-
aussetzungen lassen sie sich durch wenige makroskopische, quantenmechanische Frei-
heitsgrade beschreiben. Viele Experimente haben sich der Untersuchung von quan-
tenmechanischen Phinomenen in diesen Stromkreisen gewidmet. Zu den wichtigen
Durchbriichen gehért die Beobachtung von makroskopischem Quanten-Tunneln |2, 3]
(MQT) und der Quantisierung der Energie [4]; weiterhin konnten Superpositionen

von Zustdnden nachgewiesen werden [5, 6, 7.

Ein Grund fiir das grofte Interesse an supraleitenden Stromkreisen mit Josephson-
Kontakten ist ihre potentielle Verwendung in der Quanteninformationsverarbeitung
|8]. Das ehrgeizigste Ziel der Quanteninformation stellt der Bau eines Quantencom-
puters dar. Im Gegensatz zu herkémmlichen Computern benutzen letztere keine
klassischen Bits, sondern sog. Qubits, quantenmechanische Zwei-Zustands-Systeme,
als Grundbausteine. Ein Quantencomputer kénnte Aufgaben {ibernehmen, die weit
jenseits der Moglichkeiten heutiger Rechner liegen [9], z.B. die Zerlegung einer grofsen
Zahl in Primzahlen, was bei der Verschliisselung von Daten eine zentrale Bedeutung
hat.

Zurzeit gibt es mehrere physikalische Systeme, die zur Realisierung von Qubits
in Frage kommen, und von denen jedes seine Vor- und Nachteile hat. Letzteres misst
sich daran, inwieweit ein System den Di Vincenzo-Kriterien geniigt [10]. Dazu gehort
eine lange Kohérenzzeit und die Moglichkeit, den Zustand von Qubits gezielt zu
manipulieren. Mogliche Kandidaten stellen neben supraleitenden Qubits z.B. auch

Tonen in elektrischen Fallen, Kernspins und Cavity-QED-Systeme dar [11].
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4 KAPITEL 1. EINLEITUNG

Supraleitende Qubits haben den grofen Vorteil, dass sie einfach in elektrische
Schaltungen integrierbar und prinzipiell zu grofen Systemen hin skalierbar sind [12].
Weiterhin gelten sie als flexibel, da sich ihre Eigenschaften leicht durch dufere Pa-
rameter steuern lassen und man die Kopplung zwischen Qubits gezielt ein- und aus-
schalten kann. Diese grofe Flexibilitat hat jedoch auch eine erheblichen Kopplung an
die elektromagnetische Umgebung zur Folge, was zu kurzen Kohérenzzeiten fiihrt.
Supraleitende Qubits werden durch verschiedenen Arten des Rauschen beeintréch-
tigt, darunter 1/ f-Rauschen: Damit bezeichnet man niederfrequentes Rauschen, das
beispielsweise von langsamen Fluktuationen von Hintergrundladungen herriihrt und

mafgeblich zur Dekohérenz beitriagt [13].

Die Kopplung eines Qubits an ein quantenmechanisches elektromagnetisches Feld
fithrt zum Gebiet der Circuit-Quantenelektrodynamik (Circuit QED). Der Name
lehnt sich an die Cavity-QED an, wo die Wechselwirkung zwischen einem einzel-
nen Atom und einem Photon untersucht wird. In der Circuit QED iibernimmt ein
supraleitendes Qubit die Rolle des Atoms; als Resonator dient beispielsweise ein

1-dimensionaler Wellenleiter oder ein LC-Schwingkreis.

Aufgrund des grofen effektiven Dipolmoments von sog. kiinstlichen Atomen lasst
sich in Circuit-QED-Systemen der Bereich der starken Kopplung relativ leicht er-
reichen; infolgedessen gelang in einer Reihe von Experimenten die Beobachtung von
quantenoptischen Phénomenen [14, 15, 16, 17, 18|. Fiir Qubit-Oszillator-Systeme
gibt es viele Anwendungsmoglichkeiten: Sie konnen verwendet werden, um Qubits
zu koppeln |19, 20|, um einzelne Photonen zu erzeugen [21| oder Messungen an
Qubits durchzufiihren.

Eine weitere Anwendung sind Single-Qubit-Laser [22, 23|. Dabei wird im Qubit
durch einen Pumpmechanismus eine Inversion erzeugt (der angeregte Zustand stér-
ker bevolkert als der Grundzustand); aufgrund der starken Kopplung kann dies zu
einer deutlichen Erh6hung der Photonenzahl im Resonator fithren. In Single- Qubit-
Coolern wird ein dhnlicher Mechanismus ausgenutzt, um den Resonator zu kiihlen

[23]. Das Qubit fiihrt dabei Energie vom Resonator an seine Umgebung ab.

Die vorliegende Diplomarbeit ist durch zwei Experimente motiviert, in denen

Single-Qubit-Laser realisiert werden konnten. Das erste Experiment wurde an den
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Abbildung 1.1: Schematischer Aufbau des SSET-Experiments: In Anwesenheit einer

Spannung V; findet Einzel-Elektron-Tunneln statt. Uber einen zweiten Josephson-

%)

Kontakt kénnen Cooper-Paare auf die supraleitende Insel nachtunneln. Die iiber-

schiissige Energie bei diesem Zyklus flieft in den Resonator.

NEC Nano Electronics Research Laboratories in Japan durchgefiihrt [22]. Der Auf-
bau ist in Abbildung 1.1 skizziert. Als kiinstliches Atom fungiert dabei ein Ladungs-
Qubit, dessen Energieaufspaltung durch eine dufere Gate-Spannung V; kontrolliert
wird. Bei hinreichend niedrigen Temperaturen spielen nur die Ladungszusténde |0)
und |2) eine Rolle, die sich um ein Cooper-Paar unterscheiden. Das Qubit ist kapa-
zitiv an einen Wellenleiter mit einer Resonanzfrequenz wy /27 ~ 10 GHz gekoppelt.

Der Pumpmechanismus entsteht durch das Anbringen einer weiteren Elektrode
an die supraleitende Insel. In Anwesenheit einer Spannung V}, zerfillt dabei der Zu-
stand |2) durch zweimaliges inkohérentes Einzel-Elektron-Tunneln in den Zustand
|0). Wenn die Ladungszustinde die gleiche Energie haben, vervollstandigt kohéren-
tes Josephson-Tunneln anschliefend den sog. Josephson Quasiteilchen-Zyklus (JQP-
Zyklus).

Durch Verdndern der Gate-Spannung kann das Ladungs-Qubit in Resonanz mit
dem Wellenleiter gebracht werden. Bei geeigneter Wahl der Parameter entspricht
der angeregte Zustand des Qubits ungefihr dem Ladungszustand |0); das Einzel-
Elektron-Tunneln bewirkt somit eine Inversion im Qubit. Letzteres kann nun durch
Abgabe eines Energiequants an den Resonator in den Zustand |2) zuriickkehren,
wahrend sich die Photonenzahl im Resonator um 1 erh6ht. Dieser Photon-unterstiitzte
JQP-Zyklus sorgt fiir das beobachtete laserartige Verhalten.

Im Experiment wurde die vom Resonator emittierte Strahlung gemessen. Dabei

wurde im Bereich der Ein-Photon-Resonanz eine starke Erhchung der Strahlungs-
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Abbildung 1.2: Schematischer Aufbau des Jena-Experiments: Ein duferes Magnet-
feld treibt das Qubit zu Rabi-Oszillationen. Diese langsamen Rabi-Oszillationen sind
in Resonanz mit dem LC-Schwingkreis und fiihren zu einer Erhohung der Spannungs-

fluktuationen.

leistung im Vergleich zum nichtresonanten Fall beobachtet. Die Zahl der Photonen
im laserartigen Zustand wurde auf ~ 30 eingeschitzt, wihrend die thermische Pho-
tonenzahl (weit aukerhalb der Resonanz) unterhalb 1 lag. Gleichzeitig wurde eine

deutliche Verringerung der Linienbreite des Resonators gemessen.

In einem weiteren Versuch wurde der Resonator durch ein duferes Signal ange-
trieben. Dieses injection locking genannte Verfahren dient dazu, die Phase der emit-
tierten Strahlung zu fixieren und die Linienbreite des Lasers weiter zu verringern.
Der Einfluss des Qubits in Resonanz war auch hier deutlich in einer Verstirkung des

Signals sowie einer Verschiebung der Phase zu beobachten.

Das zweite Experiment wurde in Jena durchgefiihrt [24] und ist in Abbildung
1.2 dargestellt. In diesem Fall wird ein Fluss-Qubit verwendet. Der Resonator ist ein
LC-Schwingkreis, der induktiv an das Fluss-Qubit gekoppelt ist. Die Besonderheit
des Experiments liegt darin, dass die Frequenz des Resonators wy/2m =~ 6 MHz sehr
viel kleiner ist als die Frequenz des Qubits AFE /271 ~ 1 GHz, so dass keine direk-
te Resonanz zwischen beiden erreicht wird. Stattdessen wird das Qubit durch ein
aufkeres Magnetfeld zu Rabi-Oszillationen getrieben. Die Grundidee besteht darin,

diese langsamen Rabi-Oszillationen in Resonanz mit dem Oszillator zu bringen.

Der Inversionsmechanismus entsteht durch das Zusammenspiel von Antrieb und
Relaxation des Qubits. Die gemeinsamen Eigenzustinde des Qubits und des trei-
benden Feldes, die durch die Rabi-Frequenz getrennt sind, unterliegen Anregungs-

und Relaxationsprozessen, wobei die jeweiligen Raten von der Antriebsfrequenz wy



abhéngig sind [25]. Bei blauer Verstimmung, d.h. fiir wy > AFE, ist die Anregungs-
rate grofer als die Relaxationsrate, somit kommt es zu einer Inversion. Physikalisch
gesehen liefert das treibende Feld mehr Energie als notig, um das Qubit anzuregen;
die iiberschiissige Energie fliefst in den Oszillator.

Bei diesem Experiment wurden die Spannungsfluktuationen am LC-Schwingkreis
gemessen. Im ungekoppelten Fall war das Spektrum der Fluktuationen durch eine
einfache Lorentzkurve um die Resonanzfrequenz wy gegeben. Die Anwesenheit des
getriebenen Qubits fiihrte hier zu einer deutlichen Erh6hung dieser Resonanzkurve,
was ein Hinweis auf einen Anstieg der Photonenzahl im Oszillator ist. Das Expe-
riment wurde spéter in einem anderen Parameterbereich wiederholt [23]; auch hier
war eine Erhéhung der Resonanzkurve zu beobachten, begleitet von einer Verringe-

rung der Linienbreite.

Beide Experimente zeigen, dass laserartiges Verhalten in gekoppelten Qubit-
Ostzillator-Systemen erreicht werden kann. Single-Qubit-Laser haben dabei viele Ge-
meinsamkeiten mit Cavity-QED Systemen, arbeiten aber in einem verschiedenen
Parameterbereich. Ein grofer Unterschied liegt in der Qubit-Oszillator-Kopplung,
die weitaus stirker als die Atom-Feld-Wechselwirkung sein kann. Ein weiterer Un-
terschied ist die starke Anbindung von Qubits an die Umgebung, die zu groferen
Dekohérenzeffekten fiihrt als in der Cavity-QED. Deshalb sind die {iblichen Metho-
den der Quantenoptik nicht immer anwendbar und kénnen zu ungenauen oder sogar

falschen Ergebnissen fiihren.

In dieser Diplomarbeit werden gekoppelte Qubit-Oszillator-Systeme mit Hin-
sicht auf laserartiges Verhalten untersucht. Dabei werden zwei unterschiedliche Her-
angehensweisen verwendet: Die erste Methode benutzt die numerische Losung der
Liouville-Gleichung fiir die Dichtematrix des Single-Qubit-Lasers im stationéren Li-
mit ¢ — oo; aus der Kenntnis der Dichtematrix lassen sich Erwartungswerte und
auch Verteilungsfunktionen berechnen. Dieses Verfahren erfordert als Néherung ei-
ne Beschriankung des unendlich-dimensionalen Hilbertraums der Oszillator-Zusténde
auf endliche Dimensionen.

Mit dieser Methode wird das System aus dem Jena-Experiment untersucht. Es
wird gezeigt, dass das getriebene Fluss-Qubit zu laserartigem Verhalten im LC-
Schwingkreis, gekennzeichnet durch eine deutliche Erhohung der mittleren Photo-
nenzahl gegeniiber dem thermischen Gleichgewicht fiihren kann. In diesem System

spielt Dissipation eine zentrale Rolle, da Relaxationseffekte des Fluss-Qubits laserar-
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tiges Verhalten erst ermoglichen. Es stellt sich heraus, dass die mittlere Photonenzahl
eine nichtmonotone Abhingigkeit von der Relaxationsrate besitzt. Weiterhin hingt
auch die Form der Verteilungsfunktion der Photonen im Resonator wesentlich von
der Grofse der Relaxationsrate ab. Auferdem wird gezeigt, dass auch die Anwesen-
heit reiner Dephasierung des Fluss-Qubits das Verhalten des Single-Qubit-Lasers in

starkem MafRe beeinflusst.

Die zweite Methode besteht in der Untersuchung der Bewegungsgleichungen fiir
die Systemoperatoren. Dieses Verfahren bietet Zugang zu zeitabhéngigen Grofen
wie der Korrelationsfunktion des Oszillators, die das Emissionsspektrum des Single-
Qubit-Lasers definiert. Als Ndherung miissen bei dieser Methode bestimmte Er-
wartungswerte von Operator-Produkten faktorisiert werden. Dabei muss allerdings
beriicksichtigt werden, dass dies aufgrund der starken Kopplung zwischen dem Qubit
und dem Oszillator nicht bei allen Erwartungswerten zuléssig ist.

Dieser Weg erlaubt die Herleitung von analytischen Ausdriicken fiir die Lini-
enbreite und die Frequenzverschiebung der vom Resonator emittierten Strahlung;
dabei zeigen sich im Bereich starker Kopplung Unterschiede zu herkommlichen Er-
gebnissen der Quantenoptik. Wenn der Resonator zusétzlich durch ein dufleres Feld
getrieben wird, entsteht ein neuer Beitrag im Emissionsspektrum: Der Single-Qubit-
Laser verstiarkt das externe Signal. Dieser Fall wird mit Hilfe der Master-Gleichung

numerisch untersucht.
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1.1 Aufbau der Diplomarbeit

Die Diplomarbeit ist wie folgt gegliedert:

Das zweite Kapitel behandelt einige Grundlagen, die fiir die Diplomarbeit rele-
vant sind. Im ersten Teil des Kapitels werden dabei die wichtigsten Eigenschaften
von supraleitenden Qubits zusammengefasst. Der zweite Teil befasst sich mit Dis-
sipation in quantenmechanischen Systemen. Es werden dabei zwei Methoden zur

Behandlung von Dissipation vorgestellt.

Im dritten Kapitel werden zeitunabhéngige Figenschaften von Single-Qubit-Lasern
behandelt; als Beispiel wird konkret das System aus dem Jena-Experiment betrach-
tet. Durch Losung der Master-Gleichung fiir die Dichtematrix des Single-Qubit-
Lasers werden die mittlere Photonenzahl und die Photonenverteilung im Resonator
berechnet. Dabei wird insbesondere der Einfluss der Dissipation auf den stationiren

Zustand des Single-Qubit-Lasers untersucht.

Das vierte Kapitel befasst sich mit der Untersuchung der Korrelationsfunktion
des Oszillators, die das Emissionsspektrum des Single-Qubit-Lasers bestimmt. Es
werden analytische Ausdriicke fiir die Linienbreite und die Frequenzverschiebung
hergeleitet und Unterschiede zu herkémmlichen quantenoptischen Theorien aufge-
zeigt. Im zweiten Teil des Kapitels wird das Verhalten des Single-Qubit-Lasers unter

Einfluss eines externen kohérenten Signals untersucht, das den Oszillator antreibt.

Im fiinften Kapitel werden die Ergebnisse der Diplomarbeit zusammengefasst.

Aufterdem wird ein Ausblick auf noch offene Probleme gegeben.

In den Anhéngen A und B werden schlieflich Rechnungen und Herleitungen

prasentiert, die im Haupttext ausgelassen wurden.
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Kapitel 2
Grundlagen

Dieses Kapitel befasst sich mit einigen Grundlagen, die fiir die Diplomarbeit von
Bedeutung sind und besteht aus zwei Teilen: Zuerst werden supraleitende Qubits
behandelt und ihre wichtigsten Eigenschaften zusammengefasst. Danach werden
zwei unterschiedliche Methoden vorgestellt, die die Behandlung von Dissipation in
quantenmechanischen Systemen erlauben: die Master-Gleichung und die Heisenberg-

Langevin-Gleichungen.

2.1 Quantenmechanische Stromkreise

Die Systeme, die hier untersucht werden sollen, bestehen aus supraleitenden Strom-
kreisen. Trotz ihrer makroskopischen Dimensionen zeigen sie unter bestimmten Vor-
aussetzungen quantenmechanisches Verhalten. Im Folgenden sollen diese Voraus-
setzungen kurz erldutert und die grundlegenden Eigenschaften dieser Stromkreise

beschrieben werden.

2.1.1 Der quantenmechanische LC-Schwingkreis

Ein quantenmechanischer LC-Schwingkreis besteht aus einer Kapazitiat C' und einer
Induktivitét L in einem supraleitenden Ring (siehe Abbildung 2.1). Der Schwingkreis
kann durch einen einzigen kollektiven Freiheitsgrad, den magnetischen Fluss ® in der
Induktivitét, beschrieben werden |26]. Der Hamilton-Operator fiir dieses System ist
H = % + %, wobei ¢ die Ladung auf dem Kondensator bezeichnet, und stellt einen
harmonischen Oszillator mit der Resonanzfrequenz wy = vLC dar. Im Gegensatz

zur klassischen Beschreibungsweise sind ® und ¢ Operatoren, die nicht miteinander

11



12 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

Abbildung 2.1: LC-Schwingkreis.

kommutieren, [®, q] = ih.
Durch Einfiihrung der iiblichen Erzeugungs- und Vernichtungsoperatoren a'!)

lasst sich H auch folgendermafien darstellen:

H = hwg (aTa + %) : (2.1)
Wie schon angesprochen, gibt es bestimmte Voraussetzungen fiir das Auftreten von
quantenmechanischen Effekten [27]. Zunéchst einmal diirfen die verwendeten Metalle
keinen Widerstand besitzen, da die Anwesenheit von Dissipation die Quantenkoha-
renz zerstort; aus diesem Grund werden supraleitende Materialien verwendet, was
eine hinreichend niedrige Temperatur erfordert. Als weitere wichtige Voraussetzung
muss die Temperatur auch deutlich kleiner sein als die Differenz der Eigenenergien
des Oszillators, kT < hwy, um den Einfluss von thermischen Fluktuationen zu

begrenzen.

Wenn die oben genannten Voraussetzungen erfiillt sind, verhélt sich das System
quantenmechanisch. Dies fiihrt beispielsweise dazu, dass die Ladung auf der Kapazi-
tat nicht mehr einfach durch eine Zahl beschrieben werden kann, sondern durch eine
kohirente Uberlagerung verschiedener Ladungskonfigurationen. Allgemein wird das
Auftreten von quantenmechanischen Effekten in makroskopischen Systemen unter

dem Begrift Makroskopische Quantenkohdrenz zusammengefasst.

Der eben beschriebene LC-Schwingkreis bildet ein einfaches Beispiel fiir einen
linearen Stromkreis. Dies dufsert sich u.a. darin, dass die Eigenenergien dquidistant
sind. Wie sich allerdings zeigen wird, werden zum Verarbeiten von Quanteninfor-
mation nichtlineare Bauelemente bendétigt; ein solches Element bilden Josephson-
Kontakte.
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Abbildung 2.2: Links: Josephson-Kontakt; rechts: Ersatzschaltbild und Schaltsym-
bol.

2.1.2 Josephson-Kontakte

In konventionellen Supraleitern geschieht der Ladungstransport durch Cooper-Paare,
d.h. Paare von Elektronen, die einer attraktiven, durch Phononen vermittelten Wech-
selwirkung unterliegen. Eine Energieliicke A im Anregungsspektrum der Quasi-
Teilchen sorgt dabei fiir die widerstandslose Stromleitung. Das grundlegende Merk-
mal des supraleitenden Zustands ist die Existenz einer makroskopischen Wellenfunk-
tion (7, t) = |V(7, t)|exp [1®(7, )] fiir die Cooper-Paare [28|; dabei ist ng(7,t) =
| W (7, ¢)|* die lokale Dichte der supraleitenden Elektronen.

Die Bedeutung der Phase hingegen wurde zum ersten Mal durch Josephson be-
tont [29]. Er zeigte, dass eine Phasendifferenz ¢ (im Folgenden Phase genannt) zwi-
schen zwei Supraleitern, die durch eine isolierende Schicht getrennt sind, zu einem
supraleitenden Strom fiihrt:

I, = Iysinp. (2.2)
Iy ist dabei der maximale Suprastrom, der durch die Schicht fliefsen kann und durch

aufere Parameter festgelegt. Die Zeitabhéngigkeit der Phase ist durch die Spannung
V' zwischen den Supraleitern bestimmt:

hp = 2eV. (2.3)

Zusammen fithren diese beiden Gleichungen zu der Beziehung I = (1'()2—h6 cos go) V,

was einer nichtlinearen Induktivitit L; = L@ entspricht.

2elq cos

Ein Josephson-Kontakt besteht aus einer 2 — 3 nm diinnen, isolierenden Schicht

zwischen zwei massiven Supraleitern. Ein solcher Kontakt kann als Parallelschaltung
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(D o

U

Abbildung 2.3: Links: Josephson-Kontakt mit dufserer Stromquelle; I, ist der von
der Quelle zugefiihrte Strom. Rechts: Zugehoriges Waschbrett-Potential.

eines Josephson-Tunnel-Elements (dargestellt durch ein Kreuz) und seiner intrini-
schen Kapazitit C beschrieben werden (siehe Abbildung 2.2). Abbildung 2.3 zeigt
ein einfaches Beispiel fiir einen Stromkreis mit einem Josephson-Kontakt: letzterer
ist dabei an eine duflere Stromquelle angeschlossen. Wenn die gew6hnlichen Kirch-
hoffschen Regeln auf diesen Stromkreis angewandt werden, fiihrt dies unter Ausnut-
zung von Gleichungen 2.2 und 2.3 zu folgender Bewegungsgleichung fiir die Phase
®:

Q—ZC’@—FIC sinyp = I, (2.4)

wobei I, der von aufsen zugefiihrte Strom ist.
Die klassische Dynamik kann durch die Hamilton-Funktion H = Q*/(2¢)*E¢ +

U(p) beschrieben werden, wobei @), die Ladung auf der Kapazitit, kanonisch kon-

_hle
2e

das in Abbildung 2.3 zu sehen ist; die Phase ¢ ist in einer der Potentialmulden

jugiert zur Phase ¢ ist. U(p) = @ — Ejcosp ist das sog. Waschbrettpotential,

gefangen und oszilliert um das Minimum, falls die Energie nicht ausreicht, um die

Mulde zu verlassen. Das Verhalten des Josephson-Kontakts wird dabei durch zwei

charakteristische Energien bestimmt: die Josephson-Energie E; = %Io, die mit Tun-
_ (22

nelprozessen verkniipft ist, und die Ladungsenergie Ec = 574, die elektrostatische

Energie eines Cooper-Paares auf der Kapazitit.

Die quantenmechanische Beschreibung von Josephson-Kontakten geschieht mit-
hilfe der Operatoren ¢ fiir die Phase und N fiir die Zahl der Cooper-Paare auf der
Kapazitit; N ist dabei proportional zur Ladung Q, Q = 2eN. Die beiden Opera-

toren sind kanonisch konjugiert, [¢, N] = i. Letzteres hat zur Folge, dass die Phase



2.1. QUANTENMECHANISCHE STROMKREISE 15

und die Ladung der Heisenbergschen Unschérferelation unterworfen sind.

Durch geeignete Wahl des Materials und der Dimensionen des Josephson-Kontakts
lassen sich die Werte fiir die Josephson-Energie F; und die Ladungsenergie E¢o
und dadurch das Verhalten der Stromkreise in weiten Bereichen variieren. Im Fall
E; > E¢ ist die Phase ¢ wohldefiniert, wihrend die Ladung starken Fluktuatio-
nen unterworfen ist. Unter dieser Bedingung lasst sich mithilfe des oben gezeigten
Stromkreises bereits ein sog. Phasen-Qubit realisieren: Analog zum harmonischen
Potential existieren diskrete Energieniveaus, denen Eigenzustinde entsprechen, bei

denen die Phase innerhalb der Potentialmulde lokalisiert ist.

Aufgrund der Anharmonizitit des Potentials, die durch den duferen Strom I,
bedingt ist, sind die Energieniveaus allerdings nicht dquidistant, was sich begiinsti-
gend fiir die Realisierung eines Qubits auswirkt. Die beiden untersten Eigenzusténde
kénnen dann als Zustédnde des Qubits verwendet werden. Wichtig ist dabei, dass die
zugehorigen Energien deutlich unterhalb des oberen Randes der Mulde liegen, da-
mit die Phase nicht aus der Mulde heraustunneln kann, d.h. damit makroskopisches
Quanten-Tunneln unterdriickt wird; dies wird durch die Bedingung I. < I sicher-

gestellt.

Zwei weitere grundlegende Arten von Qubits, das Fluss-Qubit und das Ladungs-
Qubit, werden im nichsten Abschnitt ausfiihrlicher besprochen. Supraleitende Qubits
erfordern niedrige Temperaturen: Zum Einen muss sich natiirlich das verwendete Me-
tall im supraleitenden Zustand befinden; zum Anderen muss die Temperatur auch
geringer sein als die Josephson-Energie, kT < E;, da sonst Fluktuationen in der

Phase ¢ den effektiven supraleitenden Tunnelstrom zu 0 mitteln [28].

Aufgrund ihres makroskopischen Charakters sind supraleitende Qubits beson-
ders anfillig fiir Dekohérenzeffekte, die die unitdre Entwicklung des Qubits storen.
Die Ankopplung an die Umgebung muss deshalb moglichst klein gehalten werden,
wenn quantenmechanische Phinomene wie z.B. Rabi-Oszillationen beobachtet wer-
den sollen. Andererseits wird sie in Single-Qubit-Lasern ausgenutzt, um den ange-
regten Zustand des Qubits zu bevolkern. Im zweiten Teil des Grundlagen-Kapitels
wird gezeigt werden, wie Dekohéirenzeffekte modelliert werden konnen und welche

Auswirkungen sie haben.



16 KAPITEL 2. GRUNDLAGEN

() ® U(o) U U
® N

(A
¢

Abbildung 2.4: Links: Schematischer Aufbau des Fluss-Qubits und Ersatzschalt-
bild. Rechts: Zugehoriges Potential: Gezeigt ist der symmetrische Fall &, = %(IDO;
die eingezeichneten Energieniveaus entsprechen Fluktuationen des Stroms um einen

Mittelwert mit oder gegen den Uhrzeigersinn.

2.1.3 Fluss-Qubits

Ein Fluss-Qubit besteht aus einem supraleitenden Ring mit einer Induktivitit L,
der durch einen Josephson-Kontakt unterbrochen ist, und arbeitet wie das Phasen-
Qubit im Bereich E; > Eq. Abbildung 2.4 zeigt den schematischen Aufbau und
das Ersatzschaltbild. Das Potential fiir die Phase ist durch U(p) = £Z& (¢ — ) —
E;cos p gegeben, wobei die magnetische Energie F;, durch die Beziehung E; = %
mit dem magnetischen Flussquant &, = Q—he definiert ist. Die Form des Potentials
U(y) und somit das Verhalten dieses Stromkreises hiangt iiber die Grofe ¢, = Q—EGCDE
wesentlich vom duferen magnetischen Fluss @, durch den Ring ab. Im Fall ®, ~ %(I)o
hat U(p) zwei benachbarte Minima [30] (siche Abbildung 2.4).

Die im Schaubild eingezeichneten Energieniveaus entsprechen Zusténden, bei
denen ein Dauerstrom mit bzw. gegen den Uhrzeigersinn fliefst. Die beiden unters-
ten dieser Fluss-Zusténde sind energetisch weit von den anderen getrennt und bilden
die zwei Zusténde des Qubits. Im allgemeinen, nicht-symmetrischen Fall besitzen sie
eine unterschiedliche Energie, wobei die Energiedifferenz ¢(®.) vom &ufieren magne-
tischen Fluss abhéngt. Da der Potentialwall nicht unendlich grofs ist, kann die Phase
zwischen den beiden Mulden tunneln. Dieses makroskopische Quanten-Tunneln kop-
pelt die Fluss-Zustinde und fiihrt zum Hamilton-Operator

H= —% (e(®.)o, + Aoy) (2.5)

in der Basis der Fluss-Zustédnde; o, und o, sind die Pauli-Matrizen. Die Eigenener-
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Abbildung 2.5: Links: Schematischer Aufbau des Ladungs-Qubits. Mitte: Ladungs-
Qubit mit zwei Josephson-Kontakten; die effektive Josephson-Energie héingt vom

magnetischen Fluss @, ab. Rechts: Energie der Ladungs-Zusténde.
gien des Qubits sind E; 5 = i%\/ €2 + A2,

Die Tatsache, dass die Energie €(®.) vom duferen Fluss abhéngt, ldsst sich aus-
nutzen, um die Parameter des Fluss-Qubits kontrolliert zu verindern oder es in-
duktiv an andere elektrische Bauteile zu koppeln. Dies wurde im Jena-Experiment,
das in der Einleitung kurz beschrieben wurde, umgesetzt: Das Qubit wurde durch
ein dukeres Magnetfeld angetrieben und war zugleich an die Induktivitit des LC-
Schwingkreises gekoppelt.

In der Praxis werden meistens Fluss-Qubits mit drei Josephson-Kontakten ver-
wendet. Der Grund dafiir ist, dass die Induktivitidt des supraleitenden Rings ziemlich
grof sein muss, um die gewiinschte Form des Potentials U(¢) zu liefern. Dies konnte
durch Vergrofern des Ringumfangs geschehen, was allerdings das Qubit anfilliger
fiir Dekohérenz machen wiirde. Deshalb wird die (nichtlineare) Induktivitét von zu-
sitzlichen Josephson-Kontakten ausgenutzt; diese Fluss-Qubits besitzen das gleiche

qualitative Verhalten wie im obigen einfachen Beispiel besprochen.

2.1.4 Ladungs-Qubits

Ein Ladung-Qubit besteht aus einer supraleitenden Insel, die iiber einen Josephson-
Kontakt mit einem massiven Supraleiter verbunden ist (siche Abbildung 2.5) und
arbeitet im Gegensatz zum Fluss-Qubit im Bereich E- > E;. Falls die Temperatur
kleiner ist als die Ladungsenergie, kT < E¢, befindet sich das System im Coulomb-

Blockade-Regime: Die Zahl n der Cooper-Paare auf der supraleitenden Insel ist dann
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wohldefiniert und wird durch die Gate-Spannung V, kontrolliert.

Wenn Josephson-Tunneln vernachléssigt wird, ist der Hamilton-Operator durch

H = E¢ (n — n,)” gegeben; dabei ist B¢ = % die Ladungsenergie, Cy, = C+C, die

Gesamtkapazitat der Insel, und die Zahl n, = —ng/g durch die Gate-Spannung be-

stimmt. Abbildung 2.5 zeigt die Energie der Ladungs-Zusténde, die von n, abhangt.

Fiir ny ~ % gibt es zwei benachbarte Energieniveaus, die durch die Ladungsenergie
E¢ weit von den anderen Niveaus getrennt liegen. Die zugehorigen Ladungszustan-
de |n = 0) und |n = 1) bilden die Zustédnde des Qubits. Die Beriicksichtigung von

Josephson-Tunneln fiihrt zum Hamilton-Operator des Ladungs-Qubits
1
H= —5 (e(ng)o. + Ejoy) (2.6)

in der Basis der Ladungszustinde. Die Eigenenergien sind j:% €2 + E%. Der Pa-
rameter € = E¢ (1 — 2n,) hingt von der Gate-Spannung ab; es ist damit mdglich,
das Qubit kapazitiv an andere elektrische Bauteile zu koppeln, wie z.B. an einen

Wellenleiter wie im SSET-Experiment (siehe Einleitung)

Haufig werden, wie in Abbildung 2.5 gezeigt, zwei Josephson-Kontakte statt nur
einem verwendet. Diese Geometrie hat den Vorteil, dass die Josephson-Energie E;
vom magnetischen Fluss ®. abhéingt. Dies fiihrt zu einer vollen Kontrolle iiber den

Hamilton-Operator.

2.2 Quantendissipation

In den vorherigen Abschnitten iiber supraleitende Qubits wurden Dekohérenzeffek-
te vernachléssigt. Eine der Forderungen an Qubits ist jedoch die Moglichkeit zur
Manipulation des Qubits durch dufere Felder sowie zur Messung des Zustands,
die unweigerlich zu einer Kopplung an die elektromagnetische Umgebung fiihren.
Konkrete Ursachen fiir Dekohédrenz kénnen Fluktuationen der Gate-Spannung in
Ladungs-Qubits oder des von aufsen angelegten Magnetfeldes in Fluss-Qubits sein.

In einem idealen quantenmechanischen System ist die Zeitentwicklung unitar und
reversibel. Die Wechselwirkung mit der Umgebung fiihrt zu einer Verschrinkung
des Systems mit den Freiheitsgraden der Umgebung; eine Auswirkung davon ist
Dephasierung, der Zerfall der Phasenkohérenz; eine weitere Folge sind das Auftreten
von Relaxations- und Anregungsprozessen, die die Besetzung der Qubit-Zusténde

dndern.
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Héufig sind Dekohérenzeffekte in Qubits unerwiinscht; um fiir die Verwendung
in einem Quantencomputer in Frage zu kommen, bendtigen sie eine lange Phasen-
koharenzzeit. Andererseits wird Dissipation in Single-Qubit-Lasern ausgenutzt, um
der Umgebung Energie zu entziehen und den laserartigen Zustand im Oszillator

aufrechtzuerhalten.

2.2.1 Modell

Das grundlegende Konzept bei der Behandlung von Dissipation ist die Aufteilung
des Gesamtsystems in ein kleines System A und ein Reservoir R mit einer grofsen
Zahl von Freiheitsgraden. Im Allgemeinen ist dabei nur die Entwicklung des Systems
A von Interesse, nicht die des Reservoirs. Der Hamilton-Operator fiir dieses Problem

lautet

H=Hy+ Hp+V. (2.7)

Dabei sind H4 und Hp die Hamilton-Operatoren fiir die ungekoppelten Teilsysteme,
wahrend V' die Wechselwirkung zwischen beiden beschreibt. Die Kopplung an das
Reservoir stort die unitire Entwicklung des Systems A; die Beschreibung durch
einen Hamilton-Operator, der nur die Variablen des Systems enthélt, wird damit
nicht mehr moglich. Aus diesem Grund existieren verschiedene Methoden, um den
Einfluss der Dissipation quantitativ zu erfassen. Die Diskussion dieser Methoden
orientiert sich dabei im Folgenden an der Behandlung in den Quellen [31] und [32].

Zur Anwendung werden einige Voraussetzungen an das Reservoir gemacht. Eine
zentrale Annahme ist dabei, dass der makroskopische Zustand von R unter dem
Einfluss der Wechselwirkung mit dem System A unverindert bleibt. Weiterhin muss
die Kopplung schwach und die Korrelationszeit 7. der Fluktuationen des Reservoirs
viel kleiner sein als die typische Zeitskala T, auf der sich der Zustand des Systems
dndert, 7. < Tx [31].

Es gibt zwei allgemeine Ansitze, um die Auswirkung der Kopplung an das Re-
servoir R zu untersuchen. Der erste Ansatz geht von der Liouville-Gleichung fiir
die Dichtematrix des Gesamtsystems aus und fiihrt zu einer Master-Gleichung fiir
die reduzierte Dichtematrix des Systems .A. Im zweiten Ansatz werden Heisenberg-
Gleichungen fiir die Systemoperatoren betrachtet; die Eliminierung der Variablen
des Reservoirs ergibt Heisenberg-Langevin-Gleichungen mit Dampfungs- und Fluk-

tuationstermen.
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2.2.2 Master-Gleichung

Der Ausgangspunkt fiir die Herleitung der Master-Gleichung ist die Liouville-Gleichung
fiir die Dichtematrix des Gesamtsystems:

So(t) =~ [H,p(0)] 29

mit dem Hamilton-Operator H aus Gleichung 2.7. Der erste Schritt ist der Uber-
gang in die Wechselwirkungs-Darstellung beziiglich des Operators H4 + Hpr, um die
schnelle freie Zeitentwicklung zu beseitigen, so dass sich die transformierte Dichte-
matrix j(t) = e/ HatHr/B () e={Ha+HR)/R nyr Jangsam dndert. Die Integration der

Liouville-Gleichung zwischen den Zeiten ¢ und t + At ergibt dann die Gleichung:

Bt + At) = j(t) — % /t T [V(t’), ﬁ(t’)] . (2.9)

Dieser Ausdruck kann durch Iteration in zweite Ordnung beziiglich der Wechsel-
wirkung V' entwickelt werden. Da allgemein nur Interesse an der Entwicklung des
Systems A besteht, wird auflerdem die partielle Spur iiber die Zustéinde des Re-
servoirs angewandt. Dies fiihrt zu einer Gleichung fiir die reduzierte Dichtematrix
5(t) = Trr{p(t)} des Systems A bzw. deren Anderung Ac(t) = 5(t + At) —5(t) im
Zeitintervall At:

AG(H) = —% / e T V(). (0]
1

— /tt—f—At dt’ /tt/ dt" Trg [V(t’), [V(t”),ﬁ(t”)“ (2.10)

Bis zu diesem Punkt sind keine Naherungen erfolgt; zur weiteren Behandlung

miissen jedoch einige Voraussetzungen erfiillt sein.

Die erste Annahme stiitzt sich auf die Tatsache, dass das Reservoir durch die
Kopplung an das System A weitgehend unbeeinflusst bleibt. Konkret wird ange-
nommen, dass die reduzierte Dichtematrix des Reservoirs konstant ist, og(t) =
Tra{p(t)} = ogr, und dass sich das Reservoir in einem stationdren Zustand befindet,
lor, Hr| = 0.

Weiterhin wird eine lineare Kopplung zwischen einem Operator A des Systems .4
und R des Reservoirs angenommen, V = —AR, wobei die Beziehung Trg [crR| = 0

gilt. Letzteres ist keine wirkliche Einschrinkung, da es durch eine Umdefinition der
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Operatoren Hir und V' immer erfiillt werden kann.

Das Ziel ist es, eine Gleichung zu erhalten, die die Anderung der reduzierten
Dichtematrix A& (t) mit der reduzierten Dichtematrix &(¢) selbst zum Zeitpunkt ¢
verkniipft. Dazu wird zunéchst die Zeit ¢ in der Dichtematrix 5(t”) des Gesamtsys-
tems durch den Zeitpunkt ¢ ersetzt. Dies ist unter der Annahme gerechtfertigt, dass
die Kopplung an das Reservoir schwach und das Zeitintervall At viel kleiner als die
Zeitskala Tg ist, auf der sich der Zustand des Systems A &ndert, At < Tg.

Eine weitere wichtige Voraussetzung an das Reservoir ist, dass die Korrelati-
onszeit 7. der Fluktuationen wesentlich kleiner ist als die Zeit Tr. Diese Annahme
rechtfertigt beispielsweise die Faktorisierung der Dichtematrix, p(t) ~ &(t) ® o und
fiihrt zu einer Gleichung fiir die mittlere Anderung der reduzierten Dichtematrix
7 (t) im Zeitintervall At mit 7. < At < Tg:

Aa_ 1 1 t+At t' B 5
—_— = dat’ at’ T [V t'), [V "), o(t ” 2.11
= [ [ T [FO). [Fens0ean)] e
Diese Gleichung beschreibt einen Markov-Prozess, d.h. durch die verschiedenen N&-
herungen wurde erreicht, dass die zeitliche Entwicklung des Systems A durch seinen

Zustand in der Gegenwart (gegeben durch &(t)) bestimmt ist und nicht mehr von

der Vergangenheit abhéngt.

Physikalische Interpretation

Es ist hdufig zweckméfig, die Master-Gleichung auf die Eigenzustinde des Hamilton-

Operators H,4 zu projizieren. Dies liefert eine Gleichung der Form

- (sec)
Aoab H(Wab—wWed) ~
~ :%:e vl R e Tea(t) (2.12)

Die Indizes kennzeichnen dabei die Eigenzusténde, und w,, = (E, — Ejp) /h sind
die Bohrfrequenzen. In Gleichung 2.12 wurde bereits die sog. sdkulare Naherung
durchgefiihrt, d.h. nur Terme beriicksichtigt, die die Bedingung |wa, — weq| < 1/At
erfiillen. Der Wechsel in die Schrodinger-Darstellung liefert schlieflich die Master-
Gleichung fiir die reduzierte Dichtematrix o(t) des Systems A

sec
d

Eaab(t) = —iwapoaw(t) + Xd: Rabed Tea(t) (2.13)
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n+1
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n ( stimuliert

1KNthn ‘ K(Ngy+l)n  + spontan )
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Abbildung 2.6: Die Kopplung an das Reservoir verursacht Ubergéinge zwischen den

Eigenzustinden des Oszillators.
mit konstanten Koeffizienten R pcq.
Innerhalb der sikularen Naherung koppeln die diagonalen Eintrage o,, nur an

andere diagonale Eintrige, dog,/dt =), Raace Oce- Dies lisst sich auch als

d aa
Coi-t = Z (Uccrc—nz - Uaara—>c) (214)
c#a

schreiben, wobei die Raten I'._,, durch die Art des Reservoirs und dessen Wechsel-
wirkung mit dem System A bestimmt sind. Dies ist eine Gleichung fiir die Beset-
zung der Eigenzustinde. I'._, ist die Wahrscheinlichkeit, dass das System aufgrund
seiner Wechselwirkung mit der Umgebung vom Zustand |c) in den Zustand |a) iiber-
geht. Fiir das Gesamtsystem entspricht dies einem Prozess |u, c) — |v, a), wobei die
griechischen Buchstaben Zustdnde des Reservoirs bezeichnen. Diese Prozesse sind
dabei fiir das Gesamtsystem energieerhaltend, das bedeutet, dass eine Relaxation
im System A einen Ubergang des Reservoirs in einen hoherenergetischen Zustand

hervorruft.

Master-Gleichungen fiir Qubit und Oszillator

Fiir einen harmonischen Oszillator H,,. = hwo(a’a + %), der an ein Warmebad der
Temperatur 7' gekoppelt ist, ldsst sich folgende quantenoptische Master-Gleichung
herleiten [32]:

d i K
= 2o Hosd + 5 (Nuw+1) (20pa! — alap — paa)
+ gNth (2ana —aa'p — paaT) (2.15)



2.2. QUANTENDISSIPATION 23

Im Gegensatz zu vorher bezeichnet hier und im Folgenden p die reduzierte Dichtema-
trix des betrachteten Systems und nicht mehr die Dichtematrix des Gesamtsystems.
Ny, = (exp <Z‘;—§> — 1>_1 ist die thermische Zahl der Photonen bei der Temperatur
T, und k ist die Dampfungsrate des Oszillators.

Durch Projektion auf die Eigenzusténde |n) lassen sich Gleichungen fiir die Be-

setzungen p, , herleiten:

pn,n = HNthnpn—l,n—l — KNy, (TL + 1) Pn.n (216)
+5(Nep + 1) (n 4+ 1) ppy1ns1 — & (Nen + 1) npnn (2.17)

Die Terme auf der rechten Seite besitzen eine anschauliche Interpretation und sind
in Abbildung 2.6 dargestellt . Der erste Summand beschreibt Absorption, also Uber-
ginge [n) — |n + 1) mit einer Rate KNy, (n + 1). Der zweite Summand beschreibt
Emissionsprozesse [n+ 1) — |n), genauer genommen stimulierte Emission mit einer

Rate KNy, (n + 1) und spontane Emission mit einer Rate x(n + 1).

Als Master-Gleichung fiir das Qubit H, = $heo. wird in dieser Arbeit

) r
P=13 0. H,] + ?l (20_po, —poyo_ —or0o_p)
Tt
+ 5 (20, po_ —po_o, —o_0.p)
I's
+ - (0:p0: = p) (2.18)

mit den Auf- und Absteigeoperatoren o4 verwendet. Die Projektion auf die Qubit-
zustande | T, ]) ergibt:

prv = Dypy —Tippy (2.19)
pre = Tipn —=Tipy (2.20)
. i 1 )

pro = gepn =5 T+ L) o =T (2.21)

Die Terme in Gleichung 2.18 beschreiben also Relaxations-, Anregungs- und De-
phasierungsprozesse. Die Dephasierungsrate I', = % (It + ) + I, setzt sich dabei
aus zwei Beitrdgen zusammen: Der erste Beitrag stammt von Prozessen, bei denen
das Qubit seinen Zustand dndert. Der zweite Beitrag hingegen, die reine Depha-
sierungsrate, stammt von Prozessen, bei denen nur das Reservoir seinen Zustand

andert, nicht aber das System.
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2.2.3 Heisenberg-Langevin-Gleichungen

Eine alternative Methode zur Behandlung von Dissipation bieten die Heisenberg-
Langevin-Gleichungen. Den Ausgangspunkt bilden die Heisenberg-Gleichungen fiir
die Operatoren des Systems A und des Reservoirs. Hier wird im Gegensatz zur
Herleitung der Master-Gleichung die zusétzliche Voraussetzung benoétigt, dass das
By k"q" . Die Kopp-

Reservoir aus harmonischen Oszillatoren besteht, Hp = ) e

lung wird weiterhin als linear angenommen. Der Hamilton-Operator des Gesamtsys-
tems lasst sich nach einer kanonischen Transformation der Reservoir-Variablen in

folgender Form schreiben:

H = HA+Z ? 4wl (2.22)

X ist ein Operator des Systems A, der Index n kennzeichnet die Oszillationsmoden

des Reservoirs mit Frequenzen w,. Die Heisenberg-Gleichungen fiir die Variablen

des Reservoirs besitzen eine einfache Form: ¢, = %[H, Gn] = pn — knX und p, =

+[H,p,] = —w2qn. Durch Verwendung der Erzeugung-/ Vernichtungsoperatoren
(1) _ wngnEipn

(p = S lasst sich eine formale Losung angeben:

t
an(t) = e7“nt0 g (1)) — ks f ;)—2 / e~ nt= X (t)at'. (2.23)
to

Die Bewegungsgleichung ¥ = +[H,Y] fiir Operatoren des Systems A enthiilt im

Allgemeinen die Operatoren q,, p,, des Reservoirs. Das Einfiigen der formalen Losung

a,g)( t) fiihrt zur quantenmechanischen Langevin-Gleichung fiir Y

. 1
Y =—-|Hpy, Y-
FL[ A7 ]

QZ_h X, ly,g(t) _ /t: ft =X dt — f(t — tO)X(to)} J (2.24)

mit {() =i, kny/ 22 [af (to)en 71 — c.c.] und f(t) = 3, K2 cos(wyt). Bei der
Herleitung dieser Gleichung sind dabei noch keine Né&herungen erfolgt.

Die Funktion f(t—') verkniipft die Operatoren Y (¢) und X (¢') zu verschiedenen
Zeitpunkten. Falls die Funktion f(7) schnell zerféllt, d.h. ihre Zerfallszeit viel kleiner
ist als die typische Zeitskala, auf der sich der Operator X (t) &ndert, ldsst sich der
Ausdruck f(7) im Integral durch eine Delta-Funktion annéhern, f(7) = 2v4(t). Dies
entspricht der zentralen Néherung 7. < T in der Herleitung der Master-Gleichung
und liefert den Ausdruck

Y = L[H Y] -

- X, Y], 6(t) —yX| . (2.25)

2h [[ N
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Der erste Teil der Gleichung enthilt die kohédrente Zeitentwicklung des Operators Y.
Der zweite Teil beschreibt den Einfluss der Kopplung an das Reservoir und besteht
aus zwei Beitrdgen: einem Dampfungsterm ~ X und einem Rauschterm ~ ().
Dabei hangt £(¢) nur von den Operatoren des Reservoirs zum Anfangszeitpunkt ¢

ab und beschreibt stochastische Fluktuationen mit einer kurzen Korrelationszeit.

Langevin-Gleichungen fiir Qubit und Oszillator

Die Anwendung der oben beschriebenen Methode auf einen harmonischen Oszillator
H,,. = hwy (aTa + %), der an ein Bad von Oszillatoren im thermischen Gleichgewicht
bei der Temperatur T gekoppelt ist, ergibt fiir den Operator a(t) = a(t)e™°! die
Gleichung

d K

—alt) = =Zalt) + F(b). (226)

Die entsprechende Gleichung fiir den Operator a'(¢) kann durch komplexes Konju-
gieren erhalten werden. Der Operator F'(t) fluktuiert um den Mittelwert (F'(t)) = 0.

K

Dies stellt sicher, dass die Gleichung fiir den Erwartungswert < (a(t)) = —%£(a(t))

konsistent mit der Master-Gleichung 2.15 fiir den Ostzillator ist. Die Korrelatoren
(FO &) FD(#)) sind durch

(FOF(E) = (FI)F'(t)) =0 (2.27)
(FY(O)F(t) = kNmgn(t—1t) (2.28)
(FOFY(t)) = k(Ng+1) galt—1) (2.29)

gegeben. Ny, ist die thermische Photonenzahl, gy(7) und ga(7) sind normalisier-
te Funktionen, die auf der Zeitskala 7. zerfallen, wobei 7. die Korrelationszeit der
Fluktuationen des Reservoirs ist. Die obigen Korrelatoren konnen zur Auswertung
des Ausdrucks (n(t)) = (al(t)a(t)) + (a'(t)a(t)) = —k(n) + (aT(t)F(t)) + (FT(t)a(t))
benutzt werden. Die resultierende Gleichung fiir die mittlere Photonenzahl im Os-

zillator lautet

d
Sin()) = —x ((n(0)) — Nn), (2:30)

die ebenfalls konsistent mit der Master-Gleichung 2.15 ist.

Fiir das Qubit mit dem Hamilton-Operator H, = %heaz werden in dieser Arbeit
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die Langevin-Gleichungen

d

%02 _Fl (Uz - DO) + Fz(t) (231)
d
S0 = = (T, =i oy + Fy() (2.32)

benutzt. Dabei sind die Raten I'y = I't+I") und I', = %+FZ, iiber die Relaxationsra-
te I}, die Anregungsrate I'y und die reine Dephasierungsrate I'}, des Qubits definiert;
Dy = FTF;IFl ist die Inversion des Qubits im Gleichgewicht mit dem Reservoir.

Die Fluktuationsterme F;(t) erfiillen die Gleichung (F;(t)) = 0. Die Korrelations-
funktionen erfiillen die Beziehung (F;(t)F;(t')) = D;j gi;(t —t'), wobei die Funktio-
nen g;;(7) normalisiert sind und auf einer Zeitskala 7. zerfallen, die sehr viel kiirzer
ist als die Dekohérenzzeit i Die Diffusionskoeffizienten D;; ergeben sich aus der
Forderung, dass die Heisenberg-Langevin-Gleichungen - analog zum betrachteten
Fall des Osrzillators - konsistent mit der Master-Gleichung 2.18 fiir das Qubit sind.
Explizit miissen folgende Beziehungen gelten: D, = T'y + I (1 + (0.)), Dy =
I+ T0(1—A(02)), D-— = Diy =0, D, = 2I'y = 2(Iy = I'))(02), D=y = 2L (04),
D,,=-2I'ty(04), D, = —=2I't(o_) und D_, = 2I" (o).



Kapitel 3

Fluss-Qubit-Laser

(1) %

Abbildung 3.1: Schematischer Aufbau des Experiments.

Im vorliegenden Teil der Arbeit werden zeitunabhéngige Eigenschaften von Single-
Qubit-Lasern betrachtet; Teile dieses Kapitels sind bereits in die Verdffentlichung
[33] eingeflossen. Den Zugang zu den Eigenschaften im stationdren Zustand, den
das System fiir grofse Zeiten ¢ — oo annimmt, bietet die reduzierte Dichtematrix
des gekoppelten Qubit-Oszillator-Systems; diese wird durch numerische Losung der
Master-Gleichung fiir den Single-Qubit-Laser erhalten. Die Betrachtungen konzen-
trieren sich auf das konkrete Beispiel des in Abbildung 3.1 gezeigten Systems, das

in Jena experimentell untersucht wurde.

Darin wird ein Fluss-Qubit von einem magnetischen Feld, das nahe der Frequenz
AE/2rh ~ GHz des Qubits oszilliert, zu Rabi-Oszillationen getrieben. Das Fluss-
Qubit ist induktiv an einen LC-Schwingkreis gekoppelt, dessen Resonanzfrequenz
wr/2m ~ MHz viel kleiner ist als die des Qubits. Die Grundidee des Experiments

liegt darin, den Oszillator durch die langsamen Rabi-Oszillationen des Qubits an-

27
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zutreiben; dies kann, abhingig von der Frequenz des treibenden Feldes, zu einer

Erh6hung oder Absenkung der mittleren Photonenzahl im Resonator fiihren.

Die Herleitung des Hamilton-Operators und der Dissipationsterme ist bereits in

[25] erfolgt und soll deshalb nur kurz skizziert werden.

3.1 Modell

Der Hamilton-Operator fiir das getriebene Qubit und den Oszillator ist durch
1

1
H = —5€0s — §Aax — hQgo cos(wat) o, + hwpa'a + go.(a + ab) (3.1)

gegeben. Die ersten beiden Terme beschreiben das Fluss-Qubit in der Basis der
Fluss-Zustinde; dabei ist €(®%) die Energiedifferenz zwischen den Fluss-Zustéinden
und A die Tunnelamplitude. Der dritte Term stellt das treibende magnetische Feld
mit Amplitude €2zo und Frequenz wy dar. Die letzten beiden Terme beschreiben den
Ostzillator mit Resonanzfrequenz wy und die Wechselwirkung zwischen dem Qubit
und dem Oszillator mit der Kopplungskonstanten g; die Kopplung ist dabei wie beim
treibendem Feld induktiv, wird also fiir das Qubit durch den Operator o, beschrie-

ben.

Die Energiedifferenz zwischen den Eigenzustédnden des Qubits ist AE = /€2 + A2
Aufgrund des grofen Unterschieds zur Resonanzfrequenz des Oszillators lasst sich

eine RWA (Rotating Wave Approximation) durchfiihren, die den Hamilton-Operator

1
H = —éAEaz + I Ro cos(wqt) cos Coy + hwra'a
g’ 2
+gsin (o, (a+al) — Ecos2 Co. (a+al) (3.2)

ergibt, in dem der Winkel ( iiber tan( = % definiert ist. Das System wird in der
Nahe des Symmetriepunkts ¢ = 0 untersucht, wo die Beziehung sin ( < 1 gilt. Aus
diesem Grund ist im Hamilton-Operator auch die Zwei-Photon-Kopplung enthalten,
die von vergleichbarer Grofe wie die Ein-Photon-Kopplung sein kann.

Die Transformation in ein Bezugssystem, das mit der Frequenz w, rotiert, und

eine anschliefende Diagonalisierung fiihren zum Hamilton-Operator

1
HY = §hQRaz + hwrpa'a 4 gsin ¢ (sin Bo, — cos Bo,) (a+ aT)

2

— 9 cos?( (si — )2
AR 008 ¢ (sin Bo, — cos fo,) (a+a')”. (3.3)
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Hierbei ist Qp = \/ 0%, cos? ¢ + dw? die Rabi-Frequenz, dwg = wg — 5= E die Verstim-
mung zwischen dem treibendem Feld und dem Qubit, und der Wlnkel 0 iiber die
Beziehunng tan 3 = 5“’6‘2 v definiert.

Im Folgenden soll die Liouville-Gleichung p = —% [H, p] + Lgp + Lgp fir die
Dichtematrix des Qubit-Oszillator-Systems gelost werden. H beschreibt die kohi-
rente Entwicklung des Systems, Lg und Ly den Einfluss der Dissipation des Qubits
und des Oszillator. Fiir den Oszillator wird dabei Gleichung 2.15

Lrp = g (Ng, + 1) (QapaJr —alap — paTa) + gNth (Qana —aa'p — paaT) (3.4)

mit der Dampfungsrate x verwendet, und fiir das Qubit Gleichung 2.18

T
Lop = =2 (204p0- — po_0s — 0_04p) (3.5)

2

in der Basis der Qubit-Eigenzustinde. Dabei wird angenommen, dass die Tempera-
tur T viel kleiner als die Energiedifferenz ist, kgT < AFE, und dass keine zusétzliche
reine Dephasierung auftritt; deshalb wird nur Relaxation mit einer Rate I'y beriick-
sichtigt (nach Definition des Hamilton-Operators ist hier | ) der Grundzustand).
Die Transformationen, die zum Hamilton-Operator 3.3 fiihren, miissen auch auf
die Ddmpfungsterme angewandt werden. Dies lasst den Oszillatorterm unveréndert,

ergibt aber fiir das Qubit den neuen Dissipationsterm

r
LQp % (20_pR0+ —plo o — U+0_pR)
+ % (2J+,0RU, —plo_o, — a,aerR)
F*
+ 7“} (0.p"0. — p") (3.6)

mit den Raten I'y | = 541 (1 +sin ﬁ)Q und I, = %l cos? 3, die iiber den Winkel 3 von
der Amplitude und der Frequenz des treibenden Feldes abhéngen.

3.2 Losungsmethode

In diesem Abschnitt wird die Methode vorgestellt, mit der die reduzierte Dichtema-
trix des Qubit-Oszillator-Systems berechnet wird.
Die Zeitentwicklung des Systems wird durch die Liouville-Gleichung

, i
Pt = - [H", p""] + Lip™ + Lgp" (3.7)
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fiir die Dichtematrix im rotierenden Bezugssystem beschrieben.

Das Ziel ist das Auffinden von stationiren Losungen, p = 0. Der erste Schritt bei
der Anwendung numerischer Methoden besteht darin, den unendlich-dimensionalen
Hilbert-Raum des Oszillators auf endliche Dimensionen zu beschrinken. In den
Rechnungen werden dann nur die ersten N Fock-Zusténde |0),[1),...|N — 1) be-
riicksichtigt, dariiberliegende Energieniveaus werden nicht beachtet.

Die Liouville-Gleichung 3.7 wird dadurch zu einer Matrixgleichung fiir die 2N x
2N-Matrix pf. Zur Berechnung der stationiiren Losung ist es zweckmiRig, diese
Matrixgleichung in eine Vektorgleichung umzuformen; dies geschieht mit Hilfe des
Kronecker-Produkts ®, das es erlaubt, eine Gleichung AXB = C mit Matrizen
A.B,C und X in die Gleichung (BT ® A) vec(X) = vec(C) umzuschreiben. Dabei
ist vec(X) ein Vektor, der die Spalten der Matrix X enthélt.

Dies fiihrt zu der Gleichung pff = Gplt fiir den Vektor pff der Linge 4N2. G ist
eine Matrix mit den Dimensionen 4N? x 4N? und wird aus der Liouville-Gleichung
3.7 konstruiert. Stationiire Losungen pff = 0 erfiillen die Gleichung Gpff = 0; um
die richtige Normierung fiir die Dichtematrix zu erhalten, muss schlieflich noch die

Bedingung T'rp = 1 addiert werden.

Die gesuchten stationdren Losungen ergeben sich somit als Losungen eines inho-

mogenen linearen Gleichungssystems
Gpff = b, (3.8)

die mit gdngigen numerischen Methoden berechnet werden konnen. Die Kenntnis der
Dichtematrix erlaubt die Berechnung aller physikalischen Gréfen im stationédren Li-

mit, wie beispielsweise der Verteilungsfunktion der Photonen im Oszillator.

Die in Gleichung 3.8 auftretende Matrix G besitzt die Dimension 4N? x 4N2.
Der wachsende numerische Aufwand beschrinkt die maximale Photonenzahl N, die
bei der Berechnung von p® verwendet werden kann. Dies setzt Grenzen bei der An-
wendung der Methode, da nur Ergebnisse zugénglich sind, die Oszillator-Zusténde
beschreiben, deren mittlere Photonenzahl (n) deutlich unterhalb N liegt.

In der vorliegenden Arbeit wird N = 100 als maximale Photonenzahl verwendet.
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Abbildung 3.2: Mittlere Photonenzahl (n) in Abhéngigkeit der Verstimmung dwy
des treibenden Feldes bei konstanter Amplitude Qgo/27 = 5 MHz.

Fiir die Schaubilder werden, sofern nicht anders angegeben, folgende Parameter
benutzt: A/27h = 1 GHz und ¢ = 0,01A fiir das Qubit, wr/2r = 6 MHz fiir
den Oszillator, g/2mnh = 3,3 MHz fiir die Kopplungskonstante, I'y/27 = 125 kHz
und k/27 = 1,7 kHz fiir die Dampfung des Qubits und des Oszillators, Qgo/2m =5
MHz und dwy /27 = 3,32 MHz fiir das treibende Feld und Ny, = 5 fiir die thermische

Photonenzahl im Oszillator.

3.3 Stationire Eigenschaften

Aus der Kenntnis der Dichtematrix lassen sich die stationdren Eigenschaften des
Qubit-Oszillator-Systems berechnen. Schaubild 3.2 zeigt die mittlere Zahl der Pho-
tonen (n) im Oszillator bei fester Amplitude Qgo in Abhéngigkeit der Verstimmung
dwg = wyg — A—FLE des treibenden magnetischen Feldes. Auf der rechten Seite, fiir
dwg > 0, ist eine deutliche Erh6hung der mittleren Photonenzahl zu beobachten; auf

der linken Seite hingegen sinkt sie unter den thermischen Erwartungswert Ny, = 5.

Eine wichtige Eigenschaft des getriebenen Fluss-Qubits ist, dass die Raten I'y |
und I'7, sowie die Rabi-Frequenz €2 von der Amplitude 2o und der Verstimmung
dwy des treibenden Feldes abhéngen. Dies bedeutet, dass das getriebene Qubit im ro-

tierenden Bezugssystem durch ein Zwei-Zustand-System beschrieben werden kann,
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dessen effektive Temperatur und Energiedifferenz verstellbar sind. Die Eigenschaf-
ten des treibenden Feldes gehen dabei iiber den Winkel 3 mit tan f = =¥

QRocos
den Hamilton-Operator und den Dissipationsterm fiir das Qubit ein.

Fiir eine blaue Verstimmung, d.h. wenn die treibende Frequenz grofer ist als
die Energiedifferenz zwischen den Eigenzustinden des Fluss-Qubits, dwy > 0, gilt
sin # > 0; somit ist die Anregungsrate grofser als die Relaxationsrate, I'y = % (1 +sin 6)2 >
=" — sin 8)°. Die Inversion Dy = (0.) = g;?i = 1_2;11?1% > 0 des Zwei-
Zustand-System in Abwesenheit von Kopplung an den Resonator entspricht einer

negativen effektiven Temperatur.
Das Qubit entzieht dem treibenden Feld Energie, die in den Oszillator fliefst; dies
fiihrt zu einer Erhohung der mittleren Photonenzahl (n). Der Effekt ist dabei in den

Bereichen ausgeprégt, in denen Ein- oder Zwei-Photon-Prozesse resonant sind, d.h.

wo die Beziehungen Qg = \/Q%%o cos? ( + dw? ~ wr oder Qr ~ 2wr gelten. Dort
zeigt das System laserartiges Verhalten.

Dabei ist erkennbar, dass die Grofe des Effekts fiir die Ein- und Zwei-Photon-
Kopplung vergleichbar ist. Aufserhalb der resonanten Bereiche ist die effektive Kopp-
lung nicht stark genug, um den Oszillator merklich aus dem thermischen Gleichge-
wicht zu bringen; in diesen Gegenden ist die mittlere Photonenzahl durch die Tem-

peratur des Warmebads bestimmt, (n) ~ Ny,.

Fiir rote Verstimmung, dwy < 0, ist die Relaxationsrate grofier als die Anregungs-
rate, I'y > I'|, was eine positive effektive Temperatur fiir das Zwei-Zustand-System
ergibt. Falls sie niedriger ist als die Temperatur des Wirmebads des Oszillators,
kiihlt das Qubit den Oszillator und fiihrt Energie an die Umgebung ab. Die Ab-
senkung der mittleren Photonenzahl tritt auch hier im Bereich der Ein- und Zwei-

Photon-Resonanz als deutlicher Effekt zutage.

Abbildung 3.3 zeigt die mittlere Photonenzahl (n) in Abhéngigkeit der Ampli-
tude Q2o und Verstimmung dw, des treibenden Feldes; die Bereiche der starken
Erhohung bzw. Absenkung der mittleren Photonenzahl liegen entlang der Kurven
Qr ~ wr und Qg ~ 2wr. Dabei ist zu sehen, dass sowohl die Antriebsleistung als
auch die -frequenz einen erheblichen Einfluss auf den Zustand des Oszillators haben:
Fiir blaue Verstimmung hédngt die Photonenzahl in den resonanten Bereichen mono-
ton von der Amplitude {2gg, d.h. der Leistung des treibenden Feldes ab, und steigt
vom thermischen Gleichgewicht (n) ~ Ny, ausgehend auf einen Wert (n) > Ny,.
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Abbildung 3.3: Mittlere Photonenzahl (n) in Abhéngigkeit der Verstimmung dwqy
und der Amplitude Qrg des treibenden Feldes.

Eine Anderung der Frequenz w, wirkt sich iiber die Raten I'y | auf die effektive Tem-
peratur des Zwei-Zustand-Systems aus. Eine Erhohung der Verstimmung hat eine
grofsere Inversion Dy zur Folge, was sich in einer héheren mittleren Photonenzahl

niederschligt.

Die Berechnungen zeigen, dass sich mit einem getriebenen Fluss-Qubit, das an
einen LC-Schwingkreis gekoppelt ist, ein Single-Qubit-Laser realisieren ldsst; das
gleiche System kann allerdings auch verwendet werden, um den Resonator unter

seine Umgebungstemperatur zu kiihlen.

3.3.1 Verteilungsfunktionen

Die Losung der Master-Gleichung ist mit einigem numerischen Aufwand verbun-
den. Ein Vorteil dieser Methode liegt jedoch darin, dass die Dichtematrix die volle
Information iiber den stationdren Zustand des Systems enthélt; somit sind nicht
nur Erwartungswerte zuginglich, sondern auch die Verteilungsfunktion P(n), die
die Wahrscheinlichkeit angibt, dass sich n Photonen im Resonator befinden. Dies ist
wichtig, um zu zeigen dass sich das System in einem laserartigen Zustand befindet,
d.h. dass die Erhéhung der mittleren Photonenzahl von einer wesentlichen Anderung

der Photonen-Verteilung begleitet wird.
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Abbildung 3.4: Verteilungsfunktion P(n) der Photonen fiir dw,; = 3,85 MHz (links)
und dwy = 11,7 MHz (rechts).

Abbildung 3.4 zeigt die Verteilungen P(n) fiir eine blaue Verstimmung, dwy > 0,
am jeweils hochsten Punkt der Ein- und Zwei-Photon-Resonanz in Schaubild 3.2.
Zum Vergleich ist jeweils auch die thermische Verteilung eingezeichnet, die im Os-
zillator weit auferhalb der Ein- und Zwei-Photon-Resonanz vorherrscht. Dabei ist
einerseits zu sehen, dass die Verteilungsfunktion ihr Maximum bei einem Wert
n > Ny, = 5 erreicht; andererseits zeigen die Kurven fiir kleine n nichtmonoto-
nes Verhalten und weichen in ihrer Form deutlich von der Poissonverteilung eines

gewOhnlichen Laser-Zustands ab.

Diese Abweichung ist die Folge einer Frequenzverschiebung, die in der bisherigen
Diskussion vernachlissigt wurde. Die Kopplungsterme aus dem Hamilton-Operator

lassen sich im Rahmen einer RWA als Summe von drei Beitrdgen schreiben:
V=g (0cra+o_a') + g (04a® + 0_a') + gs0.(aa’ + a'a) (3.9)

mit den Kopplungskonstanten g; = —gsin{cosf3, go = iCOSQCcosﬁ und g3 =

AE
—Ag—QE cos? ( sin 3. Die ersten beiden Terme beschreiben Ein- und Zwei-Photon-Ubergiinge
und sorgen fiir die Erh6hung bzw. Absenkung der mittleren Photonenzahl im Oszil-

lator; der dritte Term beschreibt eine Frequenzverschiebung.

Letztere hat zur Konsequenz, dass die Resonanzbedingung fiir den 1-Photon-
Ubergang | T n) — | | n+ 1) zu Qg = wp + 4|g3| (n + 1) abgeiindert wird und von
n anhdngt. Diese Bedingung ist fiir Photonenzahlen n im Bereich des Maximums
der Verteilung P(n) (linke Seite des Schaubildes) erfiillt. Dort kann das getriebene
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Abbildung 3.5: Verteilungsfunktion P(n) der Photonen fiir dw; = —3,2 MHz (links)
und dwy = —10,65 MHz (rechts).

Qubit den Oszillator weit aus dem thermischen Gleichgewicht bringen.

Fiir kleine Photonenzahlen n ~ Ny, ist die Resonanzbedingung jedoch verletzt;
die effektive Kopplung an das Qubit ist in diesem Bereich klein, was zur Folge hat,
dass die Verteilung P(n) dort nidher an der thermischen Verteilung liegt als bei ei-

nem gewoOhnlichen Laser-Zustand.

Dieser Effekt tritt auch bei bei der 2-Photonen-Kopplung auf (rechter Teil des
Schaubildes) und ist dort sogar noch deutlicher. Die Existenz zweier Maxima in der
Verteilungsfunktion P(n), die deutlich voneinander getrennt sind, lésst sich dabei

als Bistabilitdt interpretieren.

Abbildung 3.5 zeigt schlieflich noch die Verteilungen P(n) fiir rote Verstimmung
an den jeweils tiefsten Punkten der Ein- und Zwei-Photon-Resonanz in Abbildung
3.2; beide Kurven sind in ihrer Form einer thermischen Verteilung dhnlich, allerdings
mit einer effektiven Temperatur, die deutlich unterhalb der Umgebungstemperatur

liegt.

3.3.2 Variation der Relaxationsrate

In den vorherigen Abschnitten wurde gezeigt, dass ein getriebenes Fluss-Qubit, das
an einen LC-Schwingkreis gekoppelt ist, laserartiges Verhalten zeigen kann. Im rotie-
renden Bezugssystem wird das Qubit durch ein Zwei-Zustand-System beschrieben,

in dem sowohl Relaxations- als auch Anregungsprozesse stattfinden. Die zugehori-



36 KAPITEL 3. FLUSS-QUBIT-LASER

: : : : ‘ — T T T
60? = s ]
— <n 003k .
S0 — N, . P(n) 1
| | 0.02? i
40% | 0.01 —
| | ol L 1™ ]
0 20 40 60 80

30 . ——
w [ o ]
0.03- _
20 1 e ]
s | 0.02~ -
10 — 0.01; i
0 ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ ‘ O 2‘0 ‘ 4%) 60 80

0 0 5

5 1 1.
M,/ 2n[MHZ]

Abbildung 3.6: Grofes Schaubild: Mittlere Photonenzahl (n) in Abhéngigkeit der
Relaxationsrate I'g; die kleinen Schaubilder zeigen die Verteilungen P(n) fiir zwei

unterschiedliche Werte von I'g/27.

gen Raten I'y | héngen direkt von der Relaxationsrate I'y des Fluss-Qubits ab. Bei
blauer Verstimmung des treibendes Feldes kommt es zur Inversion des Zwei-Zustand-
Systems, I'y > I'|, und Energie flielit vom Qubit in den Oszillator.

Die Ankopplung des Fluss-Qubits an die Umgebung und die damit verbundenen
Relaxationsprozesse sind somit eine wichtige Voraussetzung, um laserartiges Verhal-
ten im Oszillator zu erreichen. Die Eigenschaften des Single-Qubit-Lasers hingen

daher wesentlich von der Relaxation des Qubits ab.

Dies ist in Abbildung 3.6 demonstriert: Gezeigt ist die mittlere Photonenzahl
(n) in der Ein-Photon-Resonanz in Abhéngigkeit der Relaxationsrate I'y des Fluss-
Qubits. Zur Vereinfachung der folgenden Diskussion wird dabei der Fall g3 = 0
betrachtet, d.h. die Frequenzverschiebung vernachléssigt; dies hat jedoch keine Aus-
wirkungen auf das qualitative Verhalten. In den beiden kleinen Schaubildern sind
die Verteilungsfunktionen P(n) fiir zwei feste Werte der Rate I'g zu sehen; das obe-
re Schaubild stammt aus dem Bereich des anfénglichen Anstiegs der Photonenzahl
(n(T'y)), das untere aus dem Bereich des Abfallens. Obwohl die mittlere Photonen-
zahl in beiden Fillen gleich ist ((n) ~ 20), zeigen die Verteilungen grofte Unterschie-
de.
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Abbildung 3.7: Vergleich der mittleren Photonenzahl mit dem Parameter ng; die

blaue Linie zeigt die lineare Naherung aus Gleichung 3.10.

Das nichtmonotone Verhalten der Kurve (n(I'y)) kann erkldrt werden, indem die
mittlere Photonenzahl mit dem Saturationsparameter ng, der aus der Lasertheorie
bekannt ist [34], verglichen wird. Dies ist in Abbildung 3.7 gezeigt. Dabei ist der Sa-
Fi;%“" mit den Raten I'y =+ T und I, = 1L +17
definiert; g, ist die Kopplungskonstante fiir die Ein-Photon-Kopplung aus Gleichung

3.9.

turationsparameter durch ng =

Fiir kleine Relaxationsraten gilt die Ungleichung (n) > ng. In diesem Bereich
besitzt die mittlere Photonenzahl ndherungsweise eine lineare Abhingigkeit von der
Rate 'y [33]:

D
(n) ~ Ny, + Q—;jn. (3.10)

Um den laserartigen Zustand im Oszillator aufrechtzuerhalten, muss Energie vom
Qubit in den Oszillator flieken. Diese Energie entnimmt das Qubit dem treibendem
Feld im Zusammenspiel mit Relaxationsprozessen; die effektive Qubit-Oszillator-

Kopplung ist deshalb durch die Relaxationsrate begrenzt.

Wihrend die mittlere Photonenzahl (n) linear von der Rate I'y abhéngt, wichst
der Parameter ny quadratisch mit der Relaxationsrate. Im Bereich (n) ~ ng wird
das Produkt g;4/n vergleichbar mit der Rate T'y. Da die effektive Kopplung nun
durch den Ausdruck g;y/n gegeben ist, filhrt eine Erhohung der Relaxationsrate
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nicht mehr zu einem weiteren Anwachsen der mittleren Photonenzahl. Dies spiegelt

sich in dem flachen Verlauf der Kurve in diesen Bereich wider.

Eine weitere Erhchung der Relaxationsrate hat vornehmlich Auswirkungen auf
die Dephasierungsrate I'y, die wie die Raten I'; | proportional zur Rate 'y ist und
daher ebenfalls ansteigt. Dies stort die kohdrente Qubit-Oszillator-Kopplung und
verursacht daher eine Absenkung der mittleren Photonenzahl (n) zum thermischen
Erwartungswert Ny, hin.

Die Bereiche (n) = ny unterscheiden sich deutlich in der Photonenverteilung,
die im Oszillator vorherrscht. Im Bereich (n) > ng ist die Verteilung P(n) laserar-
tig mit einem ausgeprigten Maximum. Fiir mittlere Photonenzahlen unterhalb des
Saturationsparameters, (n) < ng, dhnelt sie hingegen einer thermischen Verteilung
mit einer erhohten effektiven Temperatur.

Fiir die Zwei-Photon-Resonanz ist eine dhnliche Einteilung mdglich; dort ist der
Dile definiert, wobei g, die Kopplungskonstante

4g2
fiir Zwei-Photon-Kopplung ist. Im Bereich n < ng hingt die mittlere Photonenzahl

Saturationsparameter durch ny =

ebenfalls linear von der Relaxationsrate ab, (n) ~ Ny, + %I‘l.

Diese Betrachtungen erkldren qualitativ, warum in Abbildung 3.2 die Zwei-
Photon-Resonanz hoher ist als die Ein-Photon-Resonanz: In beiden Féllen liegt die
Photonenzahl (n) oberhalb des Saturationsparameters (n{ ~ 2, n2f ~ 10), und die
mittlere Photonenzahl ist deshalb durch die Rate I'y bestimmt. Gemé&f der obigen
Formeln fiihrt dies zu einer hoheren Photonenzahl in der Zwei-Photon-Resonanz
obwohl die zugehérige Kopplungskonstante go um einen Faktor 5 kleiner ist als die-
jenige fiir die Ein-Photon-Resonanz, g;. (die Werte fiir die Groken Dy und I'; sind

in beiden Féllen dhnlich).

3.3.3 Einfluss von reiner Dephasierung

In der bisherigen Behandlung wurde im Dissipationsterm des Fluss-Qubits nur Rela-
xation beriicksichtigt. Die Vernachlissigung von Anregungsprozessen ist gerechtfer-
tigt, wenn die Temperatur viel kleiner ist als die Energiedifferenz der Eigenzusténde
des Fluss-Qubits, kgT < AFE. Hingegen konnen im Allgemeinen reine Dephasie-
rungsprozesse auftreten, die die Besetzung der Qubit-Zustédnde nicht &ndern, aber
die Phasenkohirenz des Zustands zerstoren.

In diesem Abschnitt soll der Einfluss von zusétzlicher reiner Dephasierung des

Fluss-Qubits mit einer Rate I'f, ; beschrieben werden. Deshalb wird an dieser Stelle
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Abbildung 3.8: Links: Mittlere Photonenzahl in Abhédngigkeit von I'7 ; rechts: Ver-
teilungsfunktion fiir verschiedene Werte von I'7 ;. Die Kurven stammen aus der

Ein-Photon-Resonanz; wie im vorherigen Abschnitt ist hier g3 = 0.

der Dissipationsterm des Qubits in der Liouville-Gleichung verallgemeinert:

L'y
Lop = 5 (20.poy —poso.—040-p)
%’0 (02p0. = p) (3.11)

Dies fiihrt zu folgenden Raten im rotierenden Bezugssystem [25]:

Ty I

ry, = T (1 +sinB)* + %’Ocoszﬁ
o= D0 gir sin? 12
o = o8 B+ T3 sin” 3. (3.12)
Die Anwesenheit von I'} , fiihrt zu einer héheren Dephasierungsrate I',; weiterhin
. . . ry—T sin . . . .
ist die Inversion D, = F; +Fi = &a +singrﬂo)i2l§%0 P des.Qubn:s im Gleichgewicht
mit seinem Reservoir gegeniiber dem vorherigen Wert lis{nf reduziert.
sin“ 3

Zusammen hat dies eine Absenkung der mittleren Photonenzahl im Resonator
zur Folge. Noch deutlichere Auswirkungen hat die Anwesenheit von reiner Dephasie-
rung des Fluss-Qubits jedoch auf die Form der Photonen-Verteilungsfunktion P(n),
wie in Abbildung 3.8 zu sehen ist. Analog zur Diskussion im vorherigen Abschnitt
lassen sich auch hier zwei Bereiche mit unterschiedlichem Verhalten durch die Be-

dingung (n) = ng unterscheiden.

Fiir kleine Werte der reinen Dephasierungsrate ', ; ist die mittlere Photonenzahl

grofer als der Saturationsparameter, (n) > ng = %; die zugehorige laserartige
1
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Verteilung mit dem ausgeprigten Maximum zeigt die schwarze Kurve ((n) ~ 23,
no =~ 2). Mit wachsender reiner Dephasierung des Fluss-Qubits werden geméf
Gleichung 3.12 auch die Raten I'y, I', und somit der Parameter ng grofer, wéh-
rend die mittlere Photonenzahl sinkt. Die blaue Kurve zeigt den Ubergangsbereich
((n) ~ no ~ 15); eine weitere Erhohung von I', ; bringt das System schlieklich in
die Region (n) > ny. Die zugehorige Verteilung ist durch die rote Kurve dargestellt
((n) = 10, ng ~ 33).



Kapitel 4

SSET-Laser

In diesem Teil der Arbeit wird das Emissionsspektrum von Single-Qubit-Lasern un-
tersucht, das durch die Korrelationsfunktion des Oszillators (a'(t+7)a(t)) bestimmt
ist; Teile des Kapitels sind bereits in die Verdffentlichung [35] eingeflossen. Da die
Phase des elektromagnetischen Feldes in Lasern nicht fixiert ist, sondern diffundiert,
zerfillt die Funktion (a'(t + 7)a(t)) innerhalb einer charakteristischen Zeit 74. Diese
Zerfallszeit definiert die Linienbreite des emittierten Strahlung und ist daher in der

Lasertheorie eine wichtige Grofse.

Zur Untersuchung der Korrelationsfunktion (a'(t 4+ 7)a(t)) werden Heisenberg-
Langevin-Gleichungen fiir die Systemoperatoren benutzt. Diese Methode erlaubt es,
analytische Ausdriicke fiir die Phasendiffusionsrate sowie die Frequenzverschiebung

der emittierten Strahlung herzuleiten.

Der zweite Teil des Kapitels behandelt das sog. injection locking: dabei wird
der Oszillator von einem kohérenten externen Signal angetrieben. Im Gegensatz
zum nichtgetriebenen Fall ist die Phase dann nicht mehr gleichverteilt, was sich
in einem endlichen Erwartungswert (a) fiir den Vernichtungsoperator niederschlégt.
Der Single-Qubit-Laser verstirkt das externe Signal; mit Hilfe der Master-Gleichung
fiir die reduzierte Dichtematrix des Single-Qubit-Lasers werden die Eigenschaften

der emittierten Strahlung untersucht.

Die Phasendiffusion und das injection locking in einem Single-Qubit-Laser wur-
den experimentell im NEC-Experiment beobachtet. Abbildung 4.1 zeigt den sche-
matischen Aufbau des Experiments: Ein Ladungs-Qubit ist kapazitiv an einen Wel-

lenleiter mit der Resonanzfrequenz wy gekoppelt. Die kohédrente Entwicklung des

41
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Abbildung 4.1: Schematischer Aufbau des Experiments.

Systems wird durch den Hamilton-Operator

1
H = =5 (€= + Ey03) + hwga'a + hgo (a + ') o (4.1)

in der Basis der Ladungszusténde |0), |2) beschrieben. E ist die Josephson-Energie,
€. ist die elektrostatische Energiedifferenz zwischen den Ladungszustinden und
hingt von der Gate-Spannung Vj ab; gy ist die Kopplungskonstante. Eine Diagona-

lisierung fiihrt zum Hamilton-Operator
1
H= §AEO'Z + hwoa'a — hgo (sin (o, + cos (o) (a + aT) , (4.2)

in dem die Gréken AE und ¢ durch AE = /e, + EF und tan¢ = %= definiert
sind. Durch Verdndern der Gate-Spannung kann das Qubit in Resonanz mit dem

Ostzillator gebracht werden.

Wenn eine weitere Elektrode mit einer geeigneten Spannung Vj, an die supralei-
tende Insel angebracht wird, findet inkohirentes Einzel-Elektron-Tunneln aus dem
Ladungs-Qubit heraus statt; das Ladungs-Qubit wir dann zu einem supraleiten-
den Einzel-Elektron-Transistor (SSET). Zweimaliges aufeinanderfolgendes Tunneln
2) — |1) — |0) hat inkohirente Ubergéinge vom Zustand |2) in den Zustand |0) mit
einer Rate I'y zur Folge.

In der Basis der Eigenzusténde des Qubits fiihrt dies zu Relaxations- und Anregungs-
sowie reinen Dephasierungsprozessen mit Raten I'y; = L (1 £sin¢) und T, =
Lo cos? ¢. Durch Einstellen der Gate-Spannung (so dass der Zustand |0) eine hohere

Energie besitzt als der Zustand |2)) kann der Fall I'y > I'|, d.h. eine Inversion des
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Qubits erreicht werden. Bei resonanter Kopplung an den Oszillator lisst sich so ein

Single-Qubit-Laser realisieren.

4.1 Modell

Es wird ein Zwei-Zustand-System mit einer Energieaufspaltung e betrachtet, das
an einen Oszillator mit der Resonanzfrequenz wy gekoppelt ist; der Einfluss von
Dissipation auf das Qubit und den Oszillator wird durch die Wechselwirkung mit
unabhéingigen Reservoiren modelliert. Der Hamilton-Operator des Gesamtsystems
ist durch

1
H = §h602 + hwoa'a+ hg (ora+o_a') + Hy

+(N.o. + Nyop + N_o_)+ (a+a') N, (4.3)

gegeben. Darin beschreibt der dritte Term Ein-Photon-Prozesse in RWA mit der
Kopplungskonstanten g; N; sind Operatoren der Reservoire, deren freie Dynamik

durch den Hamilton-Operator Hy der Reservoire bestimmt ist.

Unter Verwendung der Gleichungen 2.26 und 2.32 kann die Zeitentwicklung der
Operatoren des gekoppelten Qubit-Oszillator-Systems durch Heisenberg-Langevin-

Gleichungen ausgedriickt werden:
d

0= = —2ig (0ra—o_al) =Ty (0, — Do) + F.(t) (4.4)
d

prik (T, —i€) oy —igo.a’ + Fy(t) (4.5)
d K

Yo = —(Eiiv)a—ige + Ey(). .
i (2 + zw0> a—igo_ + F,(t) (4.6)

Die Raten I'y und T, sind iiber die Definitionen I'y = I't + ' und Ty, = L + I, mit
der Relaxationsrate I';, der Anregungsrate I'| sowie der reinen Dephasierungsrate

[ des Qubits verkniipft; Dy = FTF_I U ist die Inversion des Qubits im Gleichge-

wicht mit seinem Reservoir, x ist die Dampfungsrate des Oszillators. Die fluktuie-
renden Terme F;(t) verschwinden im Mittel, (F;(¢)) = 0; die Korrelationsfunktionen

(F;(t)F(t')) = D;jgii(t — t') zerfallen auf einer Zeitskala, die sehr viel kiirzer ist

als die Dekoharenzeiten Fi und % des Systems. Die Diffusionskoeffizienten fiir das
©

Qubit und den Osrzillator sind im Kapitel 2.2.3 angegeben. Zusétzlich wird ange-
nommen, dass die Fluktuationsterme des Qubits und des Oszillators nicht korreliert

sind, (F,(H)FL(t)) = (F,(t)F.(t')) = 0.
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Fiir den Operator n, der die Photonenzahl im Resonator beschreibt, ldsst sich
eine dhnliche Gleichung angeben:
d

"= g (U+a — a_aT) — Kk (n— Ny) + Fy(t), (4.7)

wobei Ny, die thermische Photonenzahl bezeichnet.

4.2 Stationire Gleichungen

In diesem Abschnitt werden Ausdriicke fiir die Erwartungswerte der Photonenzahl
und der Inversion des Qubits, (n) und (o.) hergeleitet. Den Ausgangspunkt bildet
die Heisenberg-Langevin-Gleichung fiir den Operator o,a, die aus den Gleichungen
4.5 und 4.6 abgeleitet werden kann:

d

p (0ya) =—(y—iA)ora —igo.n —igoyo_ + F.(t), (4.8)

wobei A = € —wy die Verstimmung zwischen dem Qubit und dem Oszillator ist, und
die Groken v = I'y + § und Fi,(t) = Fy(t)a + 0. F,(t) eingefithrt wurden. Diese

Gleichung lasst sich durch Integration formal 16sen:
t

(01a)(t) = —ig/ dt' (o.(t')n(t') + o (t)o_(t)) p(F1=iD) (t=t))

—00

t
+ / dt' Fy o ()77, (4.9)

Durch Bildung des Mittelwerts auf beiden Seiten der Gleichungen 4.7 und 4.4 las-
sen sich Ausdriicke fiir die Groken (n) und (o,) erhalten, die jeweils von den Er-
wartungswerten (o, a) und (0_a') = (0 a)* abhiingen. Gleichung 4.9 liefert unter
Vernachléssigung des zweiten Terms
! L)) +1 N
((o4a) (1)) = —ig / dt’ ((Uz(t')n(t')) - %) (TR T (4.10)
wobei die Beziehung oy0_ = 1 (1+0,) verwendet wurde. Dieser Ausdruck fiihrt

schlieflich zu den Gleichungen

%(n(t» = ¢ / t dt’ {((Uz(t’)n(t’»jt%) (=i (t—t') +C'C}

—k ((O;(t» — Nu) (4.11)
Gy = =2 [ [(<az<t'>n<t'>> " %) (i) | }

—T1 ({02) = Do) (4.12)
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Stationdre Losungen mit konstanter mittlerer Photonenzahl und Inversion sind

durch die Gleichungen 4(n(t)) =0, %(0.(t)) = 0 gekennzeichnet. Fiir diese Lésun-

gen gelten die beiden Beziehungen:

) = Nat L2 (e + 5o+ 5) (413)
(0.) = Dp— 4%72 . ((02n> + %<az> + %) | (4.14)

Dies sind zwei Gleichungen fiir die drei Erwartungswerte (n), (o.) und (o.n). Daher

lassen sie sich ohne weitere Eingaben nicht 16sen.

Eine mogliche Néiherung ist die Faktorisierung (o.n) ~ (o,)(n). Die daraus re-
sultierende Theorie ist in der Quantenoptik als semi-quantum model bekannt |36]

und ergibt geschlossene Gleichungen fiir (n) und (o.):

) = Mot Z Tl + 00+ 5) (4.15)
(0,) = Do—zril(<n>—zvth). (4.16)

Das Einsetzen des zweiten in den ersten Ausdruck ergibt eine quadratische Gleichung

fiir die mittlere Photonenzahl (n), aus der sich dann auch der Erwartungswert(o,)

einfach bestimmen lasst. Mit Hilfe der Definition ng = Figr;v (1 + ?—;) lasst sich diese
@
Gleichung als
N 1 ID - 1 ['(Dy+1
(n)? + |fig — Ny, + 3 ;mol (n) + [—Nthno — §Nth - %] =0 (4.17)

schreiben und besitzt genau eine positive Losung.

Die Néherung (o,n) =~ (0,)(n) erlaubt eine analytische Berechnung der Erwar-
tungswerte (o.) und (n). Alternativ dazu ist auch eine numerische Berechnung durch
Lésung der Master-Gleichung fiir die reduzierte Dichtematrix des gekoppelten Qubit-

Ostzillator-Systems, wie im dritten Kapitel besprochen, moglich.

Fiir die Schaubilder werden, falls nicht anders angegeben, in diesem Kapitel
folgende Parameter verwendet: € = wy fiir das Qubit, g/wy = 4 - 1073 fiir die Kopp-
lungskonstante, I'; /wy = 0,026 fiir die Summe aus Relaxations- und Anregungsrate,
I'y/wy = 0,019 fiir die Dephasierungsrate, Dy = 0,975 fiir die Inversion des Qubits
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Abbildung 4.2: Vergleich der numerischen (schwarze Kurven) und analytischen Lo-

sung (rote Kurven) fiir die Erwartungswerte der Photonenzahl und der Inversion.

im Gleichgewicht mit seinem Reservoir, x/wy = 3 - 107 fiir die Didmpfungsrate des

Oszillators und Ny, = 1 fiir die thermische Photonenzahl.

In Abbildung 4.2 sind die analytischen Losungen fiir die Erwartungswerte (n)
und (o,) mit den numerischen Losungen verglichen. Dabei zeigen sich nur kleine
Abweichungen zwischen beiden Kurven, insbesondere reproduzieren sie das gleiche
Verhalten: fiir kleine Werte der Kopplungskonstanten g befinden sich das Qubit und
der Oszillator im Gleichgewicht mit ihren Reservoiren, was sich in den Beziehungen
(ny &= Ny, = 1 und (0,) ~ D, ausdriickt.

Bei einer gewissen Kopplungsstirke findet jedoch ein rascher Anstieg der mitt-
leren Photonenzahl statt, verbunden mit einer Verminderung der Inversion; dies
kennzeichnet den Ubergang des Systems in den laserartigen Zustand. Fiir grofere
Werte der Kopplungskonstanten g verlaufen die Kurven wieder flach: die mittlere
Photonenzahl (n) néhert sich einem festen Wert, wihrend der Erwartungswert der
Inversion (o,) gegen Null strebt.

In Abbildung 4.3 wird der Erwartungswert (o,n) mit dem Produkt (c,)(n) ver-
glichen; die Ergebnisse stammen aus der Losung der Master-Gleichung. Fiir kleine
Werte der Kopplungskonstanten g zeigt sich eine gute Ubereinstimmung. Fiir grofere
Werte jedoch beginnen die Kurven auseinanderzulaufen, wobei der relative Abstand

mit steigender Kopplungsstérke anwéchst.

Dies erkldrt die Abweichungen zwischen den analytischen und den numerischen

Ergebnissen fiir die Erwartungswerte (n) und (o.). Dort sind die relativen Unter-
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Abbildung 4.3: Vergleich des Erwartungswerts (o,n) mit dem Produkt (o.)(n); die

Ergebnisse stammen aus der numerischen Losung der Master-Gleichung.

schiede nur gering; wie sich allerdings zeigen wird, gibt es grofse Abweichungen bei
der Berechnung der Linienbreite im Bereich der starken Kopplung. Deshalb ist die

Néherung (o,n) ~ (0.)(n) dort nicht zulissig.

Die Gleichungen 4.13 und 4.14 lassen sich also im Allgemeinen nicht geschlossen
16sen. Allerdings konnen sie in jedem Fall verwendet werden, um bei Kenntnis einer

der Groken (o), (n) oder (o.n) die iibrigen Erwartungswerte zu berechnen.

4.3 Phasendiffusion

Das Ziel dieses Abschnitts ist die Berechnung der Korrelationsfunktion (a'(t+7)a(t))
des Oszillators. Die Zeit ¢ wird dabei als grofs angenommen, so dass sich das System
in einem stationdren Zustand befindet. Die Heisenberg-Langevin-Gleichung fiir den
Erzeugungsoperator a'(t) (die sich durch komplexes Konjugieren von Gleichung 4.6

ergibt) fiihrt zu der Gleichung:

T (alte+7)a(0) = (4t 7)) )
- (g - MO) al(t +7)a(t) +igos (t + T)a(t) + Ei(t + 7)a(t). (4.18)

Die freie Zeitentwicklung ~ e*°” kann durch den Wechsel zu den Operatoren a'f) (t) =

aD(t)er™o! und &, (t) = oy (t)e”™0! eliminiert werden. Durch Bildung des Mittel-
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werts und unter Vernachlédssigung des letzten Terms ldsst sich dann die Gleichung

%(&T(t +)a(t) = —5 (@ (t+ T)alt) +ig(as(t+7)al)  (419)

erhalten; das gleiche Vorgehen fiir die Korrelationsfunktion (o, (¢t + 7)a(t)) liefert
den Ausdruck

%(5+(t+7)&(t)> = — ([, —iA) (G (t+71)at)) —iglo.(t+7)a (t+7)a(t)). (4.20)

Wenn die Dephasierungsrate des Qubits viel grofer ist als die Dadmpfungsrate des
Oszillators, I', > &, kann die Korrelationsfunktion (o (t+7)a(t)) in Gleichung 4.19

durch die adiabatische Losung (& (t+7)a(t)) = r;—igm (o.(t+7)al(t+7)a(t)) ersetzt

werden, was die Gleichung

g2

i(a*(t +71)at)) = —%(dT(t + 7)a(t)) + m@(z& +7)al(t+7)at)) (4.21)

dr

ergibt.

4.3.1 Auswertung der Korrelationsfunktionen

Zur Vereinfachung der Gleichung 4.21 wird der Operator a in Amplitude und Phase
aufgespalten, a(t) = \/n(t) + 1e ). Desweiteren wird die Annahme gemacht, dass
die Korrelationszeit t4 der Phasenfluktuationen viel grofser ist als die Korrelationszeit
t, der Amplitudenfluktuationen, und dass die mittlere Photonenzahl viel grofer ist
als 1, (n) > 1. Dies erlaubt es, fiir Zeiten ¢t > ¢, die Ndherung

(o, (t+7)al (t 4+ 7)a(t)) = (o.(t + 1) /n(t + 7)) {(y/n(t) eiW(t+T)e’i“’(t)> (4.22)

vorzunehmen. Die gleiche Naherung ldsst sich auch fiir die Korrelationsfunktion
(a'(t 4+ 7)a(t)) machen. Damit ergibt sich die Gleichung:

Faeena) = - (5- g TE) @ nao)

= (—Kq+idwp) (@' (t + 7)a(t)). (4.23)

In der zweiten Zeile wurden der Real- und Imaginéarteil innerhalb der Klammer ge-

trennt. Der Einfluss des Qubits auf die Korrelationsfunktion des Oszillators dufert

. . . " . . 2r . .
sich in einer Anderung der Phasendiffusionsrate kg = % — %%}g@ und einer
7

2
Frequenzverschiebung dwy = %«zyg?. Zur Berechnung dieser Grofen wird im
]
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Folgenden der Ausdruck fozvm) z«f)

ausgewertet.

Die Operatoren o, und n lassen sich jeweils als Summe ihres Mittelwerts und
eines fluktuierenden Terms schreiben: o, = (0,) + do, und n = (n) + dn. Unter der
Annahme, dass die Fluktuationen der Photonenzahl kleiner sind als der Mittelwert,

(0n?) < (n), lasst sich die Ndherung \/(n) + dn ~ +1 5”> vornehmen. Dies

o0
ergibt die Gleichung

oy (o000 ((VA) + 17 )) o+ (80250

(Vn)y (V) 2(n)

Dieser Ausdruck kann mit Hilfe der Beziehung (o.n) = (o.)(n) + (do.0n) weiter

(4.24)

vereinfacht werden, was schlieflich zu der Gleichung

<°<'i/\§> _ % {<az> + <°’Z”>1 (4.25)

fiithrt.

4.3.2 Phasendiffusionsrate und Frequenzverschiebung

Das Emissionsspektrum S(w) des Oszillators ist proportional zur Fouriertransfor-
mierten der Korrelationsfunktion {af(t 4+ 7)a(t)) [37]. Mit Hilfe von Gleichung 4.23
ergibt sich fiir das Spektrum eine Lorentzkurve der Breite x4, die um die Frequenz

wy = wo + 0wp herum zentriert ist:

Kq (n)
(w—wg)? + K3

Re S(w) ~ (4.26)

Die im letzten Abschnitt vorgenommenen Niherungen erlauben es, mit Hilfe der
Gleichung 4.25 analytische Ausdriicke fiir die Phasendiffusionsrate und die Frequenz-

verschiebung zu finden:

k1 g T, T, (o.m)
Ty a2 rA? Az <<gz>+ () ) (4.27)
1 2A (o,m)

(4.29)

Mit Hilfe der Gleichungen 4.13 und 4.14 ldsst sich der Erwartungswert (o.n) eli-

minieren, so dass die resultierenden Ausdriicke nur noch die Groken (n) und (o)
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Abbildung 4.4: Phasendiffusionsrate x4 in Abhéngigkeit der Kopplungskonstanten
g; die rote Linie kennzeichnet die Losung k. aus dem semi-quantum model, das die

Korrelationen zwischen den Operatoren o, und n vernachléssigt.

enthalten:
k 1 g2F¢ g2F<p (0,)+1 KNy
S L r 4.30
S e AR TR ARy ) (4.30)
Al &k g° g (o) +1 K Ny,
1) = — ») — — 4.31
o 2 |ar, Tzt A (o) T2+ A2 2(n) 2T, (n) (4:31)

Abbildung 4.4 zeigt die Phasendiffusionsrate x; in Abhéngigkeit der Kopplungs-
konstanten g; die bendtigten Erwartungswerte (n) und (o.) wurden dabei mit Hilfe
der Master-Gleichung berechnet. Die Rate kg sinkt zunichst, ausgehend von dem
Wert 7,
Zum Vergleich ist auch die Rate x. eingezeichnet, die sich durch die Faktorisierung

auf ein Minimum, und steigt dann mit wachsender Kopplung wieder an.

des Erwartungswerts (o.n) ergibt. Die beiden Kurven stimmen nur fiir kleine Werte
der Kopplungskonstanten g iiberein; im iibrigem Bereich ist die Rate x4 deutlich
kleiner als die Rate k.

Um diesen Unterschied deutlich zu machen, lassen sich die obigen Ausdriicke fiir

die Phasendiffusionsrate auch in folgender Form schreiben:

ENth QQPAD ((02) +1) 4 QQPw (o:n) — (02)(n)
2(n)  2(n) Pi + A2 Fi + A2 2(n)
A [E((n) = Nu)  5(0:+1) g°A  {o.n) — (0:)(n)

e C T S v el R R T

Kd (4.32)
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Abbildung 4.5: Phasendiffusionsrate k4 und mittlere Photonenzahl (n) in Abhén-
gigkeit der Kopplungskonstanten g.

Die Formeln setzen sich dabei aus jeweils zwei Teilen zusammen: Der erste Beitrag ist
das Ergebnis, das aus einer Behandlung im Rahmen des semi-quantum models, d.h.
der Faktorisierung (o,n) = (0,)(n) folgen wiirde; der zweite Beitrag beriicksichtigt

die Korrelationen zwischen den Operatoren o, und n.

In Abbildung 4.5 ist neben der Phasendiffusionsrate x4 auch die mittlere Pho-
tonenzahl (n) im Oszillator eingezeichnet. In einem schmalen Wertebereich der
Kopplungskonstanten g steigt die Photonenzahl (n) vom thermischen Gleichgewicht
(n) = Ny, = 1 ausgehend auf einen nahezu konstanten Wert (n) a 40; in diesem
Bereich erreicht die Phasendiffusionsrate ihr Minimum (dort beginnt die Rate xg4
sich auch deutlich vom Wert k. zu unterscheiden); fiir grofere Kopplungsstérken,

wenn die Photonenzahl saturiert, wachst die Rate k4 mit der Kopplungskonstanten.

Abbildung 4.6 zeigt schlieflich die Phasendiffusionsrate x4 als Funktion der
Kopplungskonstanten g und der reinen Dephasierungsrate I';. Fiir kleine Werte
der Kopplung g fillt die Rate x4 rasch auf ihr Minimum ab. In diesem Bereich be-
giinstigt eine kleine Dephasierungsrate laserartiges Verhalten des Oszillators, was
zu einem kleineren Wert fiir die Rate k4 fiithrt. Fiir starke Kopplung hingegen ist
die mittlere Photonenzahl weitgehend unabhéngig von der Dephasierungsrate I'; in
diesem Bereich wirkt die Dephasierung dem Anwachsen der Rate k4 mit steigender

Kopplung g entgegen, weshalb hier eine gréfere Dephasierung eine kleinere Phasen-
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Abbildung 4.6: Phasendiffusionsrate x, als Funktion der Kopplungskonstanten g und

der reinen Dephasierungsrate I';,.

diffusionsrate zur Folge hat.

Aufserhalb der Resonanz € = wy tritt neben einer Verringerung der Linienbreite
auch eine Frequenzverschiebung in der vom Oszillator emittierten Strahlung auf; dies
ist in Abbildung 4.7 demonstriert. Fiir kleine Werte der Kopplungskonstanten ¢ ist
die Frequenzverschiebung weitgehend unabhéngig von der Verstimmung A = € —wy
und wéchst mit der Kopplungskonstanten. Im Kontrast dazu laufen die Kurven im
Bereich starker Kopplung auseinander und hingen nur noch schwach von der Kopp-

lungsstarke ab; dort ist die Frequenzverschiebung proportional zu der Verstimmung

A.

4.4 Injection locking

In diesem Abschnitt wird das Verhalten des Single-Qubit-Lasers unter dem Ein-
fluss eines dufseren Feldes betrachtet, das den Oszillator antreibt. Dazu wird der
Hamilton-Operator 4.3 um den Term hEyae™d! + hEjale~ ! erweitert, der ein
monochromatisches Feld der Amplitude Fy und Frequenz wy, beschreibt, das an den

Oszillator koppelt.
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Abbildung 4.7: Frequenzverschiebung dwy als Funktion der Kopplungskonstanten g

fiir zwei feste Werte der Verstimmung A = € — wy.

4.4.1 Analytische Ergebnisse in Resonanz

Bevor der allgemeine Fall numerisch untersucht wird, werden hier einige analytische
Ergebnisse fiir den resonanten Fall wg. = wy = € prasentiert. Der neue Term im
Hamilton-Operator modifiziert die Heisenberg-Langevin-Gleichung fiir den Erzeu-

gungsoperator al:

d .
ECLT = — (g - z'wg) a' +igoy +iEge™rt + Fi(t). (4.34)

—iwot

Der Wechsel zu den Variablen a' = afe™™ und 5, = o e unter Ausnutzung

der Resonanzbedingung wg,. = wy ergibt die Gleichung:

%(EM _ _g((jf) +ig(64) + iE,. (4.35)

Die Heisenberg-Langevin-Gleichung 4.5 fiir den Qubit-Operator o bleibt weiterhin
giiltig. Fiir den Fall, dass die Dephasierungsrate des Qubits viel grofer ist als die

Démpfungsrate des Oszillators, I', > £, lisst sich der Ausdruck (7) in der Glei-
chung fiir den Erwartungswert (@) durch die adiabatische Losung () = }—if’(azéw

ersetzen, was zu der Gleichung

d . K. 2 .
—Hah = =S (@) + 1€—<azcﬁ> +iE, (4.36)
©

fiihrt. Im Unterschied zum nichtgetriebenen Fall besitzt der Erzeugungsoperator

einen endlichen Erwartungswert, (a()) # 0, da die Phase des elektromagnetischen
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Abbildung 4.8: Betrag des Erwartungswerts (a(")) in Abhingigkeit der Kopplungs-
konstanten g; die Amplitude des externen Feldes hat den Wert Ey =2 - (k/2).

Feldes nicht mehr gleichverteilt, sondern um einen festen Wert herum fixiert ist. Die

Niherung (o.a') ~ 1 (<02> + <?;7>1>> (@) analog zum vorherigen Abschnitt liefert

einen analytischen Ausdruck fiir die zeitlich konstante Losung %(d*} = 0:

(@) = 2 (4.37)

— )
Rd

2 » (n)
Hilfe der Gleichungen fiir die Erwartungswerte (n) und (o) ldsst sich die N&herung
Fq ~ 5 (:‘id + K2+ 2]E0\2/<n>> vornehmen, wobei die Rate x4 durch die Formel

g> (o241 + %% gegeben ist.

wobei die Grofe iy iiber die Beziehung kg = 5 — 12—2% ((Jz) + <UZ”>> definiert ist. Mit

2
_r_ 9 Nl
ka =74 2F¢<O-Z>+4F¢ n)

Abbildung 4.8 zeigt den Betrag |(al)| = |(a)| des Erwartungswerts (a') in Ab-

héngigkeit der Kopplungskonstanten g. Im ungekoppelten Fall ¢ = 0 gelten die
E

= B

Amplitude |{a')| zunichst auf einen maximalen Wert an; fiir groke Werte der Kopp-

Beziehungen <4 = 5 und |(a')| Mit steigender Kopplungsstirke wichst die
lungskonstanten g hingegen sinkt sie wieder. Dieser Verlauf ist analog zum nichtmo-
notonen Verhalten der Phasendiffusionsrate aus dem vorherigen Abschnitt.

Die rote Kurve benutzen die analytische Naherung aus Gleichung 4.37; die schwar-
ze Kurve zeigt das Ergebnis der direkten numerischen Berechnung des Erwartungs-
werts (a') aus der Master-Gleichung. Fiir starke Kopplung zeigen sich Abweichun-

gen zwischen beiden Kurven. Der Grund hierfiir sind Korrelationen zwischen der
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Amplitude und der Phase des elektromagnetischen Feldes, so dass die Naherung
(o.at)/{(al) ~ (o.y/n)/{y/n) in diesem Bereich nicht mehr giiltig ist.

Die Anwesenheit eines externen Feldes hat auch Auswirkungen auf die Korrela-
tionsfunktion £ (af (¢ + 7)a(t)) des Oszillators; die zugehdrige Gleichung 4.21 erhélt

nun einen zusatzhchen Term ~ Ejy:

2

i<5ﬁ(t+7)a(1t)> = —g(&T(t+7)d(t)> + 13—<az(t +r)al(t+7)a(t)) +iEy(a). (4.38)

T @

Die Néherung (o, (t+7)a'(t+ 7)a(t)) ~ <(Zf/%7>7> (a'(t+7)a(t)) analog zum vorherigen
Abschnitt fithrt dann zu der Gleichung

i(a*(t+7)a(t)) = —Rg(al(t + m)a(t)) + iEy(a). (4.39)

dr

Die Korrelationsfunktion zerfillt mit einer Rate k4; im Gegensatz zum nichtge-
triebenen Fall strebt sie allerdings fiir grofe Zeiten 7 gegen den endlichen Wert
2 (a) = [{a)l®.

Unter Verwendung der Anfangsbedingung (a'(t)a(t)) = (n) lisst sich die Losung
(at(t +7)a(t)) = [{a)|* + [(n) — |{a)|*] e *4" berechnen; fiir das Emissionsspektrum
S(w) ergibt sich damit:

Re S(w) ~ 2 ({n) — (@) )+W\(&>\25(w—wo). (4.40)

(w—wp)? + k2

Das Spektrum S(w) enthélt nun zwei Beitrige: eine Lorentzkurve der Breite &g ,
deren Héhe proportional zur Differenz (n) — |(a)|? ist, und einen schmalen Peak,
dessen Hohe proportional zum Quadrat des Erwartungswert (@) ist. Der zweite
Beitrag wird durch das externe treibende Feld erzeugt; die Delta-Funktion ist eine
Folge der Annahme, dass dieses Feld monochromatisch ist, d.h. keine Linienbreite
besitzt. Im ungekoppelten Fall g = 0 gilt die Beziehung |(a)|* = (Eo/g)Q. Wenn
das Qubit an den Oszillator gekoppelt ist, vergrofert sich der Wert |(a)|*> (siehe
Abbildung 4.8); der Single-Qubit-Laser verstirkt somit das dufere Signal.
Abbildung 4.9 illustriert, wie die Antriebsleistung das Emissionsspektrum beein-
flusst: Mit wachsender Amplitude des treibenden Feldes wichst auch das Quadrat
|{(a)|* und néhert sich der mittleren Photonenzahl an; somit nimmt die Hohe der
Lorentz-Kurve kontinuierlich ab, wihrend die Hohe des zweiten, schmalen Peaks

stetig anwéchst.
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Abbildung 4.9: Mittlere Photonenzahl (n) und Betragsquadrat des Erwartungswerts
(a) in Abhingigkeit der Amplitude E, des treibenden Feldes.

4.4.2 Numerische Ergebnisse

Im vorherigen Abschnitt wurde gezeigt, dass der Erwartungswert des Erzeugungs-
operators {(a') einen endlichen Wert erhélt, wenn der Oszillator durch ein #uferes
Feld angetrieben wird. Dies ist mit dem Auftreten eines Peaks im Emissionsspektrum
verkniipft, dessen Hohe proportional zum Quadrat [(a)|? ist. In diesem Abschnitt
wird diese kohérente Strahlung im allgemeinen, nicht-resonanten Fall wy, # wo # €
untersucht. Dabei wird angenommen, dass der Erwartungswert (a') mit der treiben-
den Frequenz wy, oszilliert; durch numerische Losung der Master-Gleichung werden
die Phase und die Amplitude des Erwartungswerts (a') = (a'e~*at) berechnet.
Falls der Ostzillator nicht an das Qubit gekoppelt ist, gelten die einfachen Bezie-

hungen:

@ = By (5) + e - (a1

tang = (wdr—wo)/§ (4.42)
fiir die Amplitude und die Phase des (komplexen) Erwartungswerts (a'). Die globale
Phase wurde dabei so gewéhlt, dass die Phase ® in Resonanz wy. = wy den Wert
0 besitzt. Wie im Folgenden gezeigt wird, besteht die Wirkung des Single-Qubit-
Lasers in einer Anderung der Amplitude und der Phase der GroRe (a'), und somit

der kohérenten Strahlung, gegeniiber dem ungekoppelten Fall g = 0.
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Abbildung 4.10: Amplitude und Phase des Erwartungswerts (a') in Abhingigkeit
der Verstimmung wg, —wy des externen Feldes. Die treibende Amplitude Ey hat den
Wert Ey = k/2.

Abbildung 4.10 zeigt die Amplitude und die Phase des Erwartungswerts (a')
in Abhéngigkeit der Verstimmung wg. — wy des treibenden Feldes gegeniiber dem
Ostzillator bei konstanter Amplitude Ey. Zum Vergleich ist auch das Ergebnis einge-
zeichnet, das sich ohne Kopplung an das Qubit (g = 0) ergibt.

Der Einfluss des Qubits ist in beiden Bildern klar erkennbar: In einem schmalen
Bereich um die Resonanzfrequenz des Oszillators herum wird das externe Signal
deutlich verstirkt. In Resonanz wy, = wg wird die Amplitude um einen Faktor
~ b vergrofert; fiir den kohidrenten Beitrag im Emissionsspektrum, dessen Hohe
proportional zum Quadrat |(a')| ist, entspricht das einer Verstirkung um einen
Faktor ~ 25.

Die Erhohung der Amplitude wird von einer Verschiebung der Phase begleitet.
Die Verschiebung ist dabei in den Bereichen ausgepréigt, in denen auch die Verstér-
kung der Amplitude grof ist. Wie aus Gleichungen 4.41 und 4.42 entnommen werden
kann, entspricht dieses Verhalten einer Verringerung der effektiven Ddmpfungsrate
des Ostzillators.

In Abbildung 4.11 sind die Amplitude und die Phase des Erwartungswerts (a')
in Abhéngigkeit der Frequenz des externen Feldes gezeigt. Im Gegensatz zum vorhe-
rigen Fall befinden sich jedoch das Qubit und der Oszillator nicht in Resonanz. Die
Verstimmung zwischen Qubit und Oszillator dufert sich in einer Verschiebung des

Maximums der Amplitude |(a')|. Die maximale Verstirkung des externen Signals
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Abbildung 4.11: Amplitude und Phase des Erwartungswerts (a') in Abhingigkeit
der Frequenz des externen Feldes. Die Verstimmung A = € —wy zwischen dem Qubit
und dem Oszillator besitzt den Wert A /wy = 0,02; die treibende Amplitude Ey hat
den Wert Ey = r/2.

findet nun statt, wenn die Frequenz wy, des treibenden Feldes etwas hoher ist als die
Resonanzfrequenz wy des Oszillators (dies ist bedingt durch die positive Verstim-
mung zwischen Qubit und Ostzillator; fiir negative Verstimmung ist das Maximum
zu kleineren Frequenzen wy, hin verschoben). Im Bereich wg, ~ wy wird das externe
Signal hingegen unterdriickt. Die Erhéhung der Amplitude |{a')| wird auch hier von
einer Verschiebung der Phase begleitet.

Abbildung 4.12 zeigt schlieklich die Amplitude des Erwartungswerts (a') in Ab-
hiangigkeit der Frequenz des externen Feldes und der Verstimmung zwischen Qubit
und Oszillator. Dabei ist zu sehen, dass Frequenz wy,., bei der die Amplitude der
kohérenten Strahlung ihr Maximum erreicht, in einem weiten Bereich linear von der
Verstimmung A abhéngt und einen konstanten Wert besitzt. Fiir grofse Werte der
Verstimmung sinkt die Amplitude (a') rasch ab; das System befindet sich dann auf-
grund der kleinen effektiven Kopplung zwischen Qubit und Oszillator nicht mehr in

einem laserartigen Zustand.
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Abbildung 4.12: Amplitude des Erwartungswerts (@) in Abhiingigkeit der Frequenz
des externen Feldes und der Verstimmung A = € —wqy zwischen dem Qubit und dem
Oszillator. Die Amplitude Ej des treibenden Feldes hat den Wert Ey = /2.
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Kapitel 5
Zusammenfassung

In dieser Diplomarbeit wurden gekoppelte Qubit-Oszillator-Systeme mit Hinblick
auf laserartiges Verhalten untersucht. Zur Beschreibung dieser Systeme unter Be-
riicksichtigung von Dissipation, die in Single-Qubit-Lasern eine wichtige Rolle spielt,
wurden zwei Herangehensweisen benutzt. Der erste Zugang verwendet die Dichte-
matrix, der zweite Zugang die Bewegungsgleichungen fiir die Operatoren des Qubits

und des Oszillators.

Es wurde eine Methode préasentiert, die die numerische Berechnung der reduzier-
ten Dichtematrix des Qubit-Oszillators Systems im stationdren Limit ¢ — oo er-
laubt. Dieses Verfahren benotigt als Naherung eine Beschrinkung des Hilbertraums
des Oszillators auf endliche Dimensionen. Die Methode wurde auf das konkrete
Beispiel eines getriebenen Fluss-Qubits angewandt, das einen langsamen Oszillator
durch seine Rabi-Oszillationen antreibt. Es wurde gezeigt, dass in diesem System
laserartiges Verhalten moglich ist, und die mittlere Photonenzahl im Oszillator so-
wie die zugehorige Photonen-Verteilungsfunktionen berechnet. Als Folge einer Fre-
quenzverschiebung unterscheiden sich letztere von der Poisson-Verteilung iiblicher

Laser-Zustande.

Es wurde gezeigt, dass das Verhalten des Systems wesentlich von der Relaxati-
onsrate des Fluss-Qubits abhéngt. Die mittlere Photonenzahl besitzt eine nichtmo-
notone Abhéngigkeit von der Relaxationsrate. Durch einen Vergleich der mittleren
Photonenzahl mit dem Saturationsparameter lassen sich zwei Parameterbereiche
unterscheiden: fiir kleine Relaxationsraten ist die Verteilungsfunktion der Photo-
nen laserartig und weist ein ausgeprigtes Maximum bei einer Photonenzahl auf, die

deutlich oberhalb der thermischen Photonenzahl liegt. Fiir groke Relaxationsraten
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hingegen ist die Photonen-Verteilung thermischer Natur, mit einer erh6hten effek-
tiven Temperatur. Die zwei Bereiche unterscheiden sich sehr deutlich in der Form
der Verteilungsfunktionen, wihrend aber die mittlere Photonenzahl in der selben

Grofenordnung liegt.

Als zweite Methode zur Behandlung von Single-Qubit-Lasern wurden Heisenberg-
Langevin-Gleichungen fiir die Operatoren des Qubits und des Ostzillators vorgestellt,
die den Einfluss der Umgebung durch Dampfungs- und Fluktuationsterme beriick-
sichtigen. Dieses Verfahren eignet sich zur Untersuchung von Korrelationsfunktionen.
Es wurden Gleichungen fiir die mittlere Photonenzahl und die mittlere Inversion des
Qubits hergleleitet und gezeigt, dass die Faktorisierung des Erwartungswert fiir das
Produkts aus Photonenzahl und Inversion im Bereich starker Kopplung zu unge-
nauen Ergebnissen fiihrt.

Das Spektrum des Single-Qubit-Lasers ist durch die Phasendiffusionsrate und
die Frequenzverschiebung bestimmt. Es wurde eine Herleitung dieser Grofen pri-
sentiert, die ohne die eben genannte Faktorisierung auskommt. Dies fiihrte zu analy-
tische Ausdriicken, die neben den Parametern des Systems nur die Erwartungswerte
der Photonenzahl und der Inversion beinhalten (wobei die eine Grofe aus der an-
deren berechnet werden kann). Mithilfe dieser Ausdriicke wurde die Abhéngigkeit
der Phasendiffusionsrate und der Frequenzverschiebung von der Kopplungsstarke
zwischen dem Qubit und dem Oszillator untersucht.

Zusatzlich wurde das Verhalten des Single-Qubit-Lasers unter dem Einfluss eines
externen kohérenten Felds untersucht, das den Oszillator antreibt. Zunéchst wurde
der Spezialfall, dass Qubit, Oszillator und treibendes Feld in Resonanz sind, ana-
lytisch behandelt. Es wurde gezeigt, dass die Anwesenheit des externen Felds zu
einem kohérenten Signal im Emissionsspektrum des Oszillators fiihrt; dieses Signal
wird als Folge des laserartigen Verhalten verstirkt. Danach wurde der allgemeine,
nicht-resonante Fall numerisch, mithilfe des Dichtematrix-Ansatzes, behandelt. Da-
bei wurden insbesondere die Amplitude und die Phase der kohédrenten Strahlung des

Oszillators in Abhéngigkeit der treibenden Frequenz untersucht.
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5.1 Ausblick

Wie in dieser Diplomarbeit gezeigt wurde, spielt Dissipation in Single-Qubits-Lasern
eine wichtige Rolle. Um den Einfluss der Umgebung auf das Qubit-Oszillator-System
im Rahmen der oben erwihnten Methoden zu untersuchen, werden einige Annahmen
an das Reservoir gemacht (das die Umgebung modelliert). Eine dieser Annahmen
setzt voraus, dass die Korrelationszeit der Fluktuationen des Reservoirs viel kleiner
als die typische Zeitskala ist, auf der sich der Zustand des Systems entwickelt.

Dies schlieft die Behandlung von niederfrequentem Rauschen, insbesondere 1/ f-
Rauschen aus. Da andererseits festkorperbasierte Qubits anfillig fiir diese Art von
Rauschen sind, konnte die Einbeziehung von 1/ f-Rauschen in die Behandlung von

Single-Qubit-Lasern wichtige Aufschliisse iiber das Verhalten dieser Systeme geben.
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Anhang A

Diffusionskoeffizienten fur das Qubit

In diesem Abschnitt wird gezeigt, wie die Diffusionskoeffizienten D;; berechnet wer-
den kénnen, die in den Korrelationsfunktionen (F;(t)F;(t')) = D;j gi;(t — t') fiir die
Langevin-Operatoren des Qubits auftreten. Die Herleitung orientiert sich dabei an
der Behandlung in Quelle [31]

Den Ausgangspunkt bilden die Heisenberg-Langevin-Gleichungen fiir die Opera-

toren o, und o4:

d

EO’Z —Fl (O'Z — Do) + Fz(t), (A].)
d
%O’i = —FwO'i -+ Fi<t), (A2)

die den Einfluss des Reservoirs auf das Qubit beschreiben. Diese Gleichungen kénnen
auch in der Form 40;(t) = D(0;(t))+ F;(t) geschrieben werden, wobei die Driftterme
D(o;(t)) Funktionen der Operatoren o,(t) und o4 (t) sind.

Zur Berechnung des Diffusionskoeffizienten D;; wird der Qubit-Operator o;(t)o;(¢)
betrachtet. Unter Verwendung der obigen Gleichungen ergibt sich:

%(@(t)aj(m = (ai(t)a; (1)) + (oi(t)o;(1))
)

+ (Fi(t)o;(t) + oi(t) F(1)). (A-3)

Zur Auswertung des Ausdrucks in der letzten Zeile wird die Heisenberg-Langevin-

Gleichung fiir den Operator o;(t) zwischen den Zeitpunkten ¢ — At und ¢ integriert.
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Falls die Zeitdifferenz At klein ist im Vergleich zu den Dekohérenzzeiten rll und i,

ldsst sich dabei die Ndherung
t
01(8) = 05t — AE) + At - D(os(t — At)) + / Bt dt’ (A4)
t—At

machen. Dieser Ausdruck kann in die letzte Zeile der Gleichung A.3 eingesetzt wer-
den. Wenn die Zeitdifferenz At deutlich grofer ist als die Korrelationszeiten der
Langevin-Operatoren, also insgesamt die Beziehung 7. < At <« Ty gilt (was auf-
grund der Annahmen an das Reservoir immer mdglich ist), bleibt dann nur der Term
~ (F()Fy(¢) iibris.

Letzteres liegt daran, dass die Operatoren oy (t — At) nur von der Langevin-
Operatoren Fy(t”) in der Vergangenheit, d.h. zu Zeiten ¢ < t—At abhéngen. Folglich
sind die Operatoren o (t — At) und F}(t) unkorreliert, (o) (t — At)F;(t)) = 0. Somit
ergibt sich fiir die letzte Zeile der Gleichung A.3:

(F(0o;(0) + 005 (0)
- / Fy(®) + Fit)F (1)
D;;

/A dt' (gi;(t —=t') + gi; (¢ — 1))
A

= Dy N dr gij (1) = Dy (A.5)
—At

Mithilfe dieser Beziehung ldsst sich Gleichung A.3 als

d

5 (0i(t)a;(8)) = (D(0i(t))o;(t)) + (0:(t)D(0;(1))) + Dy (A.6)

schreiben. Andererseits ist die Zeitentwicklung fiir den Erwartungswert (o;(t)o;(t))
durch den Driftterm D(o;(t)o;(t)) bestimmt, %{(o;(t)o;(t)) = (D(0s(t)o;(1))), so

vt
dass sich folgende Gleichung fiir den Diffusionskoeffizienten D;; angeben lasst:

Dy; = (D(0i0;) — D(0i)o; — 0/D(0;)) (A.7)
Als Beispiel wird der Diffusionskoeffizient D, berechnet:
D.. = (D(o10:) —D(o4)o. —0+D(0.)) = (D(—04) — D(04)o. — 04D(02))

= (I'yoy +Ty040,+0:14(0, — Do) = Loy —Tpor — oI (14 D)
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Analog lassen sich auch die iibrigen Diffusionskoeffizienten herleiten; dies fiihrt zu

folgenden Gleichungen:

Iy + T (1+ (02))
I +T5(1 = (02))
D__ =0

2L (o)

—2I'{o4)
—2I'{o-)

2l (o)

2y = 2(T' = I'y)(o2)
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Anhang B

Diffusionsrate im getrieben Fall

In diesem Abschnitt wird die Niherungsformel g ~ 1 </<;d + /K3 + 2|E0|2/<n>>
hergeleitet, die in Kapitel 4.4.1 zur Abschéitzung der Amplitude des Erwartungs-

werts (a) mithilfe der Gleichung (a') = % angegeben wird.

Den Ausgangspunkt bilden die Heisenberg-Langevin-Gleichungen fiir die Opera-

toren o4, a und n in Resonanz wy, = wy = €

%0'4, = — (FQD — ZC(JO) g4 — igUZaT + F+<t) (B].)
d K : : - Tk —iwot
—a = — (— - zw0> a—igo_ —ikEje " + F,(t) (B.2)
dt 2
d ,
prid ig (0ra—o_a") + (iaEpe™*" + c.c) — Kk (n — Ny,) + Fn(t) (B.3)
Aus den Gleichungen B.1 und B.2 ldsst sich folgende Gleichung den Operator o, a
herleiten:
d : . : * —iwot
0= —I'yoira —igo,n —igoyo_ —io Eje + FLa(t) (B.4)

wobei die Relation § < I', benutzt wurde. Die Bildung des Erwartungswerts und

die Vernachlissigung des letzten Terms fiihren dann zu der Beziehung:

(04a) = =9 (<azn> oo+ 1) i) (B.5)

¢ 2 ¢
Dieser Ausdruck kann in die Gleichung fiir die mittlere Photonenzahl (n) einge-

setzt werden, die sich aus der Heisenberg-Langevin-Gleichung B.3 ergibt:
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Ly = %3Q@m+§w»+%)+(%ﬁww+wc)

® P

4 (i{@) By + e.¢) — & ({n) — Nip) (B.6)

In Abschnitt 4.4.1 wurde gezeigt, dass die Naherung (o.a') ~ 3 << 2) + <(zz’;>) (a'y,

die Korrelationen zwischen der Amplitude und der Phase vernachlissigt, zu den Glei-
chungen kg = g—% ((02> + <‘Z;;L>>, (@) = #2und (5,) = ;Fﬂ (<O'Z> + <‘Z;;L>> (al) =

ng%d <(az> + %Zl" ) fithrt. Das Einsetzen dieser Ausdriicke fiir die Erwartungswerte

(@) und (G4) in die obige Gleichung liefert die Gleichung:

L 2B 1 1\ ¢ B {o=n)
N, . —{o,) + = R . . (B.7
(n) = N+ ”» +F¢/<; (o n>+2<0>+2 +Fi v (0,) + ) (B.7)

Zur Berechnung der Rate k4 wird der Erwartungswert (o.n) benotigt. Aus der

Gleichung fiir die mittlere Photonenzahl lésst sich folgende Relation ableiten:

(o) (| |B? 1

m>@+wmwﬂ

:Eﬁ(_MQ_Fw%P_@Hﬁ (0.) |Eof?
22 \' ")) TR () 2m) Tora ()

(B.8)

Fiir die mittlere Photonenzahl gilt die Beziehung (n) > 2|E°| ; damit lasst sich die
Abschitzung | °| <1> < m < 1 vornehmen, so dass sich dle Néherung
(o,n) - FSDI; <1 B Nth> B _DPQ [Bol*>  (o2) +1 (B.9)
(n) 29 (n))  FRag® (n) 2(n)
machen l&sst.
Mithilfe dieses Ausdrucks wird die Rate k4 berechnet:
2
2o g (len)
= g ()
N, 2 (o) +1  |Eo)* 1
R AL A SRl g 1)
4 4(n)y 2T, ', 4(n) Rq 2(n)
|Eol® 1
B.10
R 2(n) (B.10)
wobei die Groke rq durch die Gleichung kg = 4§ ’i% — T(@) + £ 2 ﬁ‘?fgl definiert
ist. Fiir die Rate k4 ergibt sich somit die quadratische Gleichung
E 2
/?L?l—/id/_id— | 0| =0. (Bll)

2(n)
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Diese Gleichung besitzt genau eine positive Losung:

1 2| Eol|?
Rd:§</<;d—|— K2+ | 0|>:0. (B.12)
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