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1. Klassisches Modell fiir Dissipation 12 Punkte

(a) (3 Pkt.) Die homogene Losung erfiillt die homogene DGL

M;X; + M;Q3X; =0 (1)

Daher ist die zweite Ableitung von X ;0) (t) zu berechnen

X](O) (t) :Xj (to) COS[Qj (t — to)] -+ XJQ(jO) SiH[Qj (t — to)] (2)
X$0(t) = — X;(to) cos[(t — t0)]Q2 — XJQ(?O) sin[Q; (¢ — )] 3)
(4)

Dies erfiillt die obige homogene DGL. Die Ableitungen der speziellen Losung sind

sin[€; (t — t')]a(t') (5)
X;(t) = M Q sin(Q; - 0)z(t) + M QJ / dt’ cos[Q;(t — t)]z(t")y (6)
X;(t) :J\C/[—J] cos(0)x dt'sin(Q;(t — ¢'))z(¢’ )Q? (7)

Einsetzen in Mij + MjQ? (X] — Mé?ZQ m) = 0, erfiillt die Gleichung.
it

(b) (3 Pkt.) Die partielle Integration der Klammer {...} liefert

{z(t) — Q; /t: dt' sin(Q;(t — ¢')z(t')} (8)

—a(t) — Bﬂ cos(9, (t — t’))x(t')} Z_to Lo /t t éﬂ cos(Q(t — t)(t)dt'  (9)

=x(t) — x(t) + /t: cos(Q;(t —t))(t")adt’ (10)

=/t: cos(Q;(t —t")x(t")dt’ (11)
Zusammen mit der Summe ergibt dies

) Mﬁli{'”} :Z M(;?S?? /tt cos(Q; (t — ))& (t')dt’ (12)

:/ dwz i 202 5w -0, )/tt cos((t — t)a(t)d!  (13)

/ dos / os(w(t — )i (t')dt’ (14)



(c) (3 Pkt.) £(t) ist gegeben als

€)= X\ (t) = ¢;X;(to) cos[2 (t—to)]+ng'z(“’)sm[@j(t_to)] (15)

J J
Daraus folgt direkt fiir die Erwartungswerte

{€()) =0 (16)

kT
20
Qj M ;

= Z c?[<XJ2(to)> cos(2(t — to)) cos(2; (¢ — o)) (17)

12 (X7 (t0)) sin(Q; (t — to)) sin(€; (¢' — to))] (18)

Die auch denkbaren Cross-Terme mit Sinus und Kosinus sowie mit zwei verschiedenen
Xj sind Null Aufgrund der Relationen <Xz(t0)X](to)> 0.8 (5,']‘, <X1(t0)XJ(t0)> =...=0.
Das Ergebnis lasst sich weiter vereinfachen zu

2

c?
(EDE()) =3 S KT (cos(@(t — o)) cos(2 (1 — o)) + sin(2;(t — to) sin(2 (¢ — 1))
i
(19)
2
:Z S prl cos(€;(t —t')) (20)
—~ M;Q2 " 2 ’
/ Z i QQ kT8 (w — €, ) cos((t — t'))dw (21)
2 J(w
= Sk —¢ 22
/O a2 7 )1 cos(w(t — ) (22)
(d) (3 Pkt.) Aus der Formel vom Aufgabenblatt folgt fiir T'(t — t')
r(t—t) / Cos(w(t —t))e(t—-t) (23)
m
—7/ dw cos(w(t —t"))O(t —t') (24)
T Jo
=270t —t)d(t — t') (25)
=~i(t —t). (26)
Mit der Losung aus Aufgabenteil (c) folgt
(e / i m’ykTCOS( (t—t')) = 2mykT(t — t') (27)
/ dt (£(t)£(0)) e ™™ = dmAkT (28)
3. Gauflverteilung fiir mehrere Variablen 5 Punkte
(a) (4 Pkt.) Wir betrachten die charakteristische Funktion
S(A1, -+, Anr) = (e Zima M) (29)
Es ergibt sich
(M. Au) = vdet A dM ce3 Slhoyciigei+i I A (30)

(2m)M/2



Zur Berechnung des Integrals wird der Exponent mittels mehrdimensionaler quadrati-
scher Erganzung umgeschrieben

M
- Z i AijE; +ZZ)\ g+ = Z NiGijAj — Z AiGij A (31)

ZJ 1 zg 1 i,j:l
mit
M
Gij = [A"ij, Aij = Aji, Gij = Gji, > AijGix = b (32)
j=1
Die ersten drei Summanden koénnen zusammengefasst werden zu
M M
75 Z (Ei ZZ)\kGh) Aij <€j - ZZG_]]@)\]C> = *5 Z yiAijyj (33)
i,j=1 k k ,7=1

mit y; = ¢e; — iy, G;pAi. Daraus folgt schlielich

O, M) gdefvfz/ Myem3 Dlviim o=y Do MGuN (34
7T

=1 Normierung p

1

M
d(A1,.. o Am) =€ 2 L= MG o =exp |—3 Z q.e.d. (35)

(b) (1 Pkt.) Mit Hilfe des Hinweises ergibt sich

1d

(e;) = iy —¢(A1, . An) = —ZGijAJ— =0 (36)
1=... =AM = ]:1
A;=0
d2
<€i6'>:— 7¢(A177>\M) (37)
I dX;d\; A Aay =0
= |Gid(M,s - Aur) — (Z GmAn> <Zajnxn> ¢<A1,...,AM>]
n n Alz...AJMZO
(38)
=Gy (39)
d4
i€iEKEM) = ———————P(A1,. .., A = GiiGim + GikGjm + Gim G
(€i€jEkEm) Dod o, d(M M) N iGrm + GirGjm + jk
(40)
4. Atom im Strahlungsfeld 3 Punkte
(a) (1 Pkt.) Wir beschrénken uns zuerst auf eine Mode ein: Wir haben

eiHot/h ezwta a z 2 Oto, ezwta a (COb (70(;/) +7:0'z sin (7075)) (41)
efiHot/h — 67iwtalfa6—’i?toz — 671wta a (COS( ) _ iO’Z sin (% )) (42)

Des weiteren gilt

ezwta aaTe iwta'a _ aTezwt; ezwta e iwta'a _ ae iwt (43)

Mit der Verwendung von 0,04 = o+ erhalten wir

(cos (%) 4 io sin (2t)) oy (cos (42t) —io. sin (42t)) = e*°foy (44)
(cos (42t) + o, sin (£2t)) o_ (cos (£2t) — io, sin (2t)) = e “°lo_ (45)



Damit folgt fiir eine Mode H;(t) = hg(o,ae’@o)t 4 g_afe~wow)t) Unter Verwen-

dung von [ay, a%/] = dgj, erhalten wir fiir das volle System mit allen Moden
Hi(t) = hgglorage’ @ =0 4o aleiomwrlt) (46)
E
(b) (2 Pkt.) Wir verwenden die Notation + = e und — = g zur besseren Ubersicht. Wir

beginnen mit den relevanten Matrixelementen:

1 ! ' —i(wo—wz)T
7| t dr (g, {ni}HI(7)le, {ng}) [ =1 g5 <g’{n',;}|0—a£lev{n;z>/t dre " (Comw)T|
0 z 0

(47)

sin(0w;y (t — to)/2)

S
=| Zg]; (g, {n’E}|a,a£|e, {ng) S eidwr(t+t0) /2|
k

(48)

mit dwj; = wp —wo. Wenn wir das ganze quadrieren und den Limes ¢ — oo bilden stellen
wir nun fest,

 (sin(wp(t —t0)/2)\*
tlilgo < (5&},3/2 = 27Tt(5EE,5(5wE) (49)
Damit ergeben sich die Raten
27
P oos, == 3 g, {ngHhggo - able, {ngh) [25(wo — ) (50)
E
27
A > e {nibhggo vaglg, {ng}) [P6(wo — wi) (51)
E

Die Matrixelemente lassen sich nun explizit berechnen
| (g, nlo—akle,ng) * =(ng +1) - dpr nosa (52)
| <€, n%\a+aE|g,nE> |2 =ng- 6n;z,n,;71~ (53)

Damit wird die Photonen-Emission

Teg =9 T evo =213 g2 (nj+1) - 8wy — wo), (54)
n’ k

wobei die 1 der spontanen Emission entspricht und nz der stimmulierten Emission ent-
spricht. Fiir die Photonen-Absorption gilt

Lye = Z T g—e =27 Zg%nlg - 0wy — wo), (55)
n’ K

n—n’

Wie in der Aufgabe besprochen kann nun der Ubergang von der Summe zum Integral
gemacht werden und die Dispersionsrelation wj: = c|k| = wy verwendet werden,

WiV
Teosy :ﬁ /dQEg% “(nz+1) (56)
2
wo V. 2
Fyoe PR /dQEgE "NE (57)

wobei noch Winkelintegrale iibrigbleiben, die anisotrope Verteilung der Strahlung erlau-
ben. Der Betrag |k| ist auf wy/c festgelegt.



